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Introduction
$(M,\omega)$ を $2n$ 次元 symplectic 多様体とする．すなわち $M$ は実 $2n$ 次元 $c\infty$ 多様

体で，非退化閉 2次微分形式 $\omega\in\Omega^{2}(M)$ が定義されているものとする．$\omega$ を $M$

の symplectic構造という．$\omega’$ を $M$ の別の symplectic構造とする．$c\infty$ 同相写像
$\phi$ : $M\simeq M$ が存在し $\omega’=d\phi^{*}\omega$ となるとき symplectic 多様体 $(M,\omega)$ と $(M,\omega’)$

は symplectic 同相であるといい $\omega$ と $\omega’$ は symplectic 同値であるという．$2n$次元
$c\infty$ 多様体 $M$ を一つ固定したとき「M にはいる symplectic構造たちを symplectic
同値のもの同士で類別せよ」 という問題を考える．この問題を symplectic構造の

分類問題といおう．簡単にいうと $M$ にいくつ異なる symplectic 構造を入れるこ
とができるか ? という問いである．symplectic 構造の分類問題に関する画期的
な答えは Gromov の 1985年の論文 [6] により与えられた (cf. [3]). Gromov の論
文では $\mathbb{C}\mathbb{P}^{1}$ から $\mathbb{C}\mathbb{P}^{2}$ への概正則曲線の存在という複素幾何学の手法が用いられ

た．今回実旗多様体 $G/P$ から定義される等質空間 $R\backslash G/P$ 上の symplectic 構
造を戸田格子のハミルトニアンフローを用いて分類を試みた．その結果を報告す
る．Lie 群の表現論との関連にも軽く触れておきたい．A.A.Kirillov は連結で単
連結な nilpotent Lie 群の既約ユニタリー表現の分類を行った．その Lie 群を $H$ ,
$\mathfrak{h}=LieH$ としたとき $f\in$ り $*$ に対してその偏極化部分群の 1次元表現による $H$

の誘導表現により $H$ のユニタリー表現が構成されり $*$ の余随伴軌道によりユニタ
リー表現が分類された．さらに Auslander と Kostant は Kirillov の余随伴軌道法
を拡張し I型可解 Lie群の既約ユニタリー表現を分類した [1]. さらにすべての連結
Lie群の既約ユニタリー表現を目指した論文 [9] の中で Kostant は”We have found
that when the notion of what the physicists mean by quantizing a function
is suitably generalized and made rigorous, one may develop a theory which
goes a long way towards constructing all irreducible unitary representations of
conneced Lie group” と述べ symplectic 多様体の前量子化について論じている．事
ほど左様に symplectic幾何学は軌道法や幾何学的量子化を介し Lie 群の表現論と
強く結びついている．さらに可積分系の量子化の研究も進んでいる ([4],[8]). 以下

このレポートの大まかな紹介を行いたい．$G=GL_{n}(\mathbb{R})$ とし $P\subset G$ をその Levi
部分群が $GL_{1}(\mathbb{R})\cross GL_{n-2}(\mathbb{R})\cross GL_{1}(\mathbb{R})$ となる上三角放物型部分群とする．こ
のとき部分旗多様体 $G/P$ は局所的に Heisenberg 群に同型な $2n-3$ 次元多様体

となる．$G/P$ には自然に Kostant-Kirillov の Poisson構造が定義される．今 $R$ を
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Heisenberg 群の中心とすると $R$ は $G/P$ に左から作用するので等質空間 $R\backslash G/P$

が定義される．我々は $2n-4$次元の等質空間 $R\backslash G/P$上に複素直線束琢を構成
した．これは $R\backslash G/P$上の主 $R$束 $G/P$ の section から定まるものである．そして

$\mathscr{Z}_{\lambda}$ の接続から定義される曲率形式により $R\backslash G/P$ の symplectic 形式を定義し

た．この symplectic構造は $G/P$ の Kostant-Kirillov の Poisson 構造を $R\backslash G/P$

上の symplectic構造として復元した形になっている．
戸田格子の Lax行列の定義を拡張した $\Lambda+\overline{b}$ という形の行列を Hessenberg 行

列という，ここに A はシフト行列で $\overline{b}$ は下三角 Borel部分代数である．Hessenberg
行列全体のなす affine space を Hess と書く．通常の戸田格子の Lax 行列は Hess
の中で 3重対角行列であるもの全体である．$L\in Hess$ としたとき $L$ は一意的に

$L=W(L)\Lambda(L)W(L)^{-1}$ と分解される，ここに $W(L)$ $\in$ N-(下三角 nilpotent 群),
$\Lambda(L)=\Lambda+\sum_{j}^{n}=1\varphi j(L)E_{n},j$ で $\varphi j(L)$ は $C^{\infty}$ (Hess) の中で $Ad\overline{N}$ 不変全体のな

す部分代数の生成元である．$m=(m_{1}, \ldots, m_{n})\in \mathbb{R}^{n}$ に対し level set Hess(m)
を $\{L\in Hess|\varphi j(L)=mj,j=1, \ldots, n\}$ で定義する．$L\in Hess(m)$ に対し上

記分解を $L=W(L)\Lambda(L)W(L)^{-1}$ としたとき写像 $\Phi_{m}:Hess(m)arrow G/B$ を

$\Phi_{m}(L)=W(L)/B$ で定義する．この写像を companion埋め込みという [2]. $G/B$

には自然に $G$から Poisson構造が誘導され [5], 上述のように $G/P$ にも Poisson構造
が誘導される．$\Phi_{m}$ は Poisson写像となり $\pi’$ : $G/Barrow G/P$ を自然な射影とすると
$\pi’\circ\Phi_{m}:Hess(m)arrow G/P$ も Poisson写像になる．戸田格子の $n$個の Hamiltonian
flowsから定義される lparameter subgroup$\{\exp(\sum_{j=1}^{n}t_{j}\nabla\varphi_{j}(L))\}_{t\in R^{n}}$ は $t$ を一

つ fix することに Hess (m) 上に Poisson 同相写像を定義する．これを $\Psi_{t}$ としよ

う．$G/P(m)$ $:=\pi’\circ\Phi_{m}(Hess_{m})$ とすると $G/P(m)$ に $\Psi_{t}$ により Poisson 同相写
像 $\tilde{\Psi}_{t}$ が誘導される．$\Xi_{t}$ を $\tilde{\Psi}_{t}$ により誘導される $R\backslash G/P(m)$ 上の同相写像とす

る．$R\backslash G/P(m)$ 上の直線束珍の接続から定まる曲率形式により $R\backslash G/P(m)$

上の symplectic 構造 $\omega_{\mu}$ , ただし $\mu$ は local な定数，が定義されることを \S 2で示

す．\S 3では $\omega_{\mu}$ に対し別の symplectic 構造 $\omega_{\tilde{\Psi}_{\dot{t}}\mu}$
が自然に定義できることを示し

$\Xi_{t}$ は $(R\backslash G/P(m),\omega_{8})$ から $(R\backslash G/P(m),\omega_{\overline{\Psi}_{\dot{t}}\mu})$ への symplectic 同相であるこ

とを示す．次の定理を得た．今へ $=\{\omega_{\tilde{\Psi}_{\dot{t}}\mu}|t\in \mathbb{R}^{n}\}$ としたとき

定理 $\omega\in\theta_{\mu}\Rightarrow\omega$ と $\omega_{\mu}$ は symplectic 同値．

$\Leftarrow$ も成り立つと予想されるがまだ証明は出来ていない．

今回講演の機会を与えて下さった松本詔先生に謝意を表します．また文献表
[5] の論文はオハイオ州立大学の児玉祐治先生から教えていただきました．今回こ
の研究は慶磨義塾学事振興資金の援助の下に行われました．
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1 実部分旗多様体 $GL_{n}(\mathbb{R})/P$ の Poissonn構造につい
て

$G=GL_{n}(\mathbb{R})$ とし $B\subset G$ を上三角 Borel部分群，$N\subset B$ を上三角 unipotent部分

群とする．$\overline{B},\overline{N}$ をそれぞれ $B,$ $N$ の opposite とする．佳 $=LieG,$ $b=LieB,$ $\mathfrak{n}=$

Lie $N$ としさらに $\overline{b}=Lie\overline{B},\overline{\mathfrak{n}}=Lie\overline{N}$ とする．$G$ にはつぎで Kostant-Kirillov
の Poissonn構造が入る．$f,g\in C^{\infty}(G)$ にたいして

$\{f(x), g(x)\}_{G}=<x,$ $[\nabla f(x), \nabla g(x)]>$ , (1)

ここで $<X,$ $Y>=trXY$ とする．$\nabla f(x),$ $\nabla g(x)$ は $f,g$ の $x$ における gradient
vector で，$X\in T_{x}G$ に対して $f(x+tX)=f(x)+t<X,$ $\nabla f(x)>+\cdots$ で定義

される．以後 $G$ 上の左不変ベクトル場と $\mathfrak{g}$ を同一視する．次に旗多様体 $G/B$ の

Poisson 構造を定義するため $G/B$ を affine space を張り合わせる形で構成する．
$g\in G$ に対し Gauss 分解 $g=W_{\infty}(g)^{-1}W_{0}(g),$ $W_{\infty}(g)\in\overline{N},$ $W_{0}(g)\in B$ を考え

る．$b\in B$ とすると $W_{\infty}(g)^{-1}(W_{0}(g)b)=gb$ は $gb$ の Gauss 分解になっているの
で Gauss分解の一意性から $W_{\infty}(g)=W_{\infty}(gb)$ . すなわち $W_{\infty}(g)$ を $g/B(gmodB$

のこと) の座標として使える．しかしすべての $g\in G$ に対して上の Gauss 分解が
可能であるとは限らないので一般に次の Gauss 分解を考える．$S_{n}$ を $n$ 次対称群
とし $\sigma\in S_{n}$ に対して

$W_{\infty}^{\sigma}(g)^{-1}W_{0}^{\sigma}(g)=\sigma g$, (2)

ここで $W_{\infty}^{\sigma}(g)\in\overline{N},$ $W_{0}^{\sigma}(g)\in B$ で上と同じ理由で $W_{\infty}^{\sigma}(g)=W_{\infty}^{\sigma}(g/B)$ である．

$G_{\sigma}:=$ {$g\in G|$ 分解 (2) が可能である} と定義する．$G_{\sigma},$ $\sigma\in S_{n}$ は $G$ を覆う．す
なわち

Proposition 1.1 $G= \bigcup_{\sigma\in s_{n}G_{\sigma}}$ が成り立つ．
proof. $g=(g_{ij})_{1\leq i,j\leq n}\in G$ とする．形式的に $g$ の Gauss 分解を行うと

$W_{\infty}(g)=(w_{ij}(g))$ とすると

$(w_{i1}(g), \ldots, w_{ii-1}(g), 1)(\begin{array}{lll}g_{11} \cdots g_{1i-1}| \cdots |g_{i1} \cdots g_{ii-1}\end{array})=0,$ $i=2$ , . . . , $n$ , (3)

(3) を形式的に解くと

$g_{11}$ ... $g_{1i-1}$

: :...
$g_{i-11}$ ... $g_{i-1i-1}$

$g_{11}$ ... $g_{1i-1}$

: ....
$w_{ij}(g)=-$ $g_{i1}$ ... $g_{ii-1}$ /

: :...
$j=1,$ $\ldots$ , i–l

$g_{i-11}$ ... $g_{i-1i-1}$

(4)
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を得る．(4) の分母を $D_{i}(g)$ とおく．すると次が成り立っ．
Gauss分解 $W_{\infty}(g/B)^{-1}W_{0}(g)=g$が不可能 $\Leftrightarrow 2\leq \text{ョ_{}i}\leq n$ が存在し $D_{i}(g)=$

$0$

今 $D_{2}(g)=0$ とする．$D_{2}(g)=g_{11}$ より gll $=0$ . $\sigma_{1,i}\in S_{n}$ を 1と $i(>1)$

との互換とするとョ $i_{2}$ が存在し $D_{2}(\sigma_{1,i_{2}}g)\neq 0$ となる．実際そうでないとすると
$D_{2}(\sigma_{1,i}g)=g_{i1}$ より

$g=(\begin{array}{lll}0 g_{12} \cdots| | \cdots 0 g_{n2} \cdots\end{array})$

となってしまうので $g\in G$ に反する．次に $D_{3}(\sigma_{1,i_{2}}g)=0$ とする．$\sigma_{1,i_{2}}g=(g_{ij}’)$

とおくと $|\begin{array}{ll}g_{11}’ g_{12}’g_{21}’ g_{22}’\end{array}|=0$ となる．$\sigma_{2,i}\in S_{n}$ を 2と $i>2$ の互換とするとョ$\sigma$2,i3

が存在し
$D_{3}(\sigma_{2,i_{3}}\sigma_{1,i_{2}}g)\neq 0,$ $D_{2}(\sigma_{2,i_{3}}\sigma_{1,i_{2}}g)=D_{2}(\sigma_{1,i_{2}}g)\neq 0$

となる．もし $2<\forall i\leq n$ について $D_{3}(\sigma_{2,i}\sigma_{1,i_{2}}g)=0$であったとすると

$D_{3}(\sigma_{2,i}\sigma_{1,i_{2}}g)=|\begin{array}{ll}g_{11}’ g_{12}’g_{i1} g_{i2}’\end{array}|=0,2\leq\forall i\leq n$ .

となる．これは $(g_{11}’, g_{12}’)$ と $(g_{i1}’, g_{12}’),$ $2\leq i\leq n$ が一次従属であることを示して
いる．よってある $a\in G$ が存在し

$a\sigma_{1i_{2}}g=(\begin{array}{lll}g_{11}’ g_{12}’ \cdots 0 0 \cdots| | 0 0 \cdots\end{array})$

となり $g\in G$ に反する．また $i_{3}>2$ より $D_{2}(\sigma_{2,i_{3}}\sigma_{1,i_{2}}g)=D_{2}(\sigma_{1,i_{2}}g)=g_{11}’\neq 0$ .
以下 $\sigma_{1},$

$\ldots,$
$\sigma_{r-2}\in S_{n}$ がうまく取れて $D_{j}(\sigma_{r-2}\cdots\sigma_{1}g)\neq 0,j=2,$

$\ldots,$ $r-1$ で

$D_{r}(\sigma_{r-2}\cdots\sigma_{1}g)=0$ と仮定する．このとき $r-1$ と $i(r-1<i\leq n)$ との互換

$\sigma_{r-1,i}$ が存在し
$D_{j}(\sigma_{r-1,i}\sigma_{r-2}\cdots\sigma_{1}g)\neq 0,j=2,$

$\ldots,$
$r$

とすることが出来る．実際 $r-1<\forall_{i}\leq n$ について $D_{r}(\sigma_{r-1,i}\sigma_{r-1}\cdots\sigma_{1}g)=0$ で

あったとする．$\sigma_{r-1}\cdots\sigma_{1}g=(g_{ij}’’)$ とおく．すると
$g_{11}’’$ ... $g_{1r-1}’’$

: :.
$g_{r-21}’’$ ... $g_{r-2r-1}’’$

$g_{i1}’’$ ... $g_{ir-1}’’$

$=0$ , for $r-1\leq\forall_{i}\leq n$ .
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が成り立つ．よって

rank $(\begin{array}{lll}g_{11}’’ \cdots g_{1r-1}’’| \cdots |g_{nl}’’ \cdots g_{nr-1}’\end{array})<r-1$ .

一方 $\det(g_{ij}’’)_{i\leq i,j\leq r-2}\neq 0$ より

ヨ
$a=(\begin{array}{ll}a_{0} OO E_{n-r+2}\end{array})\in G$ ,

ただし $a0\in GL_{r-2}(\mathbb{R})$ , が存在し

$a(\begin{array}{lll}g_{11}’’ \cdots g_{1r-1}’’| \cdots |g_{n1}’’ \cdots g_{nr-1}’\end{array})=(\begin{array}{ll}E_{r-2} g’’’C d\end{array})$ ,

ここで $g”’\in \mathbb{R}^{r-2},$ $d\in \mathbb{R}^{n-r+2},$ $C\in$ Mat $(n-r+2\cross r-2)$ , となる．よって
$g(r-1):=(g_{ij}’’)_{1\leq i\leq n,1\leq j\leq r-1}$ とすると $g(r-1)$ の 1行目から $r-2$ 行目までは

1次独立．よって rankg$(r-1)=r-2$ . 従って $g(r-1)$ の 1次独立な列ベクトル
の数は $r-2$ 個．よって rank$(\sigma_{r-1}\cdots\sigma_{1}g)<n$ これは $g\in G$ に反する．QED.

Proposition 1.1より $G/B= \bigcup_{\sigma\in s_{n}^{G_{\sigma}}}/B$ . $\sigma\in S_{n}$ に対して $U_{\sigma}=G_{\sigma}/B$ と

おくと $U_{\sigma}$ は affaine space $\overline{N}$ に同型となる．$g\in G_{\sigma}\cap G_{\tau},$ $\sigma,$ $\tau\in S_{n}$ としたとき

$\sigma g/B$ と $\tau g/B$ を同一視し $U_{\sigma}$ と $U_{\tau}$ を張り合わせたものとして旗多様体 $G/B$ を

定義する．$\pi$ : $Garrow G/B$ を自然な射影とする．$u,$ $v\in C^{\infty}(G/B)$ に対して Poisson
bracket$\{u, v\}_{G/B}(g/B)$ を

$\{u, v\}_{G/B}(g/B)=<g/B,$ $[\nabla u(g/B), \nabla v(g/B)]>$ (5)

で定義する．

Lemma 1.1 $u\in C^{\infty}(G/B)$ に対して $d\pi^{*}\nabla u(g/B)=\nabla\pi^{*}u(g)$ が成り立つ．

proof. $\mathfrak{g}$ と $G$ 上の左不変ベクトル場を同一視する．今 $X\in g$ とすると

$\pi^{*}u(g+tX)=u(\pi(g+tX))$

$=u(\pi(g)+td\pi_{*}(X)+\cdots)=u(\pi(g))+t<d\pi_{*}(X),$ $\nabla u(\pi(g))>+\cdots$

一方

$(\pi^{*}u)(g+tX)=(\pi^{*}u)(g)+t<X,$ $\nabla\pi^{*}u(g)>+\cdots$

よって $d\pi^{*}\nabla u(\pi(g))=\nabla\pi^{*}u(g)$ . QED
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$G/B$ は局所的には $\overline{N}$ と同型だから $\forall_{g}\in G$ に対して $T_{\pi(g)}^{*}G/B\simeq \mathfrak{n}$ . 局所
的に d$\pi*F$は $\mathfrak{n}$ から $g$ への埋め込みだから Lie algebra homomorphism. よって

$u,$ $v\in C^{\infty}(G/B)$ に対して

$\pi^{*}\{u, v\}_{G/B}(g)=\{u,v\}_{G/B}(\pi(g))=<\pi(g),$ $[\nabla u(\pi(g)), \nabla v(\pi(g))]>$

$d\pi^{*}$ は fiber $T_{\pi(g)}^{*}G/B$ から fiber $T_{g}^{*}G$ への map で $X\in T_{g}G$ に対して

$<X,$ $d\pi^{*}\xi>=<d\pi_{*}X,$ $\xi>,$ $\xi\in T_{\pi(g)}^{*}G/B$ .

$g\in G$ は $T_{g}G$ の $0$ section と見なせるから $d\pi_{*}(g)=\pi(g)$ となる．よって

$=<g,d\pi^{*}[\nabla u(\pi(g)), \nabla v(\pi(g))]>=<g,$ $[d\pi^{*}\nabla u(\pi(g)),d\pi^{*}\nabla v(\pi(g))]>$

$=<g,$ $[\nabla\pi^{*}u(g), \nabla\pi^{*}v(g)]>=\{\pi^{*}u(g),\pi^{*}v(g)\}_{G}=\{\pi^{*}u,\pi^{*}v\}_{G}(g)$ .

以上をまとめると

Proposition 1.2 $G/B$ には (5) で Poisson構造が入り，自然な射影 $\pi$ : $Garrow$

$G/B$ は Poisson 写像になる．$G/B$ は局所的に $\overline{N}$ に同型だから $G/B$ の Poisson
構造は $\{w_{ij},w_{k\ell}\}=\delta_{j,k}w_{i}\ell-\delta p$ ,iwkj, ただし $(w_{i,j})_{i,j}\in\overline{N}$ , と表される．

Levi部分群が $GL_{1}(\mathbb{R})\cross GL_{n-2}(\mathbb{R})\cross GL_{1}(\mathbb{R})$ で，$B$ を含む放物型部分群を $P$

とする．すなわち

$P=\{(\begin{array}{lll}p_{11} t_{p_{12}} p_{13}0 P_{22} p_{23}0 t0 p_{33}\end{array})|p11,P33\neq 0,p_{13}\in \mathbb{R}, p_{12}, P23 \in \mathbb{R}^{n-2}, P_{22}\in GL_{n-2}(\mathbb{R})\}$

とする．さらに $\overline{N}$ の部分群 $U$ を

$U=\{(\begin{array}{lll}1 {}^{t}o 0q E_{n-2} 0c t_{p} 1\end{array})|c\in \mathbb{R}, p, q\in \mathbb{R}^{n-2}\}$

で定義する．$g\in G$ の分解 $g=up,$ $u\in U,p\in P$ を $g$ の U-P 分解という．
Lemma 1.2 $g\in G$ とし

$g=(\begin{array}{lll}g_{11} t_{g_{12}} g_{13}g_{21} G_{22} g_{23}g_{31} t_{g_{32}} g_{33}\end{array})$

とする．ただし gll, $g_{31},$ $g_{13},g_{33}\in \mathbb{R},$ $g_{21},$ $g_{12}$ , $g_{32},$ $g_{23}\in \mathbb{R}^{n-2},$ $G_{22}\in Mat_{n-2}(\mathbb{R})$

とする．$g$ が U-P分解可能であるための必要十分条件は

$g_{11}\neq 0,$ $|G_{22}-g_{21}^{t}g_{12}|\neq 0$
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$g_{33}-g_{31}g_{13}/g_{11}-(^{t}g_{32}-g_{31}/g_{11^{t}}g_{12})(G_{22}-g_{21^{t}}g_{12})^{-1}(g_{23}-g_{13}/g_{1l}g_{21})\neq 0$

である．

Proposition 1.3 $\sigma\in S_{n}$ に対して Gauss 分解 $W_{\infty}^{\sigma}(g/B)^{-1}W_{0}^{\sigma}(g)=\sigma g$ が

可能ならば $g$ は U-P分解可能である．
proof.

$W_{\sigma}^{\infty}(g/B)^{-1}=(\begin{array}{lll}1 t0 0w_{21} W_{22} 0w_{31} t_{W_{32}} 1\end{array})$

ただし $w_{21},$ $w_{32}\in \mathbb{R}^{n-2},$ $w_{3,1}\in \mathbb{R},$ $W_{22}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$サイズ $n-2$ の下三角 nilpotent 行列
とする．上の Lemma の記号を使うと $g_{11}=1\neq 0,$ $|G_{22}-g_{31}/g_{11^{t}}g_{12}|=|W_{22}|=$

$1\neq 0$ ,

$gss-g_{31}g_{13}/g_{11}-(^{t}g_{32}-g_{31}/g_{11^{t}}g_{12})(G_{22}-g_{21}^{t}g_{12})^{-1}(g_{23}-g_{13}/g_{11}g_{21})=$

$1-w_{31}\cross 0/1-(^{t}w_{32}-w_{31}/1)(W_{22}-w_{31}w_{21^{t}}0)^{-1}(0-0/Iw_{21})=1\neq 0$

より Lemma 1.2から $W_{\infty}^{\sigma}(g/B)^{-1}$ は U-P分解可能となり

$\sigma g=W_{\infty}^{\sigma}(g/B)^{-1}W_{0}^{\sigma}(g)=u(pW_{0}^{\sigma}(g))$ (6)

で $pW_{0}^{\sigma}(g)\in P$ より (6) は $\sigma g$ の U-P分解．よって $\sigma g$ は U-P分解可能．Q.E.D.
Proposition 1.3より集合として $G/P= \bigcup_{\sigma\in s_{n}G_{\sigma}}/P$ . $u(\sigma g)p(\sigma g)=\sigma g$ を

$\sigma g$ の U-P 分解とすると Gauss 分解の時の議論と同様に U-P 分解の一意性に
より $u(\sigma g)=u(\sigma gp)^{\forall}p\in P$ だから $u(\sigma g)=u(\sigma g/P)$ で $U_{\sigma}=G_{\sigma}/P$ とす

ると $g/P\in U_{\sigma}\mapsto u(\sigma g/P)$ の対応により $U_{\sigma}$ は affine space $U$ と同型になる．
$g\in G_{\sigma}\cap G_{\tau}$ に対し $\sigma g/P$ と $\tau g/P$ を同一視することにより $G_{\sigma}/P$ と $G_{\tau}/P$ を張

り合わせることにより $G/P$ を構成できる．$\pi’$ : $G/Barrow G/P,$ $g/B\mapsto g/P$ を自

然な射影とする．$u,$ $v\in C^{\infty}(G/P)$ としたとき $G/P$ の Poisson 構造を

$\{u, v\}_{G/P}(g/P)=<g/P,$ $[\nabla u(g/P), \nabla v(g/P)]>$ (7)

で定義する．$\pi$ のときと同様に次が成り立つ．
Proposition 1.4 $\pi’$ : $G/Barrow G/P$ は Poisson 写像になる．
$G/P$ は局所的には $U$ に同型だから $G/P$ の Poisson構造は

$\{p_{i},q_{j}\}_{G/P}=\delta_{i,j^{C}}$ (8)

となる．ここで $t_{q=}(q_{1}, \ldots, q_{n}),$ $t_{p=}(p_{1}, \ldots,p_{n})$ で $c$ は $U$ の $(n, 1)$ 成分．
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2 Symplectic多様体 $R\backslash G/P$ の構成

$U$ の部分群 $R$ を

$R=\{t_{c}=(\begin{array}{lll}1 t0 00 E_{n-2} 0c t0 1\end{array})|c\in \mathbb{R}\}$

により定義する．$t_{c}t_{c’}=t_{c+c’}$ が成り立っ．

Lemma 2.1 $\sigma\in S_{n}$ に対し $G$ の部分群 $\sigma^{-1}R\sigma$ は $G_{\sigma}/P$ に左から作用する．
proof. $g\in G_{\sigma},$ $t_{c}\in R$ としたとき $\sigma^{-1}t_{c}\sigma g\in G_{\sigma}$ を示せばよい．$\sigma g=up$ を

$\sigma g$ の $U\sim P$分解とする．
$t_{c}\sigma g=\sigma(\sigma^{-1}t_{c}\sigma)g$

一方 $t_{c}\sigma g=(t_{c}u)p$ は $t_{c}\sigma g$ の U-P 分解だから $(\sigma^{-1}t_{c}\sigma)g\in G_{\sigma}$ . QED
$\sigma\in S_{n}$ に対し $K_{\sigma}=\sigma^{-1}R\sigma\backslash G_{\sigma}/P$ とする．$g\in G_{\sigma}\cap G_{\tau}$ に対し $\sigma^{-1}R\sigma\backslash g/P$

と $\tau^{-1}R\tau\backslash g/P$ を同一視し $K_{\sigma}$ と $K_{\tau}$ を張り合わせて出来た多様体を $R\backslash G/P$

とする．$R$ の character $\chi$ : $Rarrow \mathbb{R}$ を $\chi(t_{c})=c$ で定義する．定義より $\chi(t_{c}t_{c’})=$

$\chi(t_{c})+\chi(t_{c’})$ が成り立つ．準同型 $\lambda$ : $Rarrow \mathbb{C}^{*}$ を $\lambda(t_{c})=\exp(2\pi\sqrt{-1}\chi(t_{c}))$ で定

義し $R$ の 1次元表現 $\mathbb{C}_{\lambda}$ を $a\mapsto\lambda(t_{c})a,$ $a\in \mathbb{C}^{*}$ で定義する．$K_{\sigma}$ 上の複素直線束
$\mathscr{Z}_{\lambda}^{\sigma}$ を琢: $=G_{\sigma}/P\cross R\mathbb{C}_{\lambda}$ で定義する．ただし $R$ , すなわち $\sigma^{-1}R\sigma$ の $G\sigma/P$ へ

の右からの作用は $g/P\cdot\sigma^{-1}t_{c}\sigma=\sigma^{-1}t_{c}^{-1}\sigma(g/P)$ で定義すべきだが $R$ は可換で
逆元をとる必要がないので $\sigma^{-1}t_{c}\sigma(g/P)$ を右からの作用とみなす．

Proposition 2.1 $R\backslash G/P$上の複素直線束琢で $\mathscr{Z}_{\lambda}|_{K_{\sigma}}=$ 興となるもの
が存在する．

proof. 各 $\sigma\in S_{n}$ について local system $s_{\sigma}\in\Gamma(K_{\sigma};\mathscr{Z}_{\lambda}^{\sigma})$ と以下の $(i),(ii)$ を

みたす変換関数 $\psi_{\sigma,\tau}(x)\in \mathbb{C}^{*}$ の存在を言えばよい．

(i) $\psi_{\sigma,\tau}(x)^{-1}=\psi_{\tau,\sigma}(x),$ $x\in K_{\sigma}\cap K_{\tau}$

(ii) $\psi_{\sigma,\tau}(x)\psi_{\tau,\eta}(x)\psi_{\eta,\sigma}(x)=1,$ $x\in K_{\sigma}\cap K_{\tau}\cap K_{\eta}$

$u_{c}=(\begin{array}{lll}1 t0 0q E_{n-2} 0c t_{p} 1\end{array})\in U$

としたとき $u_{c}=t_{c}u_{0}=u_{0}t_{c},t_{c}\in R$ より $K_{\sigma}$ は $2n-4$次元 affine space

$K=\{(\begin{array}{lll}1 t0 0q E_{n-2} 00 t_{p} 1\end{array})|p, q\in \mathbb{R}^{n-2}\}$

に同型である．$x\in K_{\sigma}$ としたとき $x$ の $K_{\sigma}$ での座標表示を $u_{0}^{\sigma}(x)$ とする．$G/P$

は $R\backslash G/P$ の主 $R$ 束である．$v\in\Gamma(R\backslash G/P;G/P)$ をひとつ固定する．今
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$s_{\sigma}\in\Gamma(K_{\sigma};\mathscr{Z}_{\lambda}^{\sigma})$ を $s_{\sigma}(x)=[v(x), 1]$ により定義する．$K_{\sigma}$ 上 $v(x)=t_{c_{\sigma}(x)}u_{0}^{\sigma}(x)$ ,
$t_{c_{\sigma}(x)}\in R$ と書けるから $s_{\sigma}(x)=[u_{0}^{\sigma}(x), \lambda(t_{c_{\sigma}(x)})\cdot 1]$ となる．$u_{0}^{\sigma}(x)$ を $x$ と同一

視すると $s_{\sigma}(x)=[x, \lambda(t_{c_{\sigma}(x)})\cdot 1]$ と書ける．$e^{2\pi\sqrt{-1}\chi(t_{c_{\sigma}(x)})}=e^{2\pi\sqrt{-1}c_{\sigma}(x)}$ より．
$\psi_{\sigma,\tau}(x)=e^{2\pi\sqrt{-1}(c_{\tau}(x)-c_{\sigma}(x))}$ とおくと

$\psi_{\sigma,\tau}(x)s_{\sigma}(x)=[x, e^{2\pi\sqrt{-1}(c_{\tau}(x)-c_{\sigma}(x))}e^{2\pi\sqrt{-1}c_{\sigma}(x)}\cdot 1]=s_{\tau}(x)$

となり $\psi_{\sigma,\tau}(x)$ は (i),(ii) をみたす変換関数になる．Q.E.D.
Proposition 21により構成した $R\backslash G/P$上の複素直線束を $\varpi$ : $\mathscr{Z}_{\lambda}arrow R\backslash G/P$

とする．つぎに $\mathscr{Z}_{\lambda}$ の接続を定義する．各 $K_{\sigma}$ 上琢の接続を定義しそれらをつ
なぎ合わせ琢全体の接続を定義する．今 $V\subset R\backslash G/P$ を $\mathscr{Z}_{\lambda}$ の局所自明近傍
とし $so\in\Gamma(V;\mathscr{Z}_{\lambda})$ を $s_{0}(x)=[x, \lambda(t_{c(x)})\cdot 1]$ とする．$T=\{a\in \mathbb{C}^{*}||a|=1\}$

とする．すると任意の $s\in\Gamma(V;\mathscr{Z}_{\lambda})$ は $s(x)=\phi(x)so(x)$ , ただし $\phi(x)$ は $V$

上の $T$ 値 $c\infty$ 関数，と書ける．$\nabla$ を珍の接続としよう．$X\in T(V)$ に対し
$\nabla xs=2\pi\sqrt{-1}<\alpha(s),$ $X>s$ とすると $s\in\Gamma(V;\mathscr{Z}_{\lambda})$ に対して $\nabla$ の接続形
式 $\alpha(s)\in T^{*}(V)\otimes_{\mathbb{R}}\mathbb{C}$ が定義される．$\mathscr{Z}_{\lambda}^{*}=\mathscr{Z}_{\lambda}$ –zero section とする．$x\in$

$R\backslash G/P$ に対して $s\in \mathscr{Z}_{\lambda_{x}}^{*},$ $t\in \mathscr{Z}_{\lambda x}$ とすると $s(x)=\phi(x)s_{0}(x),$ $\phi(x)\neq 0$ ,
$t(x)=\psi(x)s_{0}(x)$ とかける．$\frac{t}{s}(x)\in C^{\infty}(V)$ を $\frac{t}{s}(x)=\psi(x)/\phi(x)$ で定義する．

すると接続形式 $\alpha(s)$ は $\alpha(s)=\frac{1}{2\pi\sqrt{-1}}\frac{\nabla s}{s}$ と書ける．$s_{\sigma}\in\Gamma(K_{\sigma};\mathscr{Z}_{\lambda})$ に対し
$\frac{1}{2\pi\sqrt{-1}}\frac{\nabla^{\sigma}\epsilon}{s_{\sigma}}=\alpha_{\sigma}$ を次，で定義する．上のように $v\in\Gamma(R\backslash G/P;G/P)$ を 1つと

る．$K_{\sigma}$ 上 $v(x)=t_{c_{\sigma}(x)}u_{0}^{\sigma}(x)$ とすると $\chi(t_{\sigma}(x))=c_{\sigma}(x)$ . $u=Lie$ $U$ とすると
$\forall_{X\in R}\backslash G/P$ に対し乃 $(R\backslash G/P)\simeq u/\mathbb{R}E_{n,1}\simeq\oplus_{i=2}^{n-1}\mathbb{R}E_{i,1}\oplus\oplus_{j=2}^{n-1}\mathbb{R}E_{n,j}$ とな

る．$\nabla^{\sigma}\in\Omega^{1}(K_{\sigma})\otimes_{\mathbb{R}}End\Gamma(K_{\sigma}, \mathscr{Z}_{\lambda})$ を

$\{\begin{array}{ll}\nabla_{X}^{\sigma}s_{\sigma}=2\pi\sqrt{-1}<\alpha(s_{\sigma}), X>s_{\sigma} for X\in TK_{\sigma}\nabla_{X}^{\sigma}\phi s_{\sigma}=d\phi\otimes s_{\sigma}+\phi\nabla^{\sigma}s_{\sigma} \phi\in C^{\infty}(K_{\sigma}),\end{array}$

ただし $\alpha(s_{\sigma})\in\Omega^{1}(K_{\sigma})$ は次のように定義する．$s_{\sigma}(x)=[x, e^{e^{2\pi\sqrt{-1}c_{\sigma}(x)}}]$ とする．
$\tilde{c}_{\sigma}\in C^{\infty}(\varpi^{-1}(K_{\sigma}))$ を $\tilde{c}_{\sigma}(u)=c_{\sigma}(\varpi(u))$ で定義する．$\alpha\in\Omega(_{\lambda}^{c})$ を $\varpi^{-1}(K_{\sigma})$

上

$\alpha=-\mu_{\sigma}E_{1,n}+d\tilde{c}_{\sigma}$ , (9)

で定義し $\alpha(s_{\sigma})=ds_{\sigma}^{*}\alpha\in\Omega(K_{\sigma})$ とする．ただし $\mu_{\sigma}$ は $K_{\sigma}$ 上定数で (P, q) $\in K_{\sigma}$

のとき $(P, q, \mu_{\sigma})\in G/P$ とする．今 $x\in K_{\sigma}\cap K_{\tau}$ で $s_{\sigma}\in\Gamma(K_{\sigma};\mathscr{Z}_{\lambda}),$ $s_{\tau}\in$

$\Gamma(K_{\tau};\mathscr{Z}_{\lambda})$ で $s_{\sigma}(x)=\psi_{\sigma,\tau}(x)s_{\tau}(x)$ とする．$K_{\sigma},$ $K_{\tau}$ は

$K=\{(\begin{array}{lll}1 {}^{t}o 0q E_{n-2} 00 t_{p} 1\end{array})|p, q\in \mathbb{R}^{n-2}\}$

に同型．$X\in TK_{\sigma}$ に対し

$<\alpha(s_{\sigma}),$ $X>=<\alpha,$ $ds_{\sigma*}X>,$ $ds_{\sigma*}\partial/\partial p_{j}=E_{n,j},$ $ds_{\sigma}$

。
$\partial/\partial q_{i}=E_{i,1}$
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で

$<\mu_{\sigma}E_{1,n},$ $E_{n,j}>=<\mu_{\sigma}E_{1,n},E_{i,1}>=0$

で $ds_{\sigma}^{*}d\tilde{c}_{\sigma}=dc_{\sigma}$ だから

$<\alpha(s_{\sigma}),\partial/\partial p_{i}>=\partial c_{\sigma}(x)/\partial p_{i},$ $<\alpha(s_{\sigma}),\partial/\partial q_{j}>=\partial c_{\sigma}(x)/\partial q_{j}$

となり
$\alpha(s_{\sigma})-\alpha(s_{\tau})=dc_{\sigma}(x)-dc_{\tau}(x)=\frac{1d\psi_{\sigma,\tau}}{2\pi\sqrt{-1}\psi_{\sigma,\tau}}(x)$

を得る．したがって

$\alpha(s_{\sigma})=\alpha(s_{\tau})+\frac{1d\psi_{\sigma,\tau}}{2\pi\sqrt{-1}\psi_{\sigma,\tau}}(x)$ (10)

が従い (10) より local system $\{(K_{\sigma}, s_{\sigma})\}$ 上の接続 $\nabla xs_{\sigma}=2\pi\sqrt{-1}<\alpha(s_{\sigma}),$ $X>$

$s_{\sigma}$ をつなぎ合わせて $\mathscr{Z}_{\lambda}$ の接続が定義できる．接続 $\nabla$ から定まる曲率形式で
$R\backslash G/P$ 上に symplectic 構造 $\omega_{\mu}\in\Omega^{2}(R\backslash G/P)$ を次で定義する

$\omega_{\mu}(X, Y)=d\alpha(s_{\sigma})(X, Y)=X<\alpha(s_{\sigma}),$ $Y>-Y<\alpha(s_{\sigma}),$ $X>$

$-<\alpha(s_{\sigma}),$ $[X, Y]>$ ,

$X,$ $Y\in T(R\backslash G/P)$ により定義する．$\forall_{X}\in R\backslash G/P$ について $T_{x}(R\backslash G/P)\simeq$

$u/\mathbb{R}E_{n,1}$ だったから $<E_{1,n},$ $X>=<E_{1,n},$ $Y>=0,$ $d(dc_{\sigma}(x))=0$ よって

$\omega(X, Y)=-<\alpha(s_{\sigma}),$ $[X, Y]>$ (11)

となる．(11) を具体的に計算しよう．

$\omega_{\mu}(\partial/\partial p_{i},\partial/\partial q_{j})=-<-\mu_{\sigma}E_{1,n},$ $[E_{n,j}, E_{i,1}]>$

$=\mu_{\sigma}<E_{1,n},$ $\delta_{i,j}E_{n,1}>=\mu_{\sigma}\delta_{i,j}$ . (12)

(12) は $G/P$ 上の点 $(p, q, \mu_{\sigma})$ における Poisson relation $\{p_{i}, q_{j}\}_{G/P}=\mu_{\sigma}\delta_{i,j}$ を

$R\backslash G/P$ 上の symplectic構造として再現している．

3 戸田格子の Hamiltonian flow による symplectic
structureの変形

$\Lambda=\sum_{i=1}^{n-1}E_{i,i+1}$ をシフト行列とし affaine space Hess を $Hess=\Lambda+\overline{b}$ で定義

する．$f,$ $g\in C^{\infty}$ (Hess) には次で Poisson structureが入る．$L\in Hess$ において

$\{f(L),g(L)\}_{Hess}=<L,$ $[\nabla f(L), \nabla g(L)]>$ . (13)
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$L= \Lambda+\sum_{1\leq j\leq i\leq n}L_{ij}E_{i,j}$ とすると

$\{L_{ij}, L_{k\ell}\}_{Hess}=\delta_{j,k}L_{i\ell}-\delta_{\ell,i}L_{kj}$ (14)

となる．$L\in Hess$ は

$L=W(L)\Lambda(L)W(L)^{-1}$ (15)

と一意に分解できる．ここに $W(L)\in\overline{N},$ $\Lambda(L)=\Lambda+\sum_{i=1}^{n}\varphi_{j}(L)E_{n,j}$ で $\varphi_{j},j=$

$1,$
$\ldots,$

$n$ は $c\infty$ (Hess)
$\overline{N}$

の generators. $m={}^{t}(m_{1},$
$\ldots,$

$m_{n})\in \mathbb{R}^{n}$ に対して level
set Hess $(m)$ を

Hess $(m)=\{L\in Hess|\varphi_{j}(L)=m_{j},j=1, \ldots, n\}$

で定義する．従って $L\in Hesse(m)$ とすると $L=W(L)\Lambda_{m}W(L)^{-1}$ と分解さ

れる．ここで A(m) $= \Lambda+\sum_{j_{=1}}^{n}mjE_{n,j}$ . $Hess(m)$ には Hess から誘導された
Poisson structure が入っている．Companion 埋め込み $\Phi_{m}:Hess(m)arrow G/B$

を $\Phi_{m}(L)=W(L)/B$ で定義する．

Proposition 3.1 $\Phi_{m}$ は Hess $(m)$ から $G/B$ への Poisson map になる．
proof. $L\in Hess$ とし $L=W(L)\Lambda(L)W(L)^{-1}$ としたとき $\Phi$ : $Hessarrow G/B$

を $\Phi(L)=W(L)/B$ で定義する．$\Phi$ を Hess $(m)$ に制限すると $\Phi_{m}$ になるので $\Phi$

が Hess から $G/B$ への Poisson map であることを示せば十分．

$q=\{\sum_{j=1}^{n}a_{j}E_{n,j}|a_{j}\in \mathbb{R}\}$

とすると分解 (15) より
$T_{L}Hess\simeq T_{W(L)}\overline{N}\oplus q$

また $G/B$ は局所的に $\overline{N}$ に同型だから資を $G/B$ 上の左不変 vector field と同一視
すると $d\pi_{*}:T_{L}Hessarrow T_{\Phi(L)}G/B$ は $T_{L}$ Hess から $T_{\Phi(L)}G/B\simeq\overline{\mathfrak{n}}$ への射影にな

る．$G/B$ 上の左不変な lform 全体を $\mathfrak{n}$ と同一視して，$T_{L}^{*}Hess=T_{W}^{*}$ . $L$ )
$\overline{N}\oplus t_{q}$ ,

ただし $t_{q}=\{{}^{t}X|X\in q\}$ , であるから $d\Phi^{*}$ : $T_{\Phi(L)}^{*}G/Barrow T_{L}^{*}Hess$ は $\mathfrak{n}$ から
$\mathfrak{n}\oplus^{t}q$ への埋め込みとなりしたがって Lie algebra homomorhphism となる．今
$f,g\in C^{\infty}(G/B)$ に対して Lemma 11と同様に

$\nabla\Phi^{*}f(L)=d\Phi^{*}(\nabla f(\Phi(L)),$ $\nabla\Phi^{*}g(L)=d\Phi^{*}(\nabla g(\Phi(L)))$

となるので

$\{\Phi^{*}f, \Phi^{*}g\}_{Hess}(L)=<L,$ $[\nabla\Phi^{*}f(L), \nabla\Phi^{*}g(L)]>$

$=<L,$ $[d\Phi^{*}\nabla f(\Phi(L)), d\Phi^{*}\nabla g(\Phi(L))]>=<L,$ $d\Phi^{*}[\nabla f(\Phi(L)), \nabla g(\Phi(L))]>$
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$d\Phi_{*}$ はベクトル束 THess から $TG/B$ への写像で $L\in Hess$ は $T_{L}Hess$ の zero
section とみなせるから $d\Phi_{*}(L)=\Phi(L)$ となり

$=<\Phi(L),$ $[\nabla f(\Phi(L)), \nabla g(\Phi(L))]>=\{f,g\}_{G/B}(\Phi(L))=\Phi^{*}\{f, g\}_{G/B}(L)$

よって $\{\Phi^{*}f, \Phi^{*}g\}_{Hess}=\Phi^{*}\{f,g\}_{G/B}$ . QED
なお旗多様体の Poisson structure については Gelfand-Dikki タイプのものが [5]

に詳しく述べられている．$t=(t_{1}, \ldots, t_{n})\in \mathbb{R}^{n}$ に対して戸田格子の Hamiltonian
flow により生成された l-parameter groups を考える．例えば $L\in Hess(m)$ と

したとき
$\{\Psi_{t}=e^{t_{1}\nabla\varphi_{1}(L)}\cdots e^{t_{n}\nabla\varphi_{n}(L)}|t\in \mathbb{R}^{n}\}$ .

$t$ を固定すると $\Psi_{t}$ は Hess $(m)$ 上に Poisson 同型写像を定義する．今 $G/B(m)=$

$\Phi(Hess(m)),$ $G/P(m)=\pi’(G/B(m))$ とおく．$\Psi_{t}$ は次の図式を可換にする同型

写像 $\tilde{\Psi}_{t}$ : $G/P(m)arrow G/P(m)$ を誘導する．

Hess$(m)arrow^{\Psi_{t}}Hess(m)$

$\downarrow\pi’0\Phi_{m}$ $\downarrow\pi’0\Phi_{m}$ (16)

$G/P(m)arrow^{\Psi_{t}\tilde}G/P(m)$

Proposition 32 $\tilde{\Psi}_{t}:G/P(m)arrow G/P(m)$ は Poisson 同型写像である．
proof. $f,g\in C^{\infty}(G/P(m))$ とする．(16) より

$\pi’0\Phi_{m}0\Psi_{t}=\tilde{\Psi}_{t}0\pi’0\Phi_{m}$ (17)

よって

$\{(\pi’0\Phi_{m}0\Psi)^{*}f, (\pi’0\Phi_{m}0\Psi_{t})^{*}g\}_{Hess(m)}$

$=\{\Psi_{t}^{*}(\pi’\circ\Phi_{m})^{*}f, \Psi_{t}^{*}(\pi’0\Psi_{m})^{*}g\}_{Hess(m)}$

$=\Psi_{t}^{*}\{(\pi’0\Phi_{m})^{*}f, (\pi’0\Pi_{m})^{*}g\}_{Hess(m)}$

$\pi’,$ $\Phi_{m}$ は Poisson 写像だったから $\pi’\circ\Phi_{m}$ も Poisson 写像．よって

$=\Psi_{t}^{*}(\pi’0\Phi_{m})^{*}\{f, g\}_{G/P(m)}$ .

(17) より
$=(\pi’0\Phi_{m})^{*}\tilde{\Psi}_{t}^{*}\{f,g\}_{G/P(m)}$

$-\hslash$

$\{(\tilde{\Psi}_{t}\circ\pi’0\Phi_{m})^{*}f, (\tilde{\Psi}_{t}0\pi’0\Phi_{m})^{*}g\}_{Hess(m)}$

$=\{(\pi’\circ\Phi_{m})^{*}\tilde{\Psi}_{t}^{*}f, (\pi’0\Phi_{m})^{*}\tilde{\Psi}_{t}^{*}g\}_{He\epsilon s(m}$
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よって

$=(\pi’\circ\Phi_{m})^{*}\{\tilde{\Psi}_{t}^{*}f,\tilde{\Psi}_{t}^{*}g\}_{G/P(m)}$ .

$(\pi’\circ\Phi_{m})^{*}\tilde{\Psi}_{t}^{*}\{f,g\}_{G/P(m)}=(\pi’\circ\Phi_{m})^{*}\{\tilde{\Psi}_{t}^{*}f,\tilde{\Psi}_{t}^{*}g\}_{G/P(m)}$

を得る．$(\pi’\circ\Phi_{m})^{*}$ は単射だから

$\tilde{\Psi}_{t}^{*}\{f,g\}_{G/P(m)}=\{\tilde{\Psi}_{t}^{*}f,\tilde{\Psi}_{t}^{*}g\}_{G/P(m)}$ .

QED
$\tilde{\Psi}_{t}$ は $R\backslash G/P(m)$ にも同型写像を誘導する．それを三 t と書こう．$t$ を fix す

ると $\Xi_{t}$ : $R\backslash G/P(m)arrow R\backslash G/P(m)$ は微分同相になる．$R\backslash G/P$ 上の複素直
線束珍には (9) により接続 $\alpha$ が定義されその曲率形式により (11) で $R\backslash G/P$

に symplectic 構造が定義された．$(p, q, \mu)\in G/P$ となる local な定数 $\mu$ に対し
symplectic 構造は $X,$ $Y\in T(R\backslash G/P)$ に対して $\omega(X, Y)=\mu<E_{1,n},$ $[X, Y]>$

であった．ただし各 $x\in R\backslash G/P$ において $\partial/\partial p_{j},$ $\partial/\partial q_{i}$ をそれぞれ $E_{n,j},E_{i,1}$ と

同一視した．この $\omega$ を $\omega_{\mu}$ と書くことにする．$(q, p, \mu)$ を $G/P(m)$ の座標とする
と $\tilde{\Psi}_{t}$ は Poisson 同型写像 $\{\tilde{\Psi}_{t}^{*}p_{i},\tilde{\Psi}_{t}^{*}qj\}_{G/P(m)}=\tilde{\psi}_{t}^{*}\mu\delta_{i,j}$ を導く．

Proposition 3.3 $–$ は $(R\backslash G/P(m),\omega_{\mu})$ から $(R\backslash G/P(m),\omega_{\Psi_{\dot{t}}\mu}^{-})$ への

symplectic 同型写像である．
proof. $d\Xi_{t}^{*}\omega_{\mu}=\omega_{\tilde{\Psi}_{t}^{*}\mu}$ を示せばよい．$X=\partial/\partial p_{i},$ $Y=\partial/\partial q_{j}\in T(R\backslash$

$G/P(m))$ の時を示せば十分．

$d\text{三_{}t}^{*}\omega_{\mu}(\partial/\partial p_{i}, \partial/\partial q_{j})=\omega_{\mu}(d\Xi_{t*}\partial/\partial p_{i}, d\Xi_{t}$
。

$\partial/\partial q_{j})$

Hamiltonian vector 場 $d\Xi_{t*}\partial/\partial p_{i},$ $d\Xi_{t*}\partial/\partial q_{j}$ に対応する Hamiltonian 関数はそ
れぞれ三;pi, $\Xi_{t}^{*}qj$ だから

$=\{--q_{j}\}_{R\backslash c/P(m)}$

$\omega_{\mu}$ により定まる Poisson bracket は $G/P$ の Poisson bracket と一致するから

$=\{\tilde{\Psi}_{t}^{*}p_{i},\tilde{\Psi}_{t}^{*}q_{j}\}_{G/P(m)}$

$\tilde{\Psi}_{t}$ は Poisson 同型だから

$=\tilde{\Psi}_{t}^{*}\{p_{i}, q_{j}\}_{G/P(m)}=(\tilde{\Psi}_{t}^{*}\mu)\delta_{i,j}$

$=\omega_{\tilde{\Psi}_{t}^{*}\mu}(\partial/\partial p_{i}, \partial/\partial q_{j})$ .

QED
$\theta_{\mu}:=\{\omega_{\overline{\Psi}_{\dot{t}}\mu}|t\in \mathbb{R}^{n}\}$ とする．以上をまとめると次の定理を得る．
Theorem $\omega\in\theta_{\mu}$ とする．$\omega’\in\theta_{\mu}\Rightarrow(R\backslash G/P, \omega)$ と $(R\backslash G/P,\omega’)$ が

symplectic 同型．
Conjecture 上の定理で $\Leftarrow$ も成り立っ．
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