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1 序論

$\mathfrak{g}$ をアフィンリー代数、 $I$ をそのディンキン図の頂点のラベルとする。佳 $0$ を佳の古
典部分代数、 すなわち Dynkin 図の頂点を [10] にしたがってラベル付けした場合に
$I_{0}:=I\backslash \{0\}$ の頂点のみに対応する有限次元単純リー代数とする。 $U_{q}’(\mathfrak{g})$ を $\mathfrak{g}$ から次

数作用素を取り除いた代数に対応する量子普遍包絡代数とする。有限次元 $U_{q}’(\mathfrak{g})$-加

群のなかでKirillov-Reshetikhin (KR)-加群と呼ばれる特に良い性質を持つクラスが
存在し、 そこでは $T(Q, Y)-$system、 フェルミ型指標公式等といった良い性質が成り

立っことが知られている。 これらの事実については例えば [1, 9, 14, 20] やそこで引
用されている文献をご参照いただきたい。 さて [7, 6] において KR$arrow$加群に対する結

晶基底 $B^{r,s}(r\in I_{0}, s\in \mathbb{Z}_{>0})$ の存在を仮定した上で以下のような一次元状態和が定

義された:

$X_{\lambda,B}(q)= \sum_{b\in B}q^{D(b)}$

ここで和は $B=B^{r_{1},s_{1}}\otimes\cdots\otimes B^{r_{m},s_{m}}$ におけるウェイト $\lambda$ の $I_{0}$-最高ウェイト元全体
にわたり、 また $D$ はエネルギー関数と呼ばれる $B$ 上のある各値関数である (詳細

な定義は文献 [6] の (3.9) 式を参照)。更に同文献では $X$ はフェルミ型の明示公式 $M$

を持つことが予想された $(X=M$予想 $)$

。 この予想は $\mathfrak{g}=A_{n}^{(1)}$ の場合 [13] で、 代
数 $\mathfrak{g}=D_{n}^{(1)}$ で全ての $j$ に対して $s_{j}=1$ の場合は [26] において、 また一般の非例外型
代数の場合で全ての $j$ に対して $rj=1$ の場合は [27] において解決されている。関連
する他の発展として、一般の非例外型代数に対して KR クリスタルの存在が [21, 23]
において確認され、 またそのアフィン柏原作用素の具体形が [2] およびそこで引用さ
れている文献によって与えられたことを挙げておく。

$X$ に関するもう一つの興味深い恒等式として $S$himozono と Zabrocki[29, 28] によっ
て対称関数環上の $q$-変形作用素の研究から発見された $X=K$ 予想がある。佳を非
例外型とする。 この時実は $\mathfrak{g}$ のランクが十分大きい場合 $X$ は佳そのものに依存する
のではなく、 ディンキン図の $0$ 番目の頂点の付き方のみに依存することが示される
(表 1参照)

。 そこで $X_{\lambda,B}^{\phi}$ (q) $($◇ $=\emptyset, o, m, H)$ によってタイプ◇の $\mathfrak{g}$ に対する一次

元状態和を表すこととしよう。 そのとき [28, 18, 19] によって解決された $X=K$ 予
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表 1:

想とは、 ◇ $\neq\emptyset$ とする時以下の恒等式が成り立っことを主張する :

$X_{\lambda,B}^{\theta}(q)=q^{-\frac{|B|-|\lambda|}{|\phi|}} \sum_{\mu\in P_{|B|-|\lambda|}^{\text{く}}\eta\in \mathcal{P}_{|B|}^{\square }},c_{\lambda\mu}^{\eta}X_{\eta,B}^{\otimes}(q^{\frac{2}{|\phi|}})$

(1)

ここで $|B|= \sum_{i=1}^{m}r_{i}s_{i\text{、}}\mathcal{P}_{N}^{\theta}$ は $N$ の分割のうち対応するヤング図を基本要素 ◇ に

よって埋め尽くすことができるようなもの全体の集合、 そして $c_{\lambda\mu}^{\eta}$ は Littlewood-
Richardson係数を表す。なお [19] における $\overline{X}_{\lambda,B}^{\phi}(q)$ は現在の $X_{\lambda,B}^{\phi}(q)$ とは $\overline{X}_{\lambda,B}^{\theta}(q)=$

$X_{\lambda,B}^{\phi}(q^{-1})$ という関係になっていることに注意。
ところで $X=M$予想を仮定すると同様の恒等式がランクに対する同じ仮定の下

で $M$ に対しても成り立っているものと期待される。以下本講義録ではこの点につい

て最近著者らによって得られた進展について [22] に基づいて報告したい。より正確
に述べる為に、佳を非例外型代数のいずれかとし、 またその代数のランクは十分大
きいものとする。 その時確かにフェルミ型公式 $M$ は ◇ のみに依存し、更にそのフェ
ルミ型公式を M◇ $(\lambda, L;q)$ と表せば◇ $\neq\emptyset$ に対して以下の恒等式が成り立っ :

$M^{\phi}( \lambda, L;q)=q^{-\frac{|L|-|\lambda|}{|\phi|}}\sum_{\mu\in \mathcal{P}_{|L|-|\lambda|}^{\langle\rangle}\eta\in \mathcal{P}_{|L|}^{O}},c_{\lambda\mu}^{\eta}M^{\emptyset}(\eta, L;q^{\frac{2}{|\theta|}})$

. (2)

ここで $L_{i}^{(a)}$ を $B$ における $B^{a,i}$ の個数とする時 $L=(L_{i}^{(a)})_{a\in I_{0},i\in \mathbb{Z}>0^{\text{、}}}$ また $|L|=$

$\sum_{a\in I_{0},i\in \mathbb{Z}>\text{。}}aiL_{i}^{(a)}$ と書いた。

式 (2) の証明のあらましを述べると以下のようになる。まずフェルミ型公式を以
下のように書き直す:

$M$◇
$( \lambda, L;q)=.,\sum_{(\nu J)\in RC^{\text{◇}}(\lambda,L)}q^{c(\nu,J)}$

ここで各佳においてランクを十分大きくすると臓装配位は本質的には◇のみに依存
することが示され、 それを RC◇と表した。礒装配位とはヤング図 $\nu^{(a)}$ とその各行に

与えられた整数 $J^{(a)}$ の組のことで、詳しくは本文第 2節をご参照いただきたい。 ま

た関数 C は臓装配位上のある双線型形式でチャージと呼ばれる (正確な定義は [22]
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の式 (2.11) を参照)
。 その時我々の議論の最も主要な部分は◇ $\neq\emptyset$ に対する以下の

全単射の構成である:

$\Psi:RC^{\phi}(\lambda, L)arrow\mu\in P_{|L|-|\lambda|}^{\phi},\eta\in \mathcal{P}_{|L|}^{O}uRC^{\emptyset}(\eta, L)\cross LR_{\lambda\mu}^{\eta}$

,

ここで $LR_{\lambda\mu}^{\eta}$ は形が $\eta/\lambda$
、 ウェイトが $\mu$ の Littlewood-Richardson タブローの全体を

表す (例えば [4] 参照) 。 以下写像 $\Psi$ の概略を述べる。 ランクが十分大きい場合には
ある $k$ が存在して、 $a\geq k$ なる全ての $a$ に対するヤング図 $\nu^{(a)}$ が同じ形になる事を

示すことができる。 この様な臓装配位の上で、元々の KKR アルゴリズムの場合に
$a=1$ から出発して左から右へ各 $\nu^{(a)}$ のます目を取り除いて行くのと全く同様のアル

ゴリズムを左右逆にした手順を導入し、 それによって最も大きな $a$ から出発して右

から左へとます目を取り除いていく。 この操作を繰り返していくと最終的に右側の

ダイヤグラムは全て空になり、 その時確かに $A$ 型の礒装配位の条件を満足すること

が確かめられる。 さらにこの操作に対する自然なレコーディングタブローを定める
と最終的に Littlewood-Richardson タブローが得られる。 これら一連の操作は各ス
テップにおいて逆向きにすることが可能であり、 それがこの写像の逆写像を与える。

さてこのように構成された全単射について、 $(\nu’, J’)$ を $\Psi$ による $(\nu, J^{\cdot})$ の像の

第一成分とする時

$c( \nu., J^{\cdot})=c(\nu’., J’.)-\frac{|L||\lambda|}{|\text{◇}|}$

という関係式を証明する。 ここから (2) が従う。 更に (1)、 (2) および [13] の結果を
合わせると ◇ $\neq\emptyset$ に対して

$X_{\lambda,B}^{\theta}(q)=M^{\phi}(\lambda, L;q)$

が得られる。すなわち $\mathfrak{g}$ が非例外型でかつランクが十分大きい場合に $X=M$予想

を解決したことになる。
我々の論文に関連する組み合わせ論的全単射を以下の図式の形でまとめておこう:

{type $\mathfrak{g}$ path} {type $A_{n}^{(1)}$ path} $\cross$ LR

$\Phi^{9}|$ I $\Phi^{A}$

{type $\mathfrak{g}$ RC} $\underline{\Psi}$ {type $A_{n}^{(1)}$ RC} $\cross$ LR

ここで “path” は $\otimes_{i}B^{r_{i},s_{i}}$ の最高ウェイト元を、 “RC”は礒装配位を表す。 我々の写
像 $\Psi$ は下辺に相当し、 ランクが高い場合に存在する。全単射 $\Phi^{A}$ は [11, 12, 13] に

よって完全に確立され、 $A_{n}^{(1)}$ 型 RC-全単射と呼ばれる。全単射 $\Phi^{\mathfrak{g}}$ のアルゴリズムは

以下の場合に明示的に知られている:

$\bullet$ 一般の非例外型代数 $\mathfrak{g}$ で $(B^{1,1})^{\otimes L}$型のパス $[24]$
、
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$\bullet \mathfrak{g}=D_{n}^{(1)}$ で $\otimes B^{r_{i},1}$ 型のパス $[26]$
、

$o$ 一般の非例外型代数 $\mathfrak{g}$ で $\otimes B^{1,s_{i}}$ 型パス [27].

従って全単射 $\Phi^{\mathfrak{g}}$ が既に確立されている場合には我々の全単射 $\Psi$ と組み合わせるこ

とにより佳型パスの集合および $A_{n}^{(1)}$ 型パスと Littlewood-Richardson タブローの積
集合の間に全単射が構成されたことになる。関連する組み合わせ論的諸問題につい
ては [28] を参照されたい。
実は代数のランクに関する仮定を置かなくても全単射 $\Phi^{\mathfrak{g}}$ 自体は存在していると

期待している。 もしそのような写像が存在すれば $X=M$予想の組み合わせ論的な

証明を与えることとなる。更ににそのような全単射は、 $X=M$予想の物理的な背

景を与えていると考えられている箱玉系 (例えば [3,5,8] などを参照) と呼ばれる

超離散可積分系の研究に対する自然な枠組みを提供するものと期待される。より正

確に述べると、現在までに $A_{n}^{(1)}$ 型箱玉系に関しては礒装配位によって完全な作用角
変数の組を与えられることが分かっている [15] $(D_{n}^{(1)}$ 型への拡張に関しては [17] を
参照) 。 関連する話題として、 チャージ関数 $c(\nu, J)$ の超離散類似を導入すること

により箱玉系の初期値問題が一般的に解決されている [16,25]。これらの性質は礒装
配位がKR-クリスタルの $R$-不変量に対する自然な表示を与えていることを示唆して
いる。従って全単射 $\Phi^{\mathfrak{g}}$ の構成は可積分系、組み合わせ論、表現論にまたがる将来の
重要な課題と考えられる。

本講義録の構成は以下のとおりである。第 2節では礒装配位に関する最小限の準
備を行う。第 3節において写像 $\Psi$ の定義を与える。第 4節では写像の持つ主要な性
質を述べる。 第 5節では非自明な計算例を与える。

2 礒装配位の安定化

アルゴリズムを定義するために、 ランク $n$ の非例外型代数に対する膳装配位につ

いて必要な範囲で準備を行う。礒装配位とは次のような組み合わせ論的対象である :
序論で導入した L $=$ (Li(a))a$\in$ IO,i $\in \mathbb{Z}>$。およびそれに加えて

$(\nu^{o}, J^{\cdot})=\{(\nu^{(1)}, J^{(1)}), (\nu^{(2)}, J^{(2)}), \cdots(\nu^{(n)}, J^{(n)})\}$

ここで $\nu^{(a)}=(\nu_{1}^{(a)}, \nu_{2}^{(a)}, \ldots, \nu_{l^{a}}^{(a)})(1\leq a\leq n)$ は正整数列 (configuration と呼
び通常ヤング図によって表示するが行の並び方は本質的ではない) 、また」(a) $=$

$(J_{1}^{(a)}, J_{2}^{(a)}, \ldots, J_{l^{a}}^{(a)})$ は $\nu^{(a)}$ の各列に対して与えられる整数列 (rigging と呼ぶ) であ

る。 ここで通常の定義ではこれらの数字の組に対して更に考えている代数に応じた
ある条件を課すことになるが、ここでそれらの関係式を全て列挙する必要はない。実

際代数のランクが十分大きい場合の礒装配位は単純化された構造をもつことが [22]
において示されている。そこで以下代数のランク $n$ は十分大きいものと仮定しよう。
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その時十分大きな $N(\ll n)$ を、 ある整数 $N’\ll N$ が存在して $\nu^{(N’)}=\nu^{(N’+1)}=\cdots$

となるように選ぶことができる。 すると礒装配位のうち $N<a$ に対する $(\nu^{(a)}, J^{(a)})$

の情報は本質的に無視することができ、従って臓装配位の残りの部分のみを考えれ

ば十分であることが知られている [22]。この場合の vacancy number $p_{i}^{(a)}(a\leq N)$ を

以下のように定義する:

$p_{i}^{(a)}= \sum_{k\in \mathbb{Z}>0}L_{k}^{(a)}\min(i, k)+Q_{i}^{(a-1)}-2Q_{i}^{(a)}+Q_{i}^{(a+1)}$

ここで $Q_{i}^{(a)}= \sum_{j}\min(i, \nu_{j}^{(a)})$ とする。 更に現在の設定では $\nu^{(a)}\in \mathcal{P}^{\text{◇}}$ となる事が分

かり、 また $N\leq a$ に対して $p_{i}^{(a)}=0$ となる。 $a\leq N$ に対しては以下の条件を課す :

$0\leq J_{i}^{(a)}\leq p_{\nu_{i}^{(a)}}^{(a)}$ , $(\forall a, i)$ .

ここで二つ目の不等式が等式 $J_{i}^{(a)}=p_{\nu_{i}^{(a)}}^{(a)}$ となる場合、 そのような $\nu_{i}^{(a)}$ を特異 (sin-

gular) 行と呼ぶ。 このような代数のランクが大きい時の $(\nu, J^{\cdot})$ の振る舞いを礒装

配位の安定化と呼ぶことにする。 [22] における元々の議論では以下の議論が実行で
きるための代数のランク $n$ に関する詳細な評価を考察していた。本講義録ではその

ような議論は全て同文献にゆだねることとして、 $a\approx n$ に対する $(\nu^{(a)}, J^{(a)})$ に関わ

る技術的詳細は全て無視することとする。 なお礒装配位が安定化している場合には
$(\nu, J^{\cdot})$ に対するウェイト $\lambda$ を次のように定義することができる :

$\lambda_{a}=\sum_{b\geq a,i\in \mathbb{Z}>0}iL_{i}^{(b)}+|\nu^{(a-1)}|-|\nu^{(a)}|$
,

ここで $\lambda_{a}$ は $\lambda$ をヤング図によって表示したときの $a$ 番目の行の長さとする。記号

wt $(\nu, J^{\cdot})$ で $(\nu, J^{\cdot})$ のウェイトを表すこととする。麟装配位が安定化している時、
$n$近傍の情報を無視することにすれば、膳装配位は ◇ の種類のみに依存する。 そこ

で以下安定化した礒装配位の集合を RC◇ ( $\lambda$ , L) と書くこととする。

3 アルゴリズム

この節の目標は本講義録の核となる写像 $\Psi$ および $\tilde{\Psi}$ の記述である。大まかに言っ

てアルゴリズムは二つの部分からなっている:一つ目は礒装配位上でます目を取り除
くないし付け加える操作であり、 もう一つは膿装配位上の操作に対するレコーディ
ングタブロー $T$ の構成である。後者は最終的には LR タブローとなる。以下に与え
る定義は以上の区別に応じて二つに分けて行う。以下十分大きな整数 $N$ を前節のよ

うに選んで議論する。

定義 1写像 $\delta_{l}$

$\delta_{l}:(\nu., J^{\cdot})\{(\nu^{f}., J’.), k\}$ ,

を以下のアルゴリズムで定義する。 ここで $l$ は $\nu^{(N)}$ のある行の長さとする。
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(i) $\nu^{(N)}$ の長さ $l$ の行を一っ選ぶ。 $\nu^{(a)}(a<N)$ の各行を以下のように帰納的に選

んで行く。 $\nu^{(a)}$ のある行まで選んだと仮定する。その時左隣の $\nu^{(a-1)}$ の中で $\nu^{(a)}$

で選んだ行の長さと等しいか大きい様な特異行の中で最も短いものを探す。 も

しそのような行が存在しないときには $k=a$ とおいて手順を終了する。逆に存

在する場合はそのような行のうちの任意の一つを選び手順を続行する。もし手
順が終了しなかった場合は $k=1$ とおく。

(ii) ステップ (i) で選んだ各行の右端のます目を取り除いて新しい $\nu’$ とする。

(iii) 新しい $J’$ は以下のように定める。 ステップ (ii) で変化しなかった行では元の
rigging の値のままとする。一方変化した行については rigging は、考えている
行に対して $\nu$’。を用いて計算した vacancy number と等しい値とする。

定義 2写像 $\Psi$

$\Psi:(\nu., J^{\cdot})\{(\nu’., J’.),T\}$

を次のように定義する。初期状態として $T$ を $(\nu, J^{\cdot})$ のウェイトを表す空のヤング図

とする。 $h_{i}$ を $\nu^{(N)}$ の (左から数えて) $i$ 番目の行の高さとし、 また $l=\nu_{1}^{(N)}$ とする。

(i) 手順 $\delta_{l}$ を $h_{l}$ 回行う。 手順 $\delta_{l}$ を行うごとに $(\nu, J^{\cdot})$ と $T$ を以下のように再帰的
に再定義してゆく。 $\delta_{l}^{i-1}$ まで実行してその結果が $\{(\nu, J^{\cdot}), T\}$ であったとしよ

う。 その結果に対してもう一回 $\delta_{l}$ を実行する :

$\delta_{l}:(\nu., J^{\cdot})\{(\nu’., J’.), k\}$ ,

この際得られる結果から以下のように定める。新しい $(\nu, J^{\cdot})$ は $(\nu^{\prime 0}, J^{\prime 0})$ で与

える。 また新しい $T$ は直前の $T$ の $k$ 行目の右側に文字 $i$ を付け加えたものと

する。

(ii) ステップ (i) と同様にして順に $\delta_{l-1}^{h_{l-1}},$

$\ldots,$
$\delta_{2}^{h_{2}},$ $\delta_{1}^{h_{1}}$ を実行する。 その時最終的に

得られる $(\nu’, J’)$ と $T$ を写像 $\Psi$ の像とする。

次に写像 $\tilde{\Psi}$ のアルゴリズムの記述を行うが、 これは最終的には $\Psi$ の逆写像となる

事が分かる。今回も $n$周辺で発生する技術的詳細は無視することにする。

定義 3写像 $\tilde{\delta}_{k}$

$\tilde{\delta}_{k}:(\nu., J^{\cdot})(\nu’., J’.)$

を以下のアルゴリズムで定義する。 ここで $k$ は $k\leq N$ を満たす整数とする。

(i) $\nu^{(k)}$ から出発して、 $\nu^{(a)}(k<a)$ の行を以下のように帰納的に選んでいく。手

順を開始するために、 $\nu^{(k-1)}$ の無限に長い行を選んだものと仮定する。帰納法
の過程として $\nu^{(a-1)}$ のある行まで選んだものとしよう。 その時 $\nu^{(a)}$ の行の中
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で $\nu^{(a-1)}$ で選んだ行の長さを超えないような特異な行のうち最も長いものを探
す。 そのような行が存在しないときは $\nu^{(a)}$ の長さ $0$ の行を選んだものとして手

順を進める。一方そのような行が存在するときはそのような特異な行のうち一
っを選び手順を続ける。

(ii) $\nu’$ はステップ (i) で選んだ各行に箱を一つ付け加えることによって得られる。

もし長さ $0$ の行が選ばれていたら、 そのパーティション $\nu^{(a)}$ の下に長さ 1の新

しい行を付け加える。

(iv) 新しい rigging $J’$ は以下のように定める。ステップ (ii) で変化しなかった行に

対しては元の rigging の値のままとする。一方ステップ (ii) で変化した行に対

しては、新しい’ を用いて計算した対応する vacancy number の値と等しく

なるように定める。

定義 4写像 $\tilde{\Psi}$

$\tilde{\Psi}:\{(\nu., J^{\cdot}), T\}(\nu’., J’.)$

を以下のように定める。

(i) $h_{1}$ を $T$ に含まれる最大の整数とする。 この $h_{1}$ に対して以下の手続きを行う。

全ての文字 $h_{1}$ の中で最も右にあるものを選び固定する。 同じ手順を文字 $h_{1}-$

$1,$ $h_{1}-2,$ $\ldots$ , 2, 1に対して繰り返す。 ここで固定された $T$ の $h_{1}$ 個の文字を第

1 グループと呼ぶ。 $T$ から第 1 グループの文字を全て取り除き、 同じ手順を新

しい $T$ に対して繰り返す。 そうして選ばれた新しいグループを第 2 グループ

と呼ぶ。 この手順を再帰的に繰り返し、 $T$ の全ての文字をグループ分けする。

グループの総数を $l$

、
$i$ 番目のグループの要素の総数を $h_{i\text{、}}i$ 番目のグループの

文字 $i$ の位置を ( $T$ の上から数えて) $k_{i,j}$ 行目とする。

(ii) 写像 $\tilde{\Psi}$ の像を以下のように定める :

$(\nu’., J’.)=\tilde{\delta}_{k_{l,1}}\cdots\cdots\tilde{\delta}_{k_{2,1}}\tilde{\delta}_{k_{2,2}}\cdots\tilde{\delta}_{k_{2,h_{2}}}\tilde{\delta}_{k_{1,1}}\tilde{\delta}_{k_{1,2}}\cdots\tilde{\delta}_{k_{1,h_{1}}}(\nu., J^{\cdot})$.

4 主要な性質

議論の本質的な部分は以下の写像 $\Psi$ および $\tilde{\Psi}$ の well-definedness の証明である
([22] 参照)

。

定理 1 $(\nu, J^{\cdot})\in$ RC◇ とし、 また代数のランク $n$ は十分大きいとする。 その時写像
$\Psi$

$\Psi:(\nu., J^{\cdot})\{(\nu’., J’.),T\}$
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は well-defined である。 より正確には $(\nu’, J’)\in$ RC’ であり、 また LR タブロー
$T\in LR_{\lambda\mu}^{\eta}$ は以下の性質を満たす :

$\lambda=$ wt $(\nu, J^{\cdot})$ , $\mu=\nu^{(N)}$ , $\eta=$ wt $(\nu’, J’)$ .

定理 2 $(\nu, J^{\cdot})\in$ RC’ とし、 また $T$ は以下の三つの性質を満たすような LR タブ
ローとする : $T\in LR_{\lambda\mu}^{\eta}$ と表す時 $\lambda,$ $\mu\in \mathcal{P}^{\phi}$ および $\eta=$ wt $(\nu, J)$ を満たす。 その時
写像 $\tilde{\Psi}$

$\tilde{\Psi}:\{(\nu., J^{\cdot}), T\}(\nu’., J’.)$ ,

は well-definedである。より正確には $(\nu’, J’)\in$ RC◇、wt $(\nu’, J’)=\lambda$および $\nu^{\prime(N)}=$

$\mu$ が成り立っ。

構成からアルゴリズム $\delta$ および $\tilde{\delta}$ は各ステップで互いに逆の手順となっている。

従って上記二つの定理から以下の主定理が得られる。

定理 3 $(\nu, J^{\cdot})\in$ RC◇ とする。代数のランク $n$ は十分大きいものとする。 その時写
像 $\Psi$ は集合 RC$\theta$ およびRC’ と LR タブローの積集合の間に以下のような全単射を
定める:

$\Psi:(\nu., J^{o})\{(\nu’., J’.), T\}$ ,

$(\nu, J^{\cdot})\in$ $RC$ $\phi(\lambda, L)$ , $\{(\nu’, J’), T\}\in$ $RC$’ $(\eta, L)\cross LR_{\lambda\mu}^{\eta}$ ,

ここで $\lambda,$
$\mu,$ $\eta$ は次の性質を満たす :

$\lambda=$ wt $(\nu, J^{\cdot})$ , $\mu=\nu^{(N)}$ , $\eta=$ wt $(\nu’, J’)$ .

逆写像は $\Psi^{-1}=\tilde{\Psi}$ によって与えられる。

5 写像の例

より一般の場合もアルゴリズムは大体同じなのでここでは礒装配位と結晶基底の
テンソル積の間の全単射 [24,27] が既に知られている場合の計算例を示すこととす
る。 $D_{n}^{(1)}(n\geq 8)$ 型 $(B^{1,3})^{\otimes 3}\otimes(B^{1,2})^{\otimes 2}\otimes(B^{1,1})^{\otimes 2}$ テンソル積の以下の元を考える :

$p= 11 1\otimes[7\text{「^{}i}$「国 $\otimes\frac{\text{「_{}12\overline{2}}}{}\otimes\frac{23}{}-\otimes\frac{2\overline{2}}{}\otimes$ .

ここで $R$行列で同型な元は全て同一の蟻装配位に対応することに注意する ([27] 定
理 86参照) 。 その時 $D_{8}^{(1)}$ 型の場合の写像 $\Psi$ は以下のように計算される。 以下の図

では次のような記述をする。一番最初の膳装配位は上で与えた元 $p$ に対応する。 こ

こでヤング図の各行の左側に添えた数は対応する vacancy number を、 また右側の
数は rigging を表す。 また灰色の印をつけた箱は矢印の左側で指定されたそれぞれの
操作 $\delta$ によって取り除かれる箱を表す。各段階で得られるレコーディングタブロー
$T$ はそれぞれの矢印の右側に与えた。
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$\delta_{2}\downarrow$

$\delta_{2}|$

$\delta_{2}\downarrow$
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$\delta_{2}$

$\delta_{1}]$

$00\ovalbox{\tt\small REJECT}_{00}^{0_{0}}0\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0^{0}}^{0}$ $o0\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}^{0}0$ $0\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}^{0}0^{\cdot}$

.....

$\delta_{1}$

$000\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0^{0}}^{0}0_{\overline{\overline{\lfloor\ovalbox{\tt\small REJECT}}}_{0}^{0}}$ Oo $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}^{0}$ $0\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}^{0}$

......

$010\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}^{0}00\overline{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}}^{0}$

$0\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$ $0\mathscr{D}0$ ......
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$000\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}^{0}0H_{0}^{0}$

$0\square 0$

図式の最後に与えられた礒装配位および $T$が今の場合の写像 $\Psi$ の像となる。特に
$T$ は半標準盤となっており、更にその row word は 1123142234となっていて確かに

Yamanouchi条件を満たしていることが確かめられる。 なお全単射 [12] のもとで最

終的な臓装配位は以下のテンソル積の元に対応している:

$p’= \frac{111}{}\otimes^{---}\frac{222}{}\otimes\frac{133}{}\otimes\frac{44}{}\otimes-\frac{35}{}\otimes$ .

注 1逆写像 $\tilde{\Psi}$ の計算は上記の例を逆向きに読めば良い。 より正確に言うと、 矢印

の向きを全て逆にした上で手順 $\tilde{\delta}_{4},\tilde{\delta}_{3},\tilde{\delta}_{2},\tilde{\delta}_{1},\tilde{\delta}_{6},\tilde{\delta}_{5},\tilde{\delta}_{4},\tilde{\delta}_{1},\tilde{\delta}_{4},\tilde{\delta}_{3}$ をこの順に行って

行けばよい。

注 2 $p$ および〆は先ほどの例で与えられたものと同じとし、 それらを $D_{8}^{(1)}$ の元で

あるとみなす。 その時文献 [19] 第 53節に与えられた対合 (involution) $\sigma$ を計算する

と以下のようになる:

$\sigma(p)=^{----}\frac{\overline{8}\overline{8}\overline{8}}{}\otimes\frac{88\overline{7}}{}\otimes\frac{6\overline{8}\overline{6}}{}\otimes\frac{\overline{7}\overline{6}}{}\otimes\underline{\text{「_{}6}T\overline{6}1}\otimes$.

すると $P’$ は $\sigma(p)$ に対応する $I_{0}$-最高ウェイト元と一致する。同様の関係が任意の $\Psi$

の像に対して成り立っているものと予想している。
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