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概要

文字列の run は，その文字列の同じ文字のみから
なる部分文字列である．本稿では，2本の文字列の
最長共通部分配列を，一方の文字列の run の個数と
他方の文字列の各 run の長さの対数の総和の積の線
形時間で求めるアルゴリズムを提案する．

1 はじめに

文字列の類似度を求める問題は，計算機科学，情
報検索，分子生物学などの様々な分野において多く
の応用がある．二本の文字列の類似度は，通常，両
者の長さが一致するように空白記号を挿入するすべ
ての組合せにおいて，対応する位置の文字同士 (用

いる得点基準によっては，対応する位置の部分文字
列同士) の得点の合計の最大値として評価される．
動的計画法を用いると，標準的な得点基準のもとで
長さ $M$ の文字列 $A$ と長さ $N$ の文字列 $B$ の類似度
を $O(MN)$ 時間で求めることができる [15, 7]. 特定
の符号化のもとで単純な構造をもつ集合から選ばれ

た部分文字列に分割できる文字列に対しては，より
高速に類似度を求めるアルゴリズムが開発されてい
る (たとえば，[14,6,8]). その集合に含まれる部分
文字列を擬似的な文字とみなすと，それらのアルゴ
リズムの多くは，二本の文字列それぞれの任意の位
置に現れる擬似的な文字の対に対して，その対に含．
まれる各擬似的文字が表す部分文字列の長さの和の
線形時間の処理を行う．したがって，文字列 $A,$ $B$

がそれぞれ $m$個，$n$ 個の擬似的な文字をもつとき，
$mN+Mn$ に依存する実行時間がかかる．
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同じ文字からなる部分文字列に分割し，各部分文字
列を，それに現れる共通の文字とそれが並ぶ個数の
対に置き換えることで得られる文字列である．文字
列に同じ文字が長く連続して現れる場合に，run 長
符号化文字列はその文字列を簡潔に表すことができ
るため，この符号化手法は，たとえば画像処理など

において，広く用いられている．二本の run長符号
化文字列の類似度を，それらを展開することなしに
高速に求めるアルゴリズムが，これまでに数多く提

案されている．初めての $O(mN+Mn)$ 時間アルゴ

リズムは，Bunke と Csirik [5] によって，最長居通
部分配列の得点基準もとで動作するものとして与え
られた．ただし，$m,$ $n$ はそれぞれ文字列 $A,$ $B$ の

run の個数である．その後，アルゴリズムが動作する
得点基準の条件は着実に緩和され，Levenstein 距離
基準のもとで動作するアルゴリズム [3,12], 重み付
き編集距離基準のもとで動作するアルゴリズム [13],
アフィンギャップペナルティを伴う重み付き編集距
離基準のもとで動作するアルゴリズム [9] などが提
案されている．
一方，最長共通部分配列基準のもとでは，実行時

間が $mN+Mn$ に依存しな $l$ ), 更に高速なアルゴ
リズムが開発されている．それらのアルゴリズムは
二つのグループに分けることができる．一つめのグ

ループは，$O(mn\log(mn))$ 時間で動作するアルゴリ

ズムからなる．Apostolico ら [2] は，run 長符号化文
$\hat\mp$列の間の類似度に関する洗練された漸化式を与え，
これにもとついてアルゴリズムの実行時間を達成し
た．このグループに含まれるもうーつのアルゴリズ
は，Mitchell[11] によるもので，幾何学的な最短路

fl題への帰着に基づいて設計されている．二つめの

グループは，最近になって提案された $O(mN)$ 時間
で動作する二つのアルゴリズム [10,1] からなる．
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本稿では，最長共通部分配列基準のもとで，Apos-
tolico ら [2] による漸化式にもとついて $O(m\tilde{n})$ 時間

で動作するアルゴリズムを提案する．ただし，$\tilde{n}$ は，

$A$ と $B$ がもっ run の長さの対数の総和を表す．この
アルゴリズムは，二つめのグループに属する $O(mN)$

時間アルゴリズムの実行時間を大幅に改善している．

また，$0<c\leq 1$ である定数 $c$ に対して $\Omega(N^{c})$ 個

の run をもつ文字列 $B$ に対して，このアルゴリズム

は，一つめのグループに属するどの $O(mn\log(mn))$

時間アルゴリズムと比較しても，漸近的に遅く動作
することはない．更に，たとえば，文字列 $B$ が定数

を超える長さの run を $O( \frac{n}{\log N})$ 個しかもたない場合

には，わずか $O(mn)$ 時間で動作する．

2 準備

$\Sigma$ を有限個の文字からなるアルファベット集合と
する．文字列 $A$ の部分配列は，$A$ の必ずしも連続し

ない任意の位置の文字を任意の個数だけ削除するこ
とで得られる文字列である．二本の文字列 $A$ と $B$ に

対して，文字列 $C$ が $A$ と $B$ に共通な部分配列で最

長のものであるとき，$C$ を $A$ と $B$ の最長共通部分配
列とよぶ．一般に，$A$ と $B$ の最長共通部分配列は複

数本存在し得る．最長共通部分配列問題は，$\Sigma$ 上の

与えられた任意の文字列 $A,$ $B$ に対して，$A$ と $B$ の

最長共通部分配列の任意の一つを求める問題である．

文字列 $A,$ $B$ に対して，$AB$ で，$A$ の後に $B$ が

続く連接を表す．任意の文字 $a$ と任意の正整数 $M$

に対して，$a^{M}$ で，$a$ のみからなる長さ $M$ の文字

列を表す．文字列 $A$ の run 長符号化形式は，$A=$

$\alpha(1)^{M(1)}\alpha(2)^{M(2)}\cdots\alpha(m)^{M(m)}$ (ただし，$1\leq i<$

$m$ である任意の $i$ }こ対して $\alpha(i)\neq\alpha(i+1))$ である

ような $m$ 個の対 $(\alpha(i), M(i))$ の列である．各文字列
$\alpha(i)^{M(i)}$ を，$A$ の第 $i$ 番目の run, あるいは，$A$ の

run とよぶ．$A$ の第 $i$ 番目の run を $A(i)$ で表し，連
接 $A(g)A(g+1)\cdots A(i)$ を $A(g..i)$ で表す．

本稿では，文字列が run 長符号化形式で与
えられる場合の最長共通部分配列間題を考え

る．以降では，$(\alpha(1), M(1)),$
$\ldots,$

$(\alpha(m), M(m))$ ,

$(\beta(1), N(1)),$
$\ldots,$

$(\beta(n), N(n))$ をそれぞれ $A,$ $B$ の

run 長符号化形式とし，$\tilde{n}$ で，1から $n$ までの各 $j$

に対する $\log_{2}N(j)$ の総和を表す．

3 漸化式 [2]
提案するアルゴリズムは以下の漸化式に従って

$A$ と $B$ の最長共通部分配列を求める．添え字の対
$(i, j)$ に対して，$L(i, j)$ で，$A$ の接頭辞 $A(1..i)$ と

$B$ の接頭辞 $B(1..j)$ の最長共通部分配列の長さを

表す．$L(i, 0)=0,$ $L(0,j)=0$ が成立するのは明

らかである．また，$\alpha(i)\neq\beta(j)$ ならば，$L(i, j)=$

mm$(L(i-1,j), L(i, j-1))$ である．このことは，
$A(1..i)$ と $B(1..j)$ の最長共通部分配列の末尾の文字

が，$\alpha(i)$ と $\beta(j)$ のどちらか少なくとも一方と等し

くないことから確認できる．$\alpha(i)=\beta(j)$ の場合は，
Apostolico ら [2] による漸化式を用いて $L(i,j)$ を求

める．この漸化式は，以下の補題から得られる．

補題 1([2]) $(i, j)$ を，$1\leq i\leq m,$ $1\leq i\leq n$ , か

つ，$\alpha(i)$ が $\beta(j)$ がどちらも $\Sigma$ 中の共通の文字 $a$ であ

るような添え字の対とする．$C$を，$A(1..i)$ と $B(1..j)$

の最長共通部分配列で，文字 $a$ のみからなる最大の

長さの接尾辞 $E$ をもつものとする．$D$を，$DE=C$
である $C$ の接頭辞とする．$g,$ $h$ をそれぞれ，$A(g..i)$ ,

B(h.のが $E$を部分配列としてもつような最大の添え

字とする．このとき，$D$ は $A$ (1. g-l) と $B(1..h-1)$

の最長共通部分配列である．

証明定義より，$D$ の末尾の文字は $a$ ではない．また，
$\alpha(g),$ $\beta(h)$ はどちらも $a$ である．よって，$A(1..g-1)$

が $D$ を部分配列としてもたないならば，$E$ は $A(g+$

1. i) の部分文字列でなければならない．このことは，
$g$ の定義に矛盾する．$B(1..h-1)$ が $D$ を部分配列と
してもつことについても同様に示せる．口

この補題から直ちに以下の漸化式が得られる．た

だし，以降では，$M$ (g..i) で，$A(g..i)$ に現れる $\alpha(i)$

と同じ文字の個数を表し，$N$ (h.ので，B(h.のに現
れる $\beta(j)$ と同じ文字の個数を表す．

系 1 $\alpha(i),$ $\beta(j)$ がどちらも文字 $a$ ならば，$L(i,j)$

は $L(g-1, h-1)+ \min(M(g..i), N(h..i))$ の最大

値に等しい．ただし，$(g, h)$ の範囲は，$1\leq g\leq i$ ,
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$1\leq j\leq h$ , かつ，$\alpha(g)$ と $\beta(h)$ のどちらも文字 $a$ で

あるようなすべての対である．

$(g, h)$ のランクを，$N(1..g)-M(1..h)$ と定義し，
$R(g, h)$ で表す．この値を用いることで，上の漸化式
から，実際のアルゴリズムの中で利用しやすい形の
漸化式が得られる．

補題 2([2]) $(i, j)$を，$1\leq i\leq m,$ $1\leq j\leq n$ , かつ，
$\alpha(i)$ が $\beta(j)$ がどちらも $\Sigma$ 中の共通の文字 $a$ であるよ

うな添え字の対とする．$X(i,j)$を，$L(g-1, h-1)-$
$M(1..g’)$ の最大値とする．ただし，$(g, h)$ の範囲は，
$1\leq g\leq i,$ $1\leq h\leq i,$ $\alpha(g)$ と $\beta(h)$ がどちらも文字

$a$ , かつ，$N(h..j’)<M(g..i)\leq N(h..j)$ (すなわち，

$R(i,j’)<R(g’, h’)\leq R(i, j))$ である添え字のすべ

ての対である．同様に，$Y(i, j)$を，$L(g-1, h-1)-$
$N(1..h’)$ の最大値とする．ただし，$(g, h)$ の範囲は，
$1\leq g\leq i,$ $1\leq h\leq i,$ $\alpha(g)$ と $\beta(h)$ がどちらも文字
$a$ , かつ，$M(g..i)\leq N(h..j)<M(g..i’)$ (すなわち，

$R(i, j)\leq R(g’, h’)<R(i’,j))$ である添え字のすべ

ての対である．そのような $(g, h)$ が存在しない場合 .
は，最大値を一 $\infty$ と扱う．この定義において，$i’$ は，
$\alpha(i’)$ が文字 $a$ であるような $i$ 未満の最大の添え字，$\cdot$

あるいは，そのような添え字が存在しない場合は，0
$($

を表す．同様に，$i’$は，$\beta(j’)$ が文字 $a$ であるような
$|$

ブ未満の最大の添え字，あるいは，そのような添え字
が存在しない場合は，$0$を表す．$g’,$ $h’$ も同様に定義

$\backslash 4^{\backslash }$

される．このとき，$L(i, j)= \max\{L(i,j’),$ $X(i,j)+$
$i$

$M(1..i),$ $Y(i, j)+N$(1..i), $L(i’,j)\}$ である．

証明 系 1 より，$M(g..i)$ $\leq$ $N(h..j’)$ ならば，
$L(i, j’)\geq L(g-1, h-1)+M(g..i)$ である．同様に，1
$N$ (h..j) $\leq M(g..i’)$ ならば，$L(i’,j)\geq L(g-1,$ $h-$ $t^{1}$.

$1)+N$(h..j) である．一方，$L(i, j’)$ と $L(i’,j)$ は，ど $($

ちらも $L(i, j)L^{\backslash }A$下の $\lambda$きさをもつ．更 $\iota_{\llcorner}^{-},M(g..i)=$1以下の大きさをもつ更に，
$M(1..i)-M(1..g’),$ $N$(h..j) $=N(1..j)-N(1..h’)$ $f$.

である．よって，系 1より，補題は成立する．$\square$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$l$

$4$ アルゴリズム $\overline{\overline{z}}$

$iX$

run 長符号化形式で与えられる二本の文字 $\prime J$

列の最長共通部分配列を求める $O(m\tilde{n})$ 時間 さ

アルゴリズムを提案する．このアルゴリズム

は，先に導入した漸化式に従って $L(i,j)$ を，
(1, 1), (1, 2), $\ldots,$

$(1, n),$ $(2,1),$ $(2,2),$
$\ldots,$ $(m, n)$ の順

に計算する．各添え字 $i$ に対して，アルゴリズムは
$L(i,j)$ を以下のように計算する．$\alpha(i)=a$ とする．
$\beta(j)\neq a$ のとき，$L(i-1,j)$ と $L(i,j-1)$ の大き
い方の値を求めることで，$L(i,j)$ を定数時間で得

ることができる．一方，$\beta(j)=a$ の場合も，もし
も $X(i,j)$ と $Y(i,j)$ の値が既に求まっているなら

ば，補題 2に従うことで $L(i,j)$ の値を定数時間で

得ることができる．更に，すべての $L(i, j)$ が得ら

れた後には，標準的なトレースバック処理により，
$A$ と $B$ の (run長符号化形式の) 最長共通部分配列
を $O(m+n)$ 時間で求めることができる．よって，
以下では，各 $i$ に対して，$\beta(j)=\alpha(i)$ であるすべ
ての $i$ に対する $X(i, j)$ と $Y(i,j)$ の求め方について
のみ説明すれば十分である．
なお，アルゴリズムは前処理として，各 $i$ に対す

る $M$ (1..i) の値を要素としてもつ配列と，各 $i$ に対
する $N$ (1..i) の値を要素としてもつ配列を構築する．
また，その際に，$\Sigma$ 中の各文字 $a$ に対して，$\alpha(i)=a$
である添え字 $i$ の昇順のリストと，$\beta(j)=a$ である

$|_{I}J\backslash \backslash \backslash ae$え字 $i$ の昇順のリストも作成する．これをするの
$\ovalbox{\tt\small REJECT} O(m+n)$ 時間で $+$分である．

以下に，$\Sigma$ 中の各文字 $a$ に関するいくつかの記
$\grave$(

$\grave$

まを導入する．$m_{a}$ で，$\alpha(i)$ $=$ $a$ である添え字
$i$ の個数を表し，$i_{a}(u)$ で，$u$ 番目に小さいそのよ
うな添え字 $i$ を表す．便宜的に，$i_{a}(0)$ $=0$ とす

る．$M(i_{a}(u)),$ $M(i_{a}(w)..i_{a}(u))$ をそれぞれ，$M_{a}(u)$ ,

$M_{a}(w..u)$ で表す．$\alpha(1)=a$ であるか否かに無関
$f_{t\backslash }^{r}$に，$M_{a}(1..u)$ と $M(1..i_{a}(u))$ が同じ値を表すご

とに注意されたい．文字列 $B$ に関して $n_{a},$ $j_{a}(v)$ ,

$N_{a}(v),$ $N_{a}(x..v)$ も同様に定義する．また，$\tilde{n}_{a}$ で，1
$f_{0}\backslash$ ら $n_{a}$ までの各添え字 $v$ に対する $\log_{2}N_{a}(v)$ の総

ffiを表す．$R_{a}(u, v),$ $X_{a}(u, v),$ $Y_{a}(u, v)$ でそれぞれ，
$R(i_{a}(u),j_{a}(v)),$ $X(i_{a}(u),j_{a}(v)),$ $Y(i_{a}(u),j_{a}(v))$ を
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$す．更に，$r_{a}(u, v)$ を，$0\leq w\leq m_{a}$ かつ $0\leq$

$xj$ $\leq$ $n_{a}$ であるすべての対 $(u, v)$ に対するラン
ク $R_{a}(w, x)$ の中で，$R_{a}(u, v)$ が $r_{a}(u, v)$ 番目に小

さいランクであるような順位とする．$X_{a,u}(r)$ を，
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$L(i_{a}(w)-1,j_{a}(x)-1)-M_{a}(1..w-1)$ の最大値

とする．ただし，$(w, x)$ の範 [川は，1 $\leq w\leq u$ ,

1 $\leq x\leq n_{a}$ , かつ，$r_{a}(w-1, x-1)=r$ であ

る添え字のすべての対とする．同様に，$Y_{a,v}(r)$ を，

$L(i_{a}(w)-1,j_{a}(x)-1)-N_{a}(1..x-1)$ の最大値と

する．ただし，$(w, x)$ の範囲は，$X_{a,v}(r)$ の場合と同

様である．そのような $(w, x)$ が存在しない場合は，

最大値を一 $\infty$ と扱う．$w\leq u$ かつ $v<x$ のとき
$r_{a}(u-1, v)\leq r_{a}(w-1, x-1)$ であるから，$X_{a}(u, v)$

は，$X_{a,u}(r)$ の最大値として求まる．ただし，$r$ の範囲

は，$r_{a}(u, v-1)<r\leq r_{a}(u, v)$ であるすべての値で

ある．同様に，$Y_{a}(u, v)$ は，$Y_{a,v}(r)$ の最大値として求

まる．ただし，$r$ の範囲は，$r_{a}(u, v)\leq r<r_{a}(u-1, v)$

であるすべての値である．

次の節において，すべての対 $(u, v)$ に対する

$r_{a}(u, v)$ を $O(m_{a}\tilde{n}_{a})$ 時間で求める方法を与える．そ
の次の二つの節では，すべての添え字 $v$ に対する

$X_{a}(u, v)$ と $Y_{a}(u, v)$ を $O(\tilde{n}_{a})$ 時間で求める方法をそ

れぞれ与える．$\Sigma$ 中の各文字 $a$ に対する $m_{a}\tilde{n}_{a}$ の総

和は高々 $m\tilde{n}$ であるから，これらにより，$O(m\tilde{n})$ 時

間で $A$ と $B$ の最長共通部分配列を求めるアルゴリ
ズムが得られることになる．

4.1 $r_{a}(u, v)$ を求める方法

$0\leq u\leq m_{a}$ かつ $0\leq v\leq n_{a}$ であるすべての対

$(u, v)$ に対する $r_{a}(u, v)$ の値を $O(m_{a}\tilde{n}_{a})$ 時間で求め

る方法について述べる．それらの値を求めるには，す
べての対 $(u, v)$ が $R_{a}(u, v)$ の値の昇順に並んだリス

トを作成すればいよい．なぜなら，そのリストに現
れる対を先頭から末尾まで順にたどることで，線形
時間ですべての対 $(u, v)$ に対する $r_{a}(u, v)$ の値を求

めることができるからである．

$t$を，$2^{t}$ が $N_{a}(1..n_{a})$ より大きい最小の自然数とす

る．$0\leq s\leq t$ である任意の添え字 $s$ に対して，$2^{s}l$

から $2^{s}(l+1)-1$ までの範囲を，$(s, l)$ 範囲とよぶこ

とにする．すると，$R_{a}(u, v)=N_{a}(1..v)-M_{a}$ (1..u)

より，$M_{a}(1..u)$ が $(s, i)$範囲にあり，かつ，$N_{a}(1..v)$

が $(s,j)$ 範囲にあるような任意の対 $(u, v)$ に対して，
$2^{s}((j-i)-1)<R_{a}(u, v)<2^{s}((j-i)+1)$が成立す

る．$I^{s}$ を，添え字 $u$ が存在して，$M_{a}(1..u)$ が $(s, l)$

範囲にあるようなすべての添え字 $l$ の集合とし，同様

に，$J^{s}$ を，添え字 $v$ が存在して，$N_{a}(1..v)$ が $(s, l)$ 範

囲にあるようなすべての添え字 $l$ の集合とする．更

に，$K^{s}$ を，$I^{s}\cross J^{s}$ 中のすべて o)対 $(i,j)$ が $j-i$
の昇順にならんだリストとする．したがって，もし
も $K^{0}$ 中の各対 $(M_{a}(1..u), N_{a}(1..v))$ に対する $(u, v)$

が定数時間で求められるならば，$K^{0}$ をすべての対

$(u, v)$ が $R_{a}(u, v)$ の値の昇順に並んだリストとして

扱うことができる．このことに基づいて，リスト $K^{t}$

を作成した後に，$K^{s}$ を $K^{s-1}$ に次々と更新するこ
とによって $K^{0}$ を作成する．
はじめに，$I^{s}$ と $J^{s}$ を，要素が昇順に並ぶリストと
して作成する方法を以下に述べる．定義より，$I^{0}$ は，

$0$ から $m_{a}$ までのすべての添え字 $u$ に対する $M_{a}$ (1..u)
の値の昇順のリストである．このリストは，アルゴ
リズムの前処理で作成した $M(1..i)$ を値としてもつ

配列と，$\alpha(i)=a$ である添え字 $i$ の昇順のリストか

ら，線形時間で作成できる．これを作成する際に，$I^{s}$

の各要素 $M_{a}$ (1..u) に添え字 $u$ を添付しておく．これ
により，$K^{0}$ 中の各対 $(M_{a}(1..u), N_{a}(1..v))$ に対する

$u$ を定数時間で得ることができるようになる．$s\geq 1$

である $I^{s}$ は，以下のようにすることで，$I^{s-1}$ から

線形時間で作成できる．すなわち，$I^{s-1}$ の要素 $l$ を

先頭から順に読み込み，$L\frac{l}{2}$」を $I^{s}$ の要素とすればよ
い．ただし，$l$ が偶数で，$l+1$ も $I^{s-1}$ の要素であ

る場合は，$I^{s}$ に同じ値が要素として重複して含まれ

ることのないようにする必要があるため，$L_{2^{1}}^{\underline{l}}\pm$」を
要素として加えない．また，後に $K^{s}$ を作成する際

の便宜のために，$I^{s-1}$ 中の各要素 $l$ へのポインタを，
$I^{s}$ の要素 $\lfloor\frac{l}{2}\rfloor$ にもたせる．これにより，$I^{s}$ 中の任意

の要素 $l’$ から $I^{s-1}$ 中の要素 $2l’,$ $2l’+1$ に，もしそ
れらが存在するならば，定数時間でアクセスするこ
とができるようになる．$J^{s}$ も同様に作成する．

次に，上で作成した $I^{s},$ $J^{s}$ を用いて $K^{s-1}$ を $K^{s}$

から作成する方法について述べる．$t$ の定義より，$J^{t}$

は要素 $0$ のみをもつ．したがって，$K^{t}$は，$I^{t}$ に属す

るすべての添え字 $k$ に対する対 $(k, 0)$ からなる．こ
れを作成するのに $O(|K^{t}|)$時間で十分である．$K^{s}$ の

各要素 $(i, j)$ は，$I^{s}$ 中の要素 $i$ へのポインタと，$J^{s}$

中の要素 $i$ へのポインタをもつと仮定する．このと
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き，$K^{s-1}$ は以下のように作成される．まず，空の
リスト $K$ を用意する．次に，以下を繰り返す．$K^{s}$

の先頭から順に，$j-i$ が同じ値をとる対 $(i,j)$ 全体

からなる部分リストを取り出す．この部分リスト中
の各対 $(i,j)$ に対して，$I^{s-1}$ が $2i+1$ をもち，かつ，
$J^{s-1}$ が $2j$ をもつならば，$(2i+1,2j)$ を $K$ の末尾

に要素として加える．その際に，$(2i+1,2j)$ に $I^{s-1}$

中の $2i+1$ と」$s-1$ 中の $2j$ へのポインタをもたせ

る．次に，$K^{s}$ の同じ部分リスト中の各対 $(i$ ,のに対
して，$I^{s-1}$ が $2i$ をもち，かつ，$J^{s-1}$ が $2j$ をもつな

らば，$(2i, 2j)$ を $K$ の末尾に加える．同様に，$I^{s-1}$

が $2i+1$ をもち，かつ，$J^{s-1}$ が $2j+1$ をもつならば，
$(2i+1,2j+1)$ を加える．さらに，次に，$K^{s}$ の同じ

部分リスト中の各対 $(i,j)$ に対して，$I^{s-1}$ が $2i$ をも

ち，かつ，$J^{s-1}$ が $2j+$ をもつならば，$(2i, 2j+1)$ を
$K$ の末尾に加える．それらの対を $K$ に加える際に，
$I^{s-1},$ $J^{s-1}$ 中の要素へのポインタをもたせるのは，
$(2i+1$ ,2のの場合と同様である．以上を $K^{s}$ が空にな

るまで繰り返せば，$K^{s-1}$ が $K$ の値として得られる．
$K^{s},$ $I^{s},$ $J^{s}$ の要素がもつポインタにより，$K^{s-1}$ の

各対は定数時間で求まるから，$K^{s-1}$ を求めるのに，

それに含まれる要素数，すなわち，$|I^{s-1}|\cross|J^{s-1}|$
の線形時間で十分である．
以上の議論により，$0\leq u\leq m_{a},$ $0\leq v\leq n_{a}$ で

あるすべての対 $(u, v)$ に対する $r_{a}(u, v)$ を $O(m_{a}\tilde{n}_{a})$

時間で求めることができることを証明するためには，
$0\leq s\leq t$ である任意の $s$ に対して $|I^{s}|\leq m_{a}+1$ ,

かつ，$0\leq s\leq t$ であるすべての $s$ に対する $|J^{s}|$ の総

和が $O(\tilde{n}_{a})$ であることを示せば十分である．$|I^{0}|=$
$m_{a}+1$ , かつ，$1\leq s\leq t$ である任意の $s$ に対して
$|I^{s}|\leq|I^{s-1}|$ であるから，以下では，$0\leq s\leq t$ であ

るすべての $s$ に対する $|J^{s}|$ の総和が $O(\tilde{n}_{a})$ であるこ

とを示す．

$0\leq s\leq t$ である $s$ と $J^{s}$ に属する $l$ からなる対
$(s, l)$ を四つのグループに分類する．第 1のグループ
は，$J^{s-1}$ が定義されていない，すなわち，$J^{0}$ に属

する $l$ に対する $(0, l)$ からなる．第 2のグループは，
$J^{s-1}$ に $2l$ と $2l+1$ がどちらも属する $(s, l)$ からなる．

第 3のグループは，$J^{s-1}$ に $2l+1$ は属するが，$2l$ は

属さない $(s, l)$ からなる．第 4のグループは，$J^{s-1}$

に $2l$ は属するが，$2l+1$ は属さない $(s, l)$ からなる．

したがって，これら四つのグループに属する対の総
数が $O(\tilde{n}_{a})$ であることを示せば十分である．

第 1のグループには，$J^{0}$ に属する $l$ と同数，すな
わち，$n_{a}+1$ 個の $(s, l)$ が属する．一方，$J^{s-1}$ の長

さはちょうど $J^{s}$ から第 2のグループに $(s, l)$ が属
する $l$ をすべて取り除いた長さに等しい．したがっ

て，$|J^{0}|=n_{a}+1,$ $|J^{t}|=1$ より，第 2のグルー
プに属する対の個数はちょうど $n_{a}$ 個である．以下
に，第 3のグループに属する対の個数を見積もる．
第 3のグループに属する任意の対 $(s, l)$ に対して，
$v(s, l)$ で，$N_{a}(1..v)$ が $(s, l)$ 範囲のある最小の添え
字 $v$ を表すことにする．したがって，第 3のグルー

プの定義より，$N_{a}(1..v(s, l))$ は $(s-1,2l+1)$ 範囲
にあり，一方，$N_{a}(1..v)$ が $(s-1,2l)$ 範囲にある $v$

は存在しない．このことから，$v(s, l)=v(s’, l’)$ で

あるような第 3のグループに属する互いに異なる対
$(s, l)$ と $(s, l’)$ に対．して，$s\neq s’$ でなければならない

ため，$v(s, l)$ の値が等しい対 $(s, l)$ の個数は，たかだ
か $\log$2 $(N_{a}(1..v)-N_{a}(1..v-1))=\log_{2}N_{a}(v)$ であ

る．よって，第 3のグループに属する対の個数は，た
かだか $\tilde{n}_{a}$ である．同様の議論により，第 4のグルー
プに属する対の個数は，たかだか $2\tilde{n}_{a}+1$ 個である．

第 3のグループの対の個数との差異は，$N_{a}(1..0)=0$

であるのに対して，$N_{a}(1..n_{a})$ が $2^{t}$ よりもかなり小

さな値をとり得ることによる．以上より，$0\leq s\leq t$

であるすべての $s$ に対する $|J^{s}|$ の総和は $O(\tilde{n}_{a})$ であ

り，したがって，$0\leq u\leq m_{a},$ $0\leq v\leq n_{a}$ である

すべての対 $(u, v)$ に対する $r_{a}(u, v)$ の値を求めるの
に $O(m_{a}\tilde{n}_{a})$ 時間で十分である．

42 $X_{a}(u, v)$ を求める方法

本節では，$1\leq u\leq m_{a}$ である任意の $u$ に対して，
$1\leq v\leq n_{a}$ であるすべての $v$ に対する $X_{a}(u, v)$ の

値を $O(\tilde{n}_{a})$ 時間で求める方法について説明する．

アルゴリズムは，$2^{t}$ 個の葉をもつ完全二分木 $S_{a}$

として表されるデータ構造を利用する．ただし，$t$

は，$2^{t}$ が $r_{a}(0, n_{a})$ 以上である最小の自然数である．

この設定により，任意の対 $(u, v)$ に対する $r_{a}(u, v)$

に対応する $S_{a}$ の葉が，左から第 $r_{a}(u, v)$ 番目の葉
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として存在する．なぜなら，$R_{a}(u, v)=N_{a}(1..v)-$

$M_{a}(1..u)\leq N_{a}(1..n_{a})-M_{a}(1..0)=R_{a}(0, n_{a})$ より，

$r_{a}(u, v)\leq r_{a}(0, n_{a})$ であるからである．根を除けば，
$S_{a}$ のある高さにおける左から第 $l$ 番 $[]$の頂点の親は，

一つ上の高さにおける左から第 $\lceil\frac{l}{2}\rceil$ 番目の頂点であ

る．$S_{a}$ のある高さにある左から第 $l$ 番目の頂点の右

隣は，同じ高さの左から第 $l+1$ 番目の頂点である．
$S_{a}$ の任意の頂点は，もしも右隣が存在するならば，
それへのリンクをもつものとする．$S_{a}$ のある葉が左

から $r$ 番 $||$のものであるとき，位置 $r$ にあるという．

$u$ に対して，すべての $v$ に対する $X_{a}(u, v)$ を求め

る際に，$S_{a}$ の位置 $r$ の葉が $X_{a,u}(r)$ の値をもつと

き，この葉は有効であるという．また，$S_{a}$ の任意の

内部頂点に対して，それがもつ二つの子が再帰的に
有効であり，かつ，それらの子の最大値を自身がも
つとき，その頂点は有効であると定義する．したがっ
て，有効である任意の頂点は，子孫であるすべての
葉における最大値をもつ．無効な頂点は，もはや有効
ではない可能性のある頂点をいう．アルゴリズムは，
$1\leq v\leq n_{a}$ である各 $v$ に対する位置 $r_{a}(u, v-1)+1$ ,

$r_{a}(u, v)$ の間に子孫である葉がすべてあるような無
効な頂点のみを有効になるように更新する．なぜな
ら，その範囲にある葉の最大値が $X_{a}(u, v)$ であるか

らである．この方針のもとで，アルゴリズムを以下
の補題を用いて設計する．以降では，子孫である葉
がすべて位置 $p,$ $q$ の間の範囲にある頂点を，$p$ と $q$

の間の範囲に関連する頂点という．また，この範囲
に関連するすべての頂点が有効であるとき，この範
囲は有効であるという．

補題 $30\leq q0<q_{1}<\cdots<q_{f}\leq r_{a}(0, n_{a})$ であ

る任意の $q_{0},$ $q_{1},$ $\ldots,$ $q_{f}$ に対して，もしも $1\leq e\leq f$

である任意の $e$ に対して $q_{e-1}+1$ と $q_{e}$ の範囲が有

効ならば $O( \sum_{1\leq e\leq f}\log(q_{e}-q_{e-1}))$ 時間で，位置
$q_{0}+1,$ $q_{f}$ の間の範囲にある葉の最大値を求め，か
つ，この範囲を有効にすることができる．

証明 $p$ と $q$ の間の範囲に関連する頂点で，その親
がもはやその範囲に関連しないものを，支配的な頂
点ということにする．位置 $p,$ $q$ の間の範囲にある任
意の葉に対して，これを子孫とするこの範囲に関連

するたった一つの支配的な頂点が存在することに注
意されたい．したがって，もしも $p$ と $q$ の間が有効

ならば，この範囲に関連するすべての支配的な頂点
の最大値を求めることで，この範囲にあるすべての
葉の最大値が得られる．一方の頂点の子孫である葉
の最も左のものが他方の頂点の子孫である葉の最も
右のものの右隣であるとき，二つの頂点は隣接する
という．更に，位置 $p$ の葉が最初の頂点の子孫であ
る葉の最も左のものであり，すべての連続する二つ
の頂点が隣接するような位置 $p$ , $q$ の間の範囲に関

連するすべての支配的な頂点からなるリストを，標
準的であるという．このリストの末尾の頂点の子孫
である葉の最も右のものは，位置 $q$ にある．標準的
なリスト中の任意の連続する三つの頂点に対して，
2番目の頂点の子孫である葉の個数は，他の二つの
頂点の少なくとも一方の子孫である葉の個数のたか
だか 2倍である．さもなければ，支配的ではないか
らである．このことは，$p$ と $q$ の間の範囲に関連す

る支配的な頂点の個数がたかだか $2\log$2 $(q-p)$ であ

ることを意味する．以下の手続きを実行することで，
$O(\log(q-p))$ で $p$ と $q$ の間の範囲に関連する支配的

な頂点の標準的なリストを求められることを確認す
ることは難しくない．

1. 親，親の右隣，右隣，右側の子の右隣，右側の
子の優先順で，$p$ と $q$ の間の範囲に関連する頂

点を次々と訪れることで，$S_{a}$ 上の経路を位置 $p$

にある葉から位置 $a$ にある葉へとたどり，

2. その際に訪れた頂点で直前や直後の頂点の子で
はないものすべてを，訪れた順に並べたリスト
として返す．

以上に基づいて，補題を証明する．位置 $q_{0}+1,$ $q_{f}$

の間の範囲にある葉の最大値は，1から $f$ までの各

$e$ に対する $q_{e-1}+1$ と $q_{e}$ の間の範囲に関連する支

配的な頂点の標準的なリストの $e$ の昇順の連接を作

成し，得られたリストに現れる頂点の最大値を求め
ることで，$O( \sum_{1\leq e\leq f}\log(q_{e}-q_{e-1}))$ 時間で得るこ

とができる．得られたリストは，$q_{e-1}+1$ と $q_{e}$ の間

の範囲を有効にする際に，有効にする頂点を見つけ
ることにも利用する．このリストを最初の頂点から
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最後の頂点へとたどり，訪れた各頂点に対して，も
しも直前の頂点と共通の親をもつならば，両者の最
大値を親の値とすることで有効化し，リスト中のそ
の二つ頂点を共通の親に置き換える操作を繰り返す．

これにより，リストは最終的に $q_{0}+1$ と $q_{f}$ の間の

範囲に関連する支配的な頂点の標準的なリストに変
わり，この範囲の有効化が完了する．これを行うの
に元のリストの長さの線形時間で十分である．口

以下に，アルゴリズムの動作を説明する．初期設
定として，$S_{a}$ 中のすべての頂点の値を一 $\infty$ とする．

また，各 $u$ に対して，$1\leq v\leq n_{a}$ であるすべての $v$

に対する $X_{a}(u, v)$ を求める際に，$r_{a}(u-1, v-1)+1$

と $r_{a}(u-1, v)$ の間の範囲を有効にする．この仮定
により，$u$ に対して，$1\leq V\leq n_{a}$ であるすべての $v$

に対する $X_{a}(u, v)$ を求める作業の開始時において，
$0\leq V\leq n_{a}$ である $r_{a}(u-1, v-1)+1$ と $r_{a}(u-1, v)$

の問の範囲に関連する頂点で，1 $\leq v\leq n_{a}$ であ

るどの $v$ に対する位置 $r_{a}(u-1, v-1)$ にある葉も

子孫としてもたないものはすべて有効である．ただ

し，便宜的に $r_{a}(u-1, -1)=1$ と扱うことにする．
$P=p_{1},$ $p_{2},$ $\ldots,p_{z}$ を，$0\leq V\leq n_{a}$ であるすべての $v$

に対する $r_{a}(u-1, v)$ と $r_{a}(u, v)$ からなる昇順のリス

トとする．$Py- l=r_{a}(u, n_{a})$ かつ $p_{y}=r_{a}(u-1,0)$ な

らば，$p_{y}=p_{y-1}+1$ であるから，$\sum_{1<y\leq z}\log(p_{y}-$

Py-l) $=O(\tilde{n}_{a})$ であることに注意されたい．

アルゴリズムは，最初に，$1\leq y\leq z$ であるすべて

の $y$ に対する $p_{y-1}-1$ と $p_{y}$ の間の範囲を有効にす

る．これをするのに，$1\leq V\leq n_{a}$ である各 $v$ に対し

て，位置 $r_{a}(u-1, v-1)$ にある葉の値を，$L(i_{a}(u)-$

1, $j_{a}(v)-1)-M_{a}(1..u-1)$ がそれまでの値よりも大

きいならば，これに更新し，$r_{a}(u-1, v-1)=p_{y}$ の

とき，位置 $r_{a}(u-1, v-1)$ にある葉からの $p_{y-1}-1$ $1$

と $p_{y}$ の間の範囲に関連する頂点を根へとたどりな .

がら，訪れた頂点の二つの子の最大値を自身の値と
すればよい．その際に訪れる頂点の個数は，たかだ
か $\log_{2}(p_{y}-p_{y-1})$ であり，よって，これの線形時間 :.
で $p_{y-1}-1$ と $p_{y}$ の間の範囲を有効化できる．した
がって，$O(\tilde{n}_{a})$ 時間で $1\leq y\leq z$ であるすべての $y$ )

に対する $p_{y-1}-1$ と $p_{y}$ の間の範囲を有効にするこ /

とができる．

次に，アルゴリズムは，$1\leq V\leq n_{a}$ である各 $v$ に

対して，位置 $r_{a}(u, v-1)-1,$ $r_{a}(u, v)$ の間の範囲にあ

る葉の最大値，すなわち $X_{a}(u, v)$ を求め，更に，この
範囲を有効化する．補題 3を用いれば，すべての $v$ に

対してこれをするのに $O( \sum_{1<y\leq z}\log(p_{y}-p_{y-1}))=$

$O(\tilde{n}_{a})$ 時間で十分である．

以上より，上に述べたアルゴリズムは，$O(m_{a}n_{a})$

時間で $S_{a}$ の各頂点の値をー $\infty$ に初期設定した後に，
昇順に 1から $m_{a}$ までの各 $u$ に対して，$O(\tilde{n}_{a})$ 時間

で，$1\leq v\leq n_{a}$ であるすべての $v$ に対する $X_{a}(u, v)$

の値を求め，$r_{a}(u, v-1)+1$ と $r_{z}(u, v)$ の間の範囲
を有効化する．

43 $Y_{a}(u, v)$ を求める方法

昇順に 1から $m_{a}$ までの各 $u$ に対して，$1\leq v\leq n_{a}$

であるすべての $v$ に対する垢 $(u, v)$ を $O(\tilde{n}_{a})$ 時間で

求める方法について述べる．$X_{a}(u, v)$ を求める再に
用いた $S_{a}$ と同様に定義される木 $T_{a}$ を用いる．ただ
し，位置 $r$ にある葉が有効であるための条件を，そ
の葉の値が $Y_{a,u}(r)$ であることとする．

$X_{a}(u, v)$ を求める場合には，$r_{a}(u, v-1)-1$ と

$r_{a}(u, v)$ の間の範囲にたかだか $N_{a}(v)$ 個の葉しか存

在しないことを利用した．しかし，$Y_{a}(u, v)$ を求め

る場合には，$r_{a}(u, v)$ と $r_{a}(u-1, v)-1$ の間の範囲
にはたかだか $M_{a}(u)$ 個の葉しか存在しないことは

いえても，一般に，この個数は $N_{a}(v)$ の値を超える

ことがあるため，$X_{a}(u, v)$ の場合と同じ方法をその

まま利用してもうまくいかない．そこで，各 $u\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対

して，すべての $v$ に対する $Y_{a}(u, v)$ を求め，$r_{a}(u, v)$

と $r_{a}(u-1, v)-1$ の間の範囲を有効化する代わり

に，1 $\leq V’<n_{a}’$ であるすべての $v’$ に対する位置
$r_{a}’(u, v’),$ $r_{a}’(u, v’+1)-1$ の間の範囲にある葉の最
$\lambda$値を $Y_{a}’(u, v’)$ として求め，この範囲を有効化す
る．ただし，$r_{a}’(u, v’)$ は，$1\leq v\leq n_{a}$ であるすべ

ての $v$ に対する $r_{a}(u-I, v)$ と $r_{a}(u, v)$ の中で第 $V’$

番目に小さな値を表し，$r_{a}’(u, n_{a}’)=r_{a}(u-1, n_{a})$

である．これをするのに，$X_{a}(u, v)$ と同様の方法を
用いることで，$O(\tilde{n}_{a})$ 時間で十分である．なぜなら，
$r_{a}’(u, v’)=r_{a}(u, n_{a})$ かつ $r_{a}’(u, v’+1)=r_{a}(u-I, 1)$
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なら $lf^{\backslash },$ $r_{a}’(u, v’+1)-r_{a}’(u, v’)\leq N_{a}(1)+1$ である

からである．

得られた $Y_{a}’(u, v’)$ の値から $Y_{a}(u, v)$ を求めるた

めに，Ann ら [1] の $O(mN)$ 時間アルゴリズムにな

らい，線形時間の初期化の後に任意に指定した範囲
の最大値を定数時間で得ることのできるデータ構造
[4] を利用する．このデータ構造は，すべての $v’$ に

対する $Y_{a}’(u, v’)$ に関する初期化を $n_{a}’\leq 2n_{a}$ の線

形時間で行った後に，与えられた任意の $c,$ $d$ に対

して，$Y_{a}’(u, c),$ $Y_{a}’(u, c+1),$
$\ldots,$

$Y_{a}’(u, d)$ の最大値を

返す．これを用いることによって，アルゴリズムは
$1\leq v\leq n_{a}$ であるすべての $v$ に対する $Y_{a}(u, v)$ を

$O(n_{a})$ 時間で求めることができる．

5 まとめ

長さ $M$ , run の個数 $m$ の文字列 $A$ と長さ $N$ , run
の個数 $n$ の文字列 $B$ が run 長符号化形式で与えら
れたときに，$A$ と $B$ の最長共通部分配列を求める
$O(m$勅時間アルゴリズムを提案した．ただし，$\overline{n}$ は，
$B$の各 runの長さの対数の総和である．このアルゴリ

ズムは，$B$ が定数を超える長さの run を $O( \frac{n}{\log N})$ し

かもたないとき，$O(mn)$ 時間で動作する．しかし，
般の場合に $O(mn)$ 時間で動作するアルゴリズムが存
在するか否かは判っていない．また，たとえば重み付
き編集距離基準などのより制限の緩い得点基準のもと

で，最長共通部分配列の場合と同じ $O(mn\log(mn))$

時間や $O(m\tilde{n})$ 時間で二本の文字列の類似度を求める

ことができるか否かも，未解決な問題の一つである．
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