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はじめに

近代的な変分力学の始まりを何か一つの出版物に求めるとすれば，それにもっともふさ

わしいのは，ラグランジュ (Joseph Louis Lagrange, 1736-1813) がトリノ科学協会の紀要

(1760-61年度) に発表した一編の論文であろう．これに先立つもう一つの論文で $\delta$ 記号を

用いた変分法を導入したのに続き $($ Lagrange $1760-61a)$ , ラグランジュはこの論文で，力学
の「一般原理」 を次のように定式化した (Lagrange $1760-61b$, p. 195/365) 2.

何らかの仕方で互いに作用している好きなだけ多くの物体 $M,$ $M,$ $M’,$
$\ldots$ があると

し，それらはさらに，望むのであれば，距離の任意の関数に比例する中心力によって

動かされているとする．$s,$ $d,$ $s”,$
$\ldots$ はこれらの物体の時間 $t$での通過距離を指し示す

ものとし，また $u,$ $\iota 1,$ $u”,$
$\ldots$ はこの時間の終わりにおけるそれらの速度であるとする

と，式 $M \int uds+M\int\iota/dg+M’\int u’’ds’’+\cdots$ はつねに最大，または最小となる．

ここで述べられている (古典的な意味での) 最小作用の原理こそ，変分原理が $\delta$ 記号を用

いて提示された歴史上最初のものであった．今日でこそ「最小作用の原理」という言葉は

$\delta\int Ldt=0$ ( $L$: ラグランジアン) という式 (ハミルトンの原理) を指すのが一般的だが，今
日の変分力学の出発点となったのはむしろ上のような内容の原理である．本稿では，この最

小作用の原理がラグランジュによって定式化されるまでの経緯，言わば最小作用の原理の前

近代史を概観する．

ところで，最小作用の原理の歴史を語る上では，ラグランジュのほかにあと二人，欠かせな

い登場人物がいる．フランス人の学者モーペルテユイ (Pierre-Louis Moreau de Maupertuis,

1本稿は，主として有賀 2006;2007;2009に基づいて，新たに書き下ろしたものである．なお，内容の一部
には，(独) 日本学術振興会科学研究費補助金 (特別研究員奨励費「十八世紀中葉における力学理論の形成過
程の解明」) による研究成果が含まれている．

$z$ 以下，原典からの引用に当たっては，初出誌等におけるページ数と著作集などでのページ数を $/*$ で区切っ

て併記する．また，数式の表記や強調などは特に断らない限り，原文を踏襲する．以下も同様である．
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1698-1759) と，スイス出身の数学者オイラー (Leonhard Euler, 1707-1783) である．伝統

的には，最小作用の原理の形成に対するこの三人の貢献は，一種の直線的な発展として捉え

られてきた．たとえば十九世紀末に『力学』を著して力学の歴史と哲学を論じたマッハによ

れば，最小作用の原理を最初に述べたとされるモーペルテユイの表現は「あいまい」で「不

明晰」なものであり，オイラーが「それを真に有用な新しい原理とした」とされる．ラグラ

ンジュについては，オイラーが一つの物体の運動を論じたのに対し，「最小作用の原理をい

くつかの質量の系へ拡張し」 たと評価されている (Mach 2006, 下巻 130-131頁，233頁，
152頁). これに類した記述は，ほかの物理学史，力学史の古典にも見られるものである (た

とえば広重 1968, $I,$ $111-116$ 頁;Dugas 1988, pp. 254-275).

こうした見方にはいくらかの真理が含まれていないわけでもないが，ここ数十年ほどのあ

いだになされた歴史研究の成果を踏まえると，少し違ったイメージが立ち現われてくる (た

とえば Pulte 1989 ;Boudri 2002, ch. 5, 7 ;Panza 1995 ;2003). モーペルテユイとオイラー

のあいだ，オイラーとラグランジュのあいだには，より根本的な相違があるように思えるの

である．このことをなるべく明確にするために，以下では「三人は最小作用の原理を使って

何をしようとしていたか」という観点から，モーペルテユイ，オイラー，ラグランジュの仕

事を順に見ていくことにしたい．おそらくそこには，単なる理論の洗練という以上のものが
認められるはずである．

1. モーペルテユイと，衝突の法則

モーペルテユイは主として二つの論文で，最小作用の原理を提唱した．最初，1744年に

光学現象 (光の直進・反射・屈折) に即してこの原理を述べた後 (Maupertuis 1744), 1746
年には自然現象全般に関わる原理として改めて主張し直している．そこでのモーペルテユイ

の言明は次のようなものである (Maupertuis 1746, p. 290/298).

自然において何らかの変化が起こるときには，その変化に必要な作用の量は，可能な

限り少ない．

ここで「作用の量とは，諸物体の質量とそれらの速度ならびにそれらが通過する距離の積で

ある」とされているが，数式による定式化は与えられていない．また，「速度」や「距離」が

具体的には何を指すのかについても詳しくは述べられていない．その意味で，この原理が

「自然科学・数理科学の法則としての必要最小限要求される概念規定の一義性・厳密性を欠

いている」 (山本 1997,250頁) というのはその通りであろう．加えて，モーペルテユイのこ
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の論文の趣旨は最小作用の原理を通じて神の存在証明を行うというものであり 3, こうした

形而上学的傾向もまた，マッハを始めとするモーペルテユイの低評価に少なからず影響して

いるように思われる．

しかしながらここで注意しておきたいのは，この 1746年の論文において，上述の原理が

具体的には何に使われているかという点である．上の言明を与えた後，モーペルテユイはあ

らゆる自然現象の基礎にある「基本法則」，具体的には「運動の法則」と「静止の法則」を

この原理から導き出そうとする．このうち「静止の法則」は，てこの重心 (支点) を決定す

る規則であるが，後に『著作集』の改訂版 (1756年，Maupertuis1965-1974) からこれに関

する記述を削除していることなどから見ると，モーペルテユイはそれほど重きを置いていな

かったのかもしれない．一方，「運動の法則」に関しては後々まで積極的に論じ続けること

になるが，この「運動の法則」とは今日まず想像されるようなニュートンの三法則などでは

なかった．それが意味していたのは，物体の衝突の法則である．

モーペルテユイは，当時一般に「硬い物体」「弾性的な物体」と呼ばれていた二種類の物

体について，衝突の法則を論じている (Maupertuis 1746, pp. 290-293/298-301). これらは

それぞれ，現代の物理学で言う完全非弾性衝突および完全弾性衝突に相当するものである．

たとえば質量 $A,$ $B$ を持つ二つの硬い物体が速度 $a,$ $b$ で衝突する場合には，まず，両物体は

衝突後に等しい速度 $X$ で (つまり一緒になって) 運動するという前提が置かれる (これは硬

い物体に関する当時の一般的な了解である). するとこの場合，両物体の速度変化は $x-a$.
$x-b$である．さらにモーペルテユイは，物体 $A,$ $B$は衝突前には単位時間で距離 $a,$ $b$ を進ん

だのに対し，衝突後にはこの距離が $X$になると考える．それゆえこの意味での距離の変化も

同じ形の式 $x-a,$ $x-b$ で表される．したがって上述の一般原理から，この場合の「変化に

必要な作用の量」 が，質量と速度変化と距離変化の積の総和として $A(x-a)^{2}+B(x-b)^{2}$ で

与えられる．これが最小であるということから，$X$ に関する微分をとってそれをゼロに等し

いと置くと，最終的に
$x= \frac{Aa+Bb}{A+B}$ (1)

となり，衝突の法則 (衝突前後の速度の関係式) が得られたことになる．弾性的な物体の場合

には，衝突後の速度をそれぞれ $\alpha,\beta$ とすると「変化に必要な作用の量」は $A(\alpha-a)^{2}+Boe-b)^{2}$

となり，これが最小という条件と，衝突前後で二物体の相対的な速さが等しい $(\beta-\alpha=a-b)$

という前提 (これも当時一般に認められていた) から，

$\alpha=\frac{Aa-Ba+2Bb}{A+B}$ , $\beta=\frac{2Aa-Ab+Bb}{A+B}$ (2)

3この点についての詳細は，有賀 2009. 79-80頁を参照されたい．
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という結果が得られる．

こうした奇妙な議論を見て，モーペルテユイの最小作用の原理は「物体が衝突や屈折に

よってある点で瞬間的に向きを変えるような場合にしか使えず，通常見られるような連続的

に変化する運動にたいしてはどう適用すればよいのか不明である」 (山本 1997,250頁) と

感じるのは，力学を学んだことのある者にとっては自然なことであろう．しかし問題はまさ

に，モーペルテユイにとって重要だったのがたとえば物体の落下運動のような現象ではな

く，衝突の法則であったという点にある．つまりモーペルテユイにとっては，衝突の問題こ

そが力学ひいては自然学 (物理学) の根幹であり，当時知られていた二種類の衝突の法則を

単一の原理に包摂できるという点が重要だったのである．

実際，十年後に書かれた晩年の論文でモーペルテユイは「運動の諸法則」として六つの命

題を挙げたが，それらはいずれも衝突の法則であった (Maupertuis 1756, p. 423). 具体的に

は，(1) 硬い物体では衝突後の速度が等しくなること，(2) 弾性的な物体では衝突前後で相対

的な速さが変わらないこと，(3) 二つの物体の重心の運動は衝突前後で変わらないことがま

ず挙げられ，次いで，(4) デカルト (Ren\’e Descartes, 1596-1650) の主張した運動の量の保

存則と 4, (5) ライプニッツ (Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716) の提唱した活力 (運動

エネルギー) 保存則がそれぞれ，特定の場合にのみ成り立つ法則として述べられる．そうし

て最後に，硬い物体と弾性的な物体のいずれにも適用できるとして提示されるのが (6) 最小

作用の原理であった．この「運動の諸法則」の一覧は，モーペルテユイにとって自分の提唱

した原理がどのような意義を持っていたかをよく示している．

モーペルテユイが最小作用の原理を使って成し遂げようとしたのは，衝突法則の統一で

あった．同時代にダランベール (Jean le Rond d’Alembert, 1717-1783) が評価したように，

モーペルテユイは「これまで別々の法則を有していた弾性的な物体の衝突と硬い物体の衝

突とを同じ法則に帰属させ」 ることに成功し (Alembert 1751, p. 119), これら二種類の物

体の衝突法則を 「初めてただ一つの同じ原理によって決定した」のである (Alembert 1754,

p. 296). こうした言葉が現代の我々にはほとんど意味不明なものに聞こえるとすれば，それ

はモーペルテユイの主張が曖昧なものであったからという以上に、 問題関心の所在が現代と

は大きく異なっていたからと言うべきであろう．

4当時はベクトルの概念がなく，デカルトの運動の量は現代的に言えば質量と速さの積 (運動量のスカラー)

になる．そのため，ほとんどの衝突では保存されない．
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2. オイラーと，「力学曲線」

最小作用の原理に関係するオイラーの研究は，モーペルテユイが最初の論文を公表した

数カ月後に，『最大または最小の性質を有する曲線を見出す方法』と題された本の中で登場し

た (Euler 1744). この本は，変分法 (当時は $\lceil$最大および最小の方法」などと呼ばれた) の

歴史における一つの頂点と見なされるもので，今日変分法のオイラー方程式 (あるいはオイ

ラー $=$ ラグランジュ方程式) と呼ばれている公式が述べられたことで有名である (Goldstine

1980, ch. 2; Fraser 2005). ただし，今日の変分法で用いられる $\delta$ 記号は後にラグランジュが

導入したものであり，オイラーの本には登場しない．したがってオイラ一方程式の導出法

も，現代とはまったく違う幾何学的なものであったことを注意しておく 5.

最小作用の原理はこの本の最後にある『付録 2』で，オイラー方程式を投射体 (実質的に

は質点) の運動の問題に応用するという形で論じられている (Euler1744, pp. 311-320/298-

308). オイラーは，何らかの力を受けて運動する投射体の描く軌道は「同じ両端につなが

れたすべての線のうちで，$\int Mds\sqrt{v}$が最小であるような，すなわち，$M$ が一定なので，

$\int ds\sqrt{v}$が最小であるような性質のもの」であると主張する (Euler 1744, pp. 311-312/298).

ここでのオイラーの表記法では，$M$は物体の重さ，$ds$は軌道の線要素，$v$は速度を与える高

さを表すので 6, オイラーの与えている式は $\int muds$ ( $m$; 質量，$u$: 速度) と比例係数を除い

て同じになり，したがってまたモーペルテユイの与えた作用の量の定義 (質量と速度と距離

の積) とも合致する．このためモーペルテユイは，オイラーの『付録 2 』が自分の仕事とは

独立に，ダニエル．ベルヌーイ (Daniel Bemoulli, 1700-1782) に触発されてなされたもの

であったにもかかわらず (有賀 2009, 78-79頁), これを自分の原理の「美しい応用」 と呼ぶ

ことができたのであった (Maupertuis 1746, p. 267/282).

『付録 2』では，$\int ds\sqrt{v}$が最小という条件から，実際に投射体の軌道が計算されてい
る．ここでは一定の重力による運動という簡単な例でオイラーの解法を見ることにしよう

(Euler 1744, pp. 312-313/299-300). 図 1において，投射体 $M$が下向きに一定の力を受けて

$Aarrow Marrow m$のように運動するとし，物体に働く力を単位質量あたり $g$ とする．以下ではオ

イラーに従って，座標を鉛直下向きに $X$, 水平右向きに $y$と取り，$p=dy/dx$ とおく．投射体
の軌道は $\int ds$壷が最小という条件から求められるが，この式に $dv=gdx$ という 「オイラー

5邦語文献では山本 1997, 254-256頁に簡潔な解説があるので参照されたい．

6速度を与える高さとはつまり，速度を直接物理量として取り扱う代わりに，物体を自由落下させたときにこ
の速度を獲得するような高さを用いるということである (その際，重力加速度は一定であると暗に前提され
ている). こうしたオイラーの表記法については，伊藤 2006に詳しい．

20



図 1 一定の重力による運動

の運動方程式」 (伊藤 2006) から得られる関係 $v=a+gx$ ( $a$: 定数) と，$ds=dx\sqrt{1+pp}$ と

を代入すれば，最小になるべき式は次のようになる 7.

$\int dx\sqrt{(a+gx)(1+pp)}$. (3)

あとはこの式に変分法のオイラー方程式を適用すれば 8, 期待した通り，放物線を表す次の

結果が得られる．

$y= \frac{2}{g}\sqrt{C(a-C+gx)}$ ( $C$ は積分定数). (4)

こうしたオイラーの議論は，少なくとも今日の目からすると不十分なものに見える．とい

うのは，オイラーがここで求めているのは物体の軌道だけであって，物理量の時間変化や保

存については一切述べていないからである 9. ところが，この一見奇妙な事態は，変分原理に

関するオイラーのほかの仕事も考慮に入れると，ある程度納得のいくものとなる．たとえば，

投射体の問題に先んじて『最大または最小の性質を有する曲線を見出す方法』の『付録 1』で

オイラーが論じていたのは，弾性曲線の問題であった (Euler 1744, pp. 245-310/231-297).

オイラーはここでは，弾性を持つ薄板を曲げたときの形状を，$\int ds/ff$ ( $R$ 曲率半径) とい

う式が $\int ds=$ const. (薄板の長さが不変) という制約条件の下で最小になるという要請から

導き出している．二つの付録はそれぞれ静力学と動力学に属する問題を扱っているが，いず

れも曲線を決定することが主題となっているのが分かる．

7有賀 2006, p. 223, 式 (6) では $dx$が $ds$になっているが，これは誤植であり，ここに挙げた式が正しい．

8すなわち現代的に言えば，$Z(y,p,x)=\sqrt{(a+gi(1+pp)}$ に対して $\frac{\delta Z}{\delta y}-\mathscr{K}(\frac{\delta Z}{\delta p})$ を解くということである．
オイラー自身はこうした表記を用いないが，実質的にこれに相当する計算を行っている．

9実際には，オイラーの議論はむしろ力学的エネルギーが保存されることを前提にしている．オイラー自身も，
速度が位置のみで決定される運動とそうでない運動とを区別し，自らの原理が成り立つのは前者の場合だけ
であると明言している (Euler1744, p. $318\beta 06$).
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同様に 1748年の二つの論文でも，オイラーは静力学に関する変分問題を，「力学曲線」

(オイラーの表現) を決定する問題として論じている．そこで扱われているのはたとえば，

任意の力を受けている糸が釣りあいを保つときの形状であり $($Euler $1748a)$ , 同じく任意の

力の作用の下で流体のかたまりが静止しているときの形状である $($ Euler $1748b)$ . オイラー
はこうした問題を，まず「通常の力学原理」を用いて解き，次いで，最小であるとしたとき

にこうした形状 (曲線) を与えるような量 (現代的に言えば作用積分) を探求するという

手順で研究した．その結果オイラーは，モーペルテユイが以前に提案していた「静止の法

則」 (Maupertuis 1740) を発展させる形で $10$ , 後に「労力」と名付けることになる一般的な量

(これはポテンシャルエネルギーに概ね相当する) に到達したのであるが (有賀 2009, 80-81

頁 $)$ , そうした過程において一貫して研究されていたのは「力学曲線」であった．

最終的にオイラーは，静力学においては，単なる曲線決定問題を超えて仮想変位の原理へ

と近付いていく (Euler 1751 ; 有賀 2006, 221-222頁). しかし動力学においては，『付録 2』

の枠組みから抜け出ることはなかったように思われる．オイラーは最小作用の原理の正確な

定式化 $( \int muds)$ を与えたとしばしば言われるが，明らかにそれだけでは，物体の運動を一
般的に論じるには不十分であったと言わねばならない．実際，曲線 (軌道) を決定するとい

うオイラーのアプローチでは，質点系や連続体を扱うことは原理的にほぼ不可能であろう．

オイラーは同時期に，解析的な運動方程式に基づく力学 (今日一般にニュートンカ学と呼ば

れているもの) を大いに発展させていたが (たとえば山本 1997, 第 10章), 変分力学に関し

ては，「力学曲線」を決定するという幾何学的な問題が依然としてその中心的課題を占めて

いたのである．

3. ラグランジュと，運動を規定する方程式

1755年の夏にラグランジュがオイラーに送った書簡が，変分法に画期をもたらすことに

なった．ラグランジュ (当時若干 19歳) はこの書簡で，歴史上初めて $\delta$ という新しい演算

の記号を導入し，それによって変分問題の計算手法を劇的に変えてしまったのである．オイ

ラーはこれを称賛し，引き続く二人の文通の中で，今日に直接つながる変分法の基本的な手

法が整えられることになった (Euler 1980, p.$366f$ ; Fraser 1985). そしてこの成果が最終的

に，本稿冒頭で述べた論文として出版されることになる $($Lagrange $1760-61a)$ .
既に最初の書簡で，ラグランジュが「あなた [オイラー] の公式をいかなる作図もなしに

証明する」 と述べていた通り (Euler1980, p. 366), その手法は純粋に代数的なものである．

10同名で紛らわしいが，これは前節で触れた「静止の法則」 とは異なる．
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基本的なアイディアは次の三点にまとめられるであろう (Barroso Filho 1994, ch. 4). 第一

に，ラグランジュは新しい演算記号 $\delta$ を，通常の微分記号 $d$ と同じ規則に従うが $d$ とは異

なるものとして導入する．第二に，この二つの記号は交換可能であるとされる (すなわち

$\delta dx=d\delta x)$ . そして第三に，ラグランジュは次のような部分積分計算を活用する．

$\int Zd\delta x=Z\delta x-\int dZ\delta x$. (5)

以上の手続きは完全に代数的に，すなわち数式の操作を行うことだけによって進められる．

こうした代数志向はラグランジュという人物に際立って特徴的なものであり，後に『解析力

学』 (初版 1788年) の「緒言」においては，「この著作には図がまったく見出されないであ

ろう」 という印象的な一節として現れてくることになる (Lagrange 1788).

最小作用の原理に関して言えば，ラグランジュは 1756年の春までに一編の論文を書き，

オイラーに送っている．この論文は，当時オイラーが所属していたベルリンの科学・文学ア

カデミーの会合で読み上げられたことが確認されているが (Winter 1957, p. 223), 結局出版

されず，その内容は伝わっていない．ただ，ラグランジュが最小作用の原理を動力学と静力

学の「いわば普遍の鍵」と呼び (1756年 10月のオイラー宛書簡，Euler1980, p. 391), 「固体

および流体の，つりあいにせよ運動にせよ極めて複雑な諸問題の解を，最小作用量のただ一

つの式から，単純かつ一般的な仕方で導くこと」を主題とする著書を執筆していると述べて

いることからして (1759年 11月のダニエル．ベルヌーイ宛書簡，Delsedime 1971, p. 143),

この時期のラグランジュが何らかの変分力学の理論体系を構想していたことは間違いない．

残念ながらここで言及されている本もまた出版されなかったため詳細は不明であるが，ラグ

ランジュによればこの本は二部構成で，第一部で変分法を，第二部で最小作用の原理を論じ

るとされているので (1759年 7月のオイラー宛書簡，Euler1980, p. 411), 後に出版された

二編の論文の原型がこれであったのではないかと思われる．

実際に出版された二つの論文のうち，最小作用の原理に関する第二のものでは; 本稿冒頭

に引用した「一般原理」がまず述べられた後，十個の問題が議論されている．最初の問題は，

単位質量あたりの中心力 $P,$ $Q,$ $R,$
$\ldots$ (各中心に向かう向きを正とし，各中心から物体までの

距離を $p,$ $q,$ $r,$ $\ldots$ とする) を受けて運動する単一の物体 (質量 $M$の質点) を論じており，そ
の解法は概ね次のようなものである $($Lagrange $1760-61b$, pp. 196-199/366-369$)^{}$ . まず，
物体が一っだけなので質量は無視してよく，したがって「一般原理」は次のように書ける．

$\delta\int uds=0$ . (6)

11以下はラグランジュの議論を一部組み替え，整理して示したものである．
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ここで $\delta$ と $f$ を入れ替えると (これが可能であることは別の箇所で議論されている), この

式は次のように二つの部分に分けることができる．

$\int\delta uds+\int\omega ds=0$ . (7)

まず，この式の左辺第一項については，

$\frac{u^{2}}{2}=$ const. $- \int(Pdp+Qdq+Rdr+\ldots)$
(8)

$=$ const. $+ \int(Xdx+Ydy+Zd\partial/M$

という関係式 (力学的エネルギー保存則) の変分を取って計算すると (X, $Y,$ $Z$は物体に働

いているすべての力の合力の $x.y.z$方向成分) 12, 次のようになる。

ndu $= \int\delta(Xdx+Ydy+Zd\partial/M$

$= \int(\delta Xdx+\delta Ydy+\delta Zd\partial/M+\int(Xd\delta x+Y\ovalbox{\tt\small REJECT} y+Zd\delta\partial/M$

(9)

$=(X \delta x+Y\delta y+Z\delta\partial/M+\int(\delta Xdx-dX\delta x+\delta Ydy-dY\delta y+\delta Zdz-dZ\partial/M$

$=(X\delta x+Y\delta y+Z\delta\partial/M$

ただし二行目から三行目にかけては第二項の部分積分を行 $A\searrow$ 三行目から四行目への移行で

は $\delta X/\delta x=dX/dx$等を用いている．また，式 (8) の定数項 (すなわち全エネルギー) の変

分はゼロであるということも暗に前提されている．ここでさらに $u=ds/dt$ を用いれば，式

(9) は結局次のようになる．

$\int\delta uds=(X\delta x+Y\delta y+\ovalbox{\tt\small REJECT}\partial dt/M$ (10)

次に式 (7) の左辺第二項については，$ds=\sqrt{dx^{2}+c,+\text{酵}}1$ を使うと

$\int dds=\int u(\frac{dx}{ds}d\delta x+\frac{dy}{ds}\ovalbox{\tt\small REJECT} y+\frac{dz}{ds}d\delta z)$

(11)
$=- \int(d\frac{udx}{ds}\delta x+d\frac{udy}{ds}dy+d\frac{udz}{ds}\delta z)$

と書くことができる．ただし一行目から二行目への移行では部分積分を行い，端点は固定さ

れている (変分がゼロ) とした．以上から，式 (7) は次のようになる．

$0=( \frac{X}{M}\delta x+\frac{Y}{M}\delta y+\frac{Z}{M}\delta z)dt-\int(d\frac{udx}{ds}\delta x+d\frac{udy}{ds}\delta y+d\frac{udz}{ds}\delta z)$

(12)
$=( \frac{X}{M}dt-d\frac{udx}{ds})\delta x+(\frac{Y}{M}dt-d\frac{udy}{ds})\delta y+(\frac{Z}{M}dt-d\frac{udz}{ds})\delta z$

12原文では一$X/M$. $-Y/M,$ $-Z/M$に当たる量を別の文字で表して用いている．

24



それゆえ，これが任意の変分 $\delta x,$ $\delta y,$ $\delta z$ に対して成り立っとすれば，最終的に次が得られる
ことになる．

$udx$ $X$

$d-dt=0\overline{ds}\overline{M}$ , (13)

$d^{\underline{udy}_{-}\underline{Y}}dt=0$

, (14)
$ds$ $M$

$udz$ $Z$

$d-dt=0\overline{ds}\overline{M}$. (15)

$u=ds/dt$に注意すれば，これは質点 $M$の運動方程式にほかならない．

ラグランジュはほかの問題でも，同様にして物体の運動を規定する方程式を導出してい
る 13. この論文で取り上げられている問題は，いま紹介した (1) 質点を筆頭に，(2) 質点系，
(3) 三体問題，(4) つながれた三つの物体，(5) 多重振子，(6) 非伸縮性の弦，(7) 伸縮性の弦，
(8) 剛体，(9) 非弾性流体，(10) 弾性流体となっており，およそ我々の想像する古典力学の
ほぼすべてが扱われていると言ってもおそらく過言ではない．とりわけオイラーとの比較で
言えば，ラグランジュが質点系や拘束運動のみならず連続体まで論じている点は注目に値す
る．実際，ラグランジュはこの論文の途中で質量要素の積分を表す記号 S を導入し，最小作
用の原理を

$\delta Sdm\int uds=0$ (16)

という形に書き換えて使っている (Lagrange $1760-61b$ , p. 235/405). これは連続体を粒子

数 $Narrow\infty$ の質点系として捉えるという発想に基づいた自然な拡張であるが，こうしたこと
はオイラーの手法ではほぼ不可能であった．

このように，ラグランジュによる変分記号 $\delta$ の発明は，単に計算を便利にしたというより

も遥かに大きな変革をもたらしている．最小作用の原理に関して言えば，この新しい手法は
力学の問題設定そのものを変えてしまったのである．「力学曲線」を求めようとしていたオ

イラーに対し，ラグランジュは変分原理から，運動を規定する方程式を導出しようとする．

そして，この代数的なアプローチによってさまざまな種類の物体の運動が統一的に議論でき

るようになったという点にこそ，ラグランジュのこの論文の意義があると言うべきであろ

う．ラグランジュ自身はその後，最小作用の原理に代えて仮想変位の原理 (当人の表現では

仮想速度の原理) を力学の基礎として採用し，やがてそれに基づいて主著『解析力学』を書
くことになるが (Fraser 1983 ;Galletto 1991 ;Barroso Filho 1994; 山本 1997, 第 15-17章),

ラグランジュによるここでの最小作用の原理の取り扱いがその後の変分原理の発展におそら

13紙幅の都合上，詳細は割愛する．山本 1997, 第 15章にはほかの問題も紹介されているので参照されたい．
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くは影響を与えたのではないかと推察される 14.

おわりに

モーペルテユイが曖昧な述べ方で提唱し，オイラーが正確な定式化を与え，ラグランジュ

が複数の物体に拡張した，という最小作用の原理の伝統的歴史観は確かに間違っていない．

しかしながら，三人が実際には何をしようとしていたのかをよく検討すると，それ以上の相

違がそこにあったことが浮かび上がってくる．

モーペルテユイが自分の原理に与えていた意義は，二種類の衝突法則を統一できるという

ことであった．モーペルテユイにとっては衝突法則こそが運動の法則であり，力学ひいては

自然学 (物理学) の基礎だったからである．これに対してオイラーは，力を受けて物体する

物体の運動や釣りあいを，「力学曲線」を決定する問題として考究していた．二人の問題関

心は大きく異なっており，この意味で，オイラーの仕事はモーペルテユイの延長線上にある

というよりは，むしろ別の研究を行っていたという方が正しいように感じられる．

また，オイラーは確かに $\int muds$ という形の数学定式化を与えていたが，オイラーのアプ
ローチでは，質点の軌道を求めることはできても，質点系や連続体を論じるのは困難であっ

た．これに対してラグランジュは，$\delta$ 記号を用いた新しい計算法を導入することで，変分原

理から運動を規定する方程式を一般に導き出すことを可能にした．ここでは，数学の革新に

伴って，力学の問題設定そのものが変わっていると言えるであろう．

本稿では，黎明期の変分力学を，モーペルテユイ，オイラー，ラグランジュという三人の

人物に即して概観してきた．今日の力学に慣れた目からは意外に思えるかもしれないが，少

なくとも最小作用の原理に関する限り，この人々はそれぞれ違う問題に取り組んでいたのだ

と言っても過言ではない．今日の変分力学は間違いなくラグランジュの仕事の延長線上にあ

るが，そこに至るまでの道程は決してまっすぐなものではなかったのである．
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