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アルミ粉などの扁平な微小粒子 (フレーク) を多数流れに浮かべて光を照射し、それからの反
射光の明暗から流れ構造を推定するのは、 よく使われる流れの可視化法である。 この場合、 流
れの構造に瞬時に応答するのは、 フレークの位置と面の方向の時問変化率であることに注意し
なければならない。すなわち、 フレークの位置も面の方向のいずれもが流れの瞬時の構造を反
映してはいないのである。 本稿では、歳差回転球体内流のフレークによる可視化実験、ならび
に対応する数値シミュレーションで観測されたフレーク面の明暗構造が、流れ場の局所構造に
ではなく、 フレ–クが流れ場から受ける長時間にわたる積算効果によって形成されることを、
円錐勇断層の漸近解を用いて示す o

1 歳差回転球内流れ
半径 $a$ の球内に水を入れ、球の中心を通る軸のまわりに $\sim$定角速度 $\Omega_{s}$ で回転させる。 さらに、 この自転軸をそ

れに班直な軸のまわりに別の一定角速度 $ll_{p}$ で回転させる。 この歳差回転球内の流れの状態は、 初期条件以外で
は、 レイノルズ数 $R\epsilon’$. $=a^{2}\Omega_{s}/\nu$ とボアンカレー数 $\Gamma=\Omega_{p}/\Omega_{s}$ の 2っのパラメターの値のみによって決定される。
ここに、 $’\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は水の動粘性係数である、，特に、 $R\epsilon\backslash .\gg 1$ かつ $l\ll 1$ の極限は、地球外核の溶融鉄の流れ $(Rc$. $>10^{1:}$

、

$\Gamma=1()^{-7})$ のモデルとして多くの研究者の関心をひいてきた。
この極限における定常流の理論解析は古くからなされてきており、 (i) 球面に沿って $O(Re^{-1/2})$ の厚さの境界層

が現れること、 (ii) 自転軸から $\pm\pi/3$ の角度をなす球面上の 2つの円 (臨界円という) のところで境界層近似が
破綻し、厚さが $O(Rc^{-2/5})$ で幅が $O(Rc^{-1/^{r}\prime})$ の臨界領域ができること、 さらに (iii) 臨界円を底面とし、 自転軸の
(臨界円から遠い側の) 端点を頂点とする 2つの円錐面上で、強い勇断流が生じることが知られていた $[1-3]_{\llcorner^{1}}-\vee$ の

薄断層の内部構造は長年未知であったが、昨年やっと
それが明らかになった [41。靱断層の厚さは $O(Re^{-l/^{r_{J}}\prime})$

で、流れは層に沿い流速は $O(I’ l?r^{3/10})$ である。また、

勢断層内部の速度分布は図 1に示すような逆向きの流
れの隣り合った二重層になっている。境界層を除く球
内の大部分での流れはほぼ球面とともに動く剛体回転
流である。弱い歳差運動 $(I^{\urcorner}\ll 1)$ はこの剛体同転流
に相対的に $O(I^{\tau})$ の速度を誘導する (コリオリ効果)

。

この流れが境界層に侵入すると強い勇断力を受けて、
$O(\Gamma Re^{1/2})$ の球面に沿う流れが生成され、球内にこの
大きさの剛体回転流 (回転軸は自転軸から角度にして 図 1: 円錐勢断層の速度分布。 $W$ は速度、 $X$ は層を横

$O(\Gamma)$ だけずれている) が生ずる。 これに上記の円錐 切る座標で、それぞれ $I^{\urcorner}Re^{s/\iota 0}$ と $Re^{-I/5}$ で規格化し

勢断層の重ね合わさったのが流れの主要部である。 てある c
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2 フレーク模様の観測一実験
歳差回転球の自転軸を $x$ 軸、 歳差回転軸を $z$ 軸、 これらに垂直に $y$ 軸をとる。 球内は町視化のために多数の微
小な覇平の粒子 (フレーク) を浮かべた水で満たされている

$\breve$

. フレークの大きさは約 15$\mu$m、厚さは $1(](h_{1}m$ 以下

である。 $y$ 軸の正方向と $z$ 軸の正方向から $(y, z)$ 面にレーザー光を照射し、それを $x$ 軸の正方向から撮影する。
$Re=800tX)$

、
$1$ $=$ 0.(温)2の場合の写真を図 $2(a)$ と (b) に示す。 流れは定常である。

この 2つの図を見比べるとフレークが明るく光っているところは、 (i) どちらの方向から照射しても明るく細い

同心円状と、 (ii) 入射光の方向とともに向き (入射光から時計同りに $t5^{o}$ ほど傾いている) を変える扇形状の部分
の 2種類あることがわかる。 このようなフレークの明暗模様は、球が 1 $00$回程度自転した後には必ず現れる。明
るい部分はレーザ光がフレークに反射してカメラのレンズに入ってくるところであるから、 (a) の場合は $y$ 軸と $x$

軸の間の角の 2等分線、 (b) の場合は $z$ 軸と $x$ 軸の間の角の 2等分線に垂直なフレーク面が存在することを意味す
る。 ではフレーク面はなぜそのように配向するのか。 その理由を解明することが本研究の目的である。

(a) $z$

$y$

(b) $z$

$y$

図 2: 実験で観測されたフレーク模様。 (a) $y$ 軸および $(b)z$ 軸の正

方向からレーザ光を照射。 $Rc=8tK$)$()()$
、

$\Gamma=().()(2$
。

3 フレーク模様の再現 $-DNS$
実験で観測されたフレーク模様を数値シミュレーションで再現する。フレークの形状はさまざまであるが、簡

単のため微小な円板とみなして解析する。ある円板の重心の位置を x(t)、円板面の単位法線ベクトルを $n(t)$ とす

ると、 これらの時間変化はそれぞれ、

$\frac{dX}{dt,}=u(x)$ , (1)

$\frac{dn}{dt}=n\cross(n\cross\nabla)(u(x)\cdot n)$ (2)

と表される [5]。 ここに、 $u(x)$ は定常な速度場で、あらかじめ数値計算で求めておく (数値計算の方法について

は [6] を参照)。
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球内に円板をランダムに分布させ、 100自転時間後の円板面の $(t/\cdot\approx)$ 面上における方向分布を DNS で求める c
図 $2(a)$

、 (b) で明るいところに対応するフレーク面の法線ベクトルは、それぞれ $y$ 軸と $x$ 軸および 2軸と $x$ 軸の

2等分線上に向いていることを注意した。 これらの方向にある法線ベクトルの個数を数え、その個数の大小に応
じて明暗をつけたのが図 3である。 実験を極めてよく再現している。 この結果は、 フレークを微小な円板でモデ
ル化したことの有効性を示すと $-\llcorner$ もに、 Jefferv の式 (1) と (2)、 および実験観測の正当性を支持するものである 9

(a) (b)

図 3: 図 2に対応する数値シミュレーションの結果。

4 フレーク面の方向分布 – 理論

先に述べたように、 いま対象 $\underline{\triangleright}$ している速度場は球の自転軸とは少し ( $O(\Gamma)$ の程度) 角度の傾いた軸のまわり
に同転する剛体同転流に、 流速が $O(\Gamma Rt^{3/10})$ の大きさで幅が $O(Re^{-J^{c}/10})$ の円錐勇断流が重なってできている。
このような流れの中での微小円板の運動は、 剛体回転流からの摂動展開によって解析することができる。歳差座
標系 $(x.y, z)$ に加えて、 剛体同転流の回転軸を $x’$ 軸とする直角座標系 $(x’, y’, z’)$ を導入する。 ほとんどすべての

円板は 1自転時間ごとに $(x’, z’)$ 面 $(y’>0)$ を通過し、 そのたびごとに面の方向を $O(\Gamma Re^{1/2})$ だけ変える。他方、
位置の変化の大きさは $O(l^{\urcorner}Re^{-3/10})$ で、 方向の変化に比べて高次の微小量となるので、以下の解析では無視する。

そこで、 この $(x’, \approx’)$ 面 $(y’>0)\}$こおける円板面の方向を $(\Theta’.\Phi’)$ (剛体回転系 $(x’, y’, z’)$ の $x’$ 軸を軸とする極

座標の極角と方位角に対応する》 とし、 周回ごとの角変数の増分 $\Delta\Theta$ および $\Delta\Phi$ を円錐萌断層の誘導する速度
[4] を用いて計算し、 一周の時間 $2\pi/1J_{s}$ で割ることによって、 面の方向角の時間発展方程式

$\tilde{d}\Phi’$

$–=[3S_{+}\cot bJ’-\sqrt{3}S_{-}\cos\Phi’]$ si $11\Phi’$ , (3a)
$\tilde{d}t$

$\frac{\tilde{d}\Theta’}{\tilde{d}t}=-S_{+}(1+2c\propto^{2}\neg\Theta’)c\alpha s\Phi’+\sqrt{3}S_{-}(1+\cos^{2}\Phi’)\sin\Theta’\cos C9’$ $(_{\backslash }3b)$
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を得る。 ただし、 $\tilde{d}/\tilde{d}t$ は $2\pi/JI$ , ごとの時間変化を表す、 $S_{\pm}(\rho_{:\dot{\hat{\vee}}})$ は、 円錐勇断層の速度分布 $W(\lambda)$ (図 1参照)

の微係数を川いて、

$I t_{\pm}’(p, \varphi)=\frac{4\Gamma R^{1/1}\int^{2}\pi_{W’(\frac{1}{2}R^{\frac{1}{r}}\cdot[\sqrt{\backslash \}}\gamma}\rho-.1\mp p(ccxs(\varphi+b)-co_{\iota’}\backslash \varphi_{1})])c,oe(\varphi_{1})d_{\hat{\prime}1}}{3^{J}\iota(\sqrt{::}+\rho)^{1}3}$ (4)

および、
$6_{\pm}’(\rho,$ $\vee^{\wedge)=K_{+}(\rho,\varphi)\pm K_{-}(\rho,\varphi)},$ (5)

で与えられる。 ここで、 $\rho$ と $\neg$ は、 歳差回転系の $x=0$ 面における極座標 $y=\rho_{(^{\backslash }}.os\varphi$ 、
$z:\rho\sin\varphi(0\leq\rho\leq 1$ ,

$0\leq\varphi<2\pi)$ である、

さて、 面の方向の確率密度関数を $P(\Theta’.\Phi’.t)$ とすると、 式 (3a) と (3b) より、

$\frac{\tilde{j}}{\tilde{\partial}\ell}P(\Theta’, \Phi’, t)$

$= \frac{1}{\sin\Theta’}\frac{\partial}{\partial\Theta’}[6_{+}’(1+2c\alpha^{2}\Theta’)c\alpha s\Phi’$

$-\sqrt{|\}}S_{-}(1+(^{\backslash }.os^{2}\Phi’)$ cas $\Theta’\sin\Theta’]\sin\Theta’P(\Theta’, \Phi_{l}’.t)$

$- \frac{\delta}{\partial^{=}\Phi}((3S_{+}cot.\Theta’-\sqrt{:\}}S_{-}\cos\Phi’)$ si1$1\Phi’P(\Theta’, \Phi’, t)$

$+ \sigma^{2}[\frac{1}{si_{11}\Theta’}\frac{\partial^{t}}{\partial\Theta’}si_{l1}\Theta’\frac{\partial}{\partial\Theta’}+\frac{1}{si_{11^{2}}\Theta’}\frac{d^{\prime 2}}{\prime\Phi^{r2}}]P(\Theta.\Phi.t)$ (6)

で、最後の拡散項を除いた式が導かれる。最後の項は、式 (3a) と $(:\}b)$ の右辺に等方的なランダム変動 $(\sigma$ はその

振幅) を加えることに相当する 2 これは、 実際のフレークの形はさまざまで、 円板としたモデルの面の変動に及

ぼすその効果を表す。

(a) $z$

$y$

(b) $z$

$y$

図 4: 方程式系 (3a) と $(3\dagger))$ の数値解より求めた円板の光る部分。 (a) 右から照射した場合。 (b) 上か

ら照射した場合。
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歳差回転系での円板面の方向 $(\Theta, \Phi)$ ( $x$ 軸を軸とする極座標 0)極角と方位角に対応する) は $\Theta=\Theta’$
、

$\Phi=\Phi’+\varphi$

と表される ‘
$\urcorner$

したがっ $-C_{\backslash }y$ 軸の正方向から照射したときに明るくなるフレークの面は $( \Theta=\frac{1}{4}\pi$
、

$\Phi=$ ( $\}$ として)
$\Theta’=\frac{1}{\prime}\pi$

、
$\Phi’=-\varphi$ で、 $z$ 軸の氾方向から照射したときに明るくなるフレークの面は $\Theta’=\frac{1}{4}\pi$

、
$\Phi’=\frac{1}{2}\pi-\varphi$ で

ある。

式 $(’.ta.)$ と $(|\}\}))$ を数値的に解いて、 (a) $y$ 軸の正方向から照射した場合と (b) $z$ 軸の正方向から照射した場合に、
それぞれ明るくなる角度での確率密度関数の大きさの分布を図 4 $(a_{:}b)$ に示す 空間解像度は: 動径方向に $1(|()$

、 方

位角方向に 32とし、 $\sigma=1$ とした ‘, 同心円状に明るく光る部分は線状でなく帯状に現れている。 また扇形に光る
部分については、位置は観測と対応しているが、形は再現していない。 この不 -致は、 計算の解像度が足りない
ことが原因であるように思われる．$\cdot$ .

5 結論

歳差回転球内の定常流で観測されたフレークの明暗摸様は、 フレークが円錐勢断層の速度勾配の積算効果を受
けて形成されたものであり、観測される面内の流れ構造に対応するものではない。
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