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1 はじめに

$1\leq p<+\infty,$ $f(\neq 0)\in L_{p}(R, dx)$ に対して，我々は次の数列空間

$\Lambda_{p}(f):=\{\{a_{k}\}\in R^{\infty}$ $\Psi_{p}(a,\cdot f):=(\sum_{k=1}^{+\infty}\int_{-\infty}^{+\infty}|f(x-a_{k})-f(x)|^{p}dx)^{\frac{1}{p}}<+\infty\}$

を導入し [1], この空間の性質を研究している．昨年度の RIMS研究集会 [2] では $\Lambda_{p}(f)$

が線形空間となるための条件について考察した．特に $p=2$ の場合にフーリエ解析を

用いることにより，より精密な条件を与えた．この結果に関して Doubling Condition
の概念を導入することにより，さらに改良することができた．本論文ではこの結果につ
いて報告する．

2 Doubling condition の導入
定義 1 $\varphi(x)$ を $[0, +\infty)$ 上の非負関数とする．ある $h\in R$が存在して

$D(h; \varphi):=\lim\sup_{Txarrow+\infty}\sup_{\geq 1}\frac{\varphi(Tx)}{\varphi(x)T^{h}}<+\infty$ ,

が成り立つとき，$\varphi$ は doubling condition を満たすと言 $A$ t,

$H( \varphi):=\inf\{h\in R|D(h;\varphi)<+\infty\}$

を $\varphi$ の doubling dimension とよぶ．ただし $inf\emptyset:=+\infty$ .

我々の doubling condition は従来の doubling condition の拡張となっている．従来
の doubling condition の定義は次のとおりである [4]. $\varphi(x)$ を $[0, +\infty)$ 上の非負非減
少関数とする．

$1_{x} \sup_{arrow+\infty}\frac{\varphi(2x)}{\varphi(x)}<+\infty$

が成り立つとき，$\varphi(x)$ は (classical) doubling condition を満たすという．
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定理 2[5, Lemma 1] $\varphi(x)$ を $[0, +\infty)$ 上の非負非減少関数とする．このとき $\varphi(x)$

が doubhng condition を満たすことと $\varphi(x)$ が classical doubling condition を満たす
ことは同値である．

我々の導入した doubling condition では $\varphi(x)$ は非減少と仮定しないため，$H(\varphi)$ が

負の場合も有り得る．

例 3 (i) $\varphi(x):=e^{-x}$ のとき $H(\varphi)=-\infty$ .
(ii) $\varphi(x)$ $:=\log(x+1)$ のとき $H(\varphi)=0$ .
(iii) $\varphi(x)$ $:= \frac{1+\sin^{2}x}{1+x^{2}}$ のとき $H(\varphi)=-2$ .

(iv) $\varphi(x):=\{\begin{array}{l}1, x\in[k, k+\pi^{1}k), k=1,2, \ldots,\text{のとき} H(\varphi)=+\infty.\frac{1}{x}z, otherwise\end{array}$

次の Doubling dimension に関する補題は $\Lambda_{2}(f)$ の例の構成に有用なものである (定
理 7参照).

補題 4[3, Lemma 3.2] $g(\neq 0)\in L_{1}$ を非負関数とし，$0\leq q<+\infty$ に対して，

$\varphi(x):=\int_{0}^{x}\alpha^{q}g(\alpha)d\alpha,$ $x\geq 0$

と定義する．このとき，$D(h;g)<+\infty$ を満たす $h>$ -q–l が存在するならば，
$H(\varphi)\leq h+q+1$ が成り立っ．

3 主定理

[2] で報告した二っの定理を，doubling condition を用いて改良した定理を報告する．
それぞれの主定理の系が [2] で報告した結果である．
まず，$\hat{f}$ を $f$ のフーリエ変換

$\hat{f}(\alpha):=\frac{1}{\sqrt{2\pi}}\int_{-\infty}^{+\infty}f(x)e^{-i\alpha x}dx$

とする．

定理 5[3, Theorem 4.1] $f(\neq 0)\in L_{2}$ について，ある $R>0$ が存在して $|\hat{f}(\alpha)|>0$ ,
(a.e.), $\alpha\geq R$かつ $|f(\alpha)|$ が doubling condition を満たすとき，$\Lambda_{2}(f)$ は線形空間で
ある．

系 6[3, Theorem 4.2] $f(\neq 0)\in L_{2}$ について，ある $R>0$ が存在して $|f(\alpha)|$ は $\alpha\geq R$

で非増加とする．このとき $A_{2}(f)$ は線形空間である．
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次に，$f(\neq 0)\in L_{2}$ について，次の関数 $\varphi_{f}(x)$ を定義する:

$\varphi_{f}(x):=\int_{0}^{x}\alpha^{2}|\hat{f}(\alpha)|^{2}d\alpha$ , $x\geq 0$ .

$\varphi_{f}$ を用いて，新たな数列空間 $\Lambda_{p}^{\varphi}(f)$ を導入する:

$\Lambda_{2}^{\varphi}(f):=\{\{ak\}$ $\sum_{k}a_{k}^{2}(1+\varphi_{f}(\frac{1}{|a_{k}|}))<+\infty\}$ .

定理 7[3, Theorem 4.5] $f(\neq 0)\in L_{2}$ について，$H(\varphi_{f})<2$ のとき，A2 $(f)=\Lambda_{2}^{\varphi}(f)$ ,
かつ A2 $(f)$ は線形空間である．

$H(\varphi_{f})<2$ を判定する条件として次のようなものがある．

補題 8[3, Lemma 3.2] $\varphi(x)$ を $[0, +\infty)$ 上の非負絶対連続関数とする．ある $R>$
$0,$ $h\in R$ が存在して，任意の $x\geq R$ に対して

$x\varphi’(x)\leq h\varphi(x)$ , a.e. $(dx)$

が成り立つとき，$H(\varphi)\leq h$ である．

この補題を用いて，定理 7の系として次が得られる．

系 9[2] $f(\neq 0)\in L_{2}$ について，ある $R>0,0<h<2$ が存在して，任意の $x\geq R$ に

対して

(DC) $x\varphi_{f}’(x)\leq h\varphi_{f}(x)$

が成り立つとき，$\Lambda_{2}(f)=\Lambda_{2}^{\varphi}(f)$ , かつ $\Lambda_{2}(f)$ は線形空間である．

定理 7と系 9では系 9の条件の方が強く，系 9の条件 (DC) は満たさないが，定理 7
の条件 $H(\varphi_{f})<2$ を満たす例が存在する．

例 10 $f(\neq 0)\in L_{2}(R, dx),$ $0\leq c<1$ ,

$|f(\alpha)|^{2}=\{\begin{array}{ll}\frac{\sin^{2}\alpha\cdot\log\alpha}{\alpha^{2+c}}, \alpha>1,0, \alpha\leq 1\end{array}$

とする．このとき

$\varphi_{f}(x)$ $=$ $\int_{1}^{x}\frac{\sin^{2}\alpha\log\alpha}{\alpha^{c}}d\alpha$

$=$ $\frac{(2x-\sin 2x)\log x}{4x^{c}}-\frac{x^{1-c}-1}{2(1-c)}-\frac{cx^{1-c}(1+c(1-c)\log x)-1}{2(1-c)^{2}}$

$+ \frac{1}{4}\int_{1}^{x}\frac{\sin 2\alpha(1-c\log\alpha)}{\alpha^{c+1}}d\alpha$ , $x\geq 1$ ,
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したがって，
$\lim_{xarrow+\infty}\frac{\varphi_{f}(x)}{x^{1-c}\log x}=\frac{1}{2}$

であり，十分大きな $x$ に対して

$\frac{1}{4}x^{1-c}\log x\leq\varphi_{f}(x)\leq x^{1-c}\log x$

が成り立つ．したがって任意の $\epsilon>0$ に対して

$D(1-c+ \epsilon;\varphi_{f})=\lim_{0}\sup_{T}\sup_{\geq 1xarrow+\infty}\frac{\varphi_{f}(Tx)}{\varphi_{f}(x)T^{1-c+\epsilon}}\leq\lim\sup_{Txarrow+\infty}\sup_{\geq 1}4(\frac{\log T}{T^{\epsilon}\log x}+\frac{1}{T^{\epsilon}})<+\infty$

が成り立つ．よって $H(\varphi_{f})<2$ である．定理 7を適用して，

$\Lambda_{2}(f)=\Lambda_{2}^{\varphi}(f)$ $=$ $\{\{a_{k}\}|\sum_{k}a_{k}^{2}(1+\varphi_{f}(\frac{1}{|a_{k}|}))<+\infty\}$

$=$ $\{\{a_{k}\}|\sum_{k}a_{k}^{2}(1+\frac{1}{|a_{k}|^{1-c}}\log^{\#}\frac{1}{|a_{k}|})<+\infty\}$

$=$ $\{\{ak\}|\sum_{k}|a_{k}|^{1+c}(1+\log^{\#}\frac{1}{|a_{k}|})<+\infty\}$ ,

ただし

$\log^{\#}x:=\{\begin{array}{ll}\log x, x\geq 1,0, 0\leq x<1\end{array}$

であり，かつ A2 $(f)$ は線形である．

他にも，定理 7を用いて，線形空間となる A2 $(f)$ の色々な例を構成することができ
る．次の 2つの例の構成は系 9を用いた．

例 11 ある $K>0$ が存在して，$\varphi_{f}(x)=(1+x)^{8}-1,$ $x>K,$ $s>0$ となる $f$ について

$\Lambda_{2}(f)=l_{2}(\log\ell)^{s}:=\{\{a_{k}\}|\sum_{k}a_{k}^{2}(1+\log^{\#}\frac{1}{|a_{k}|})^{s}<+\infty\}$ .

$P_{2}(\log\ell)^{s}$ は一般化された Zygmund 空間と考えられる [6]. なおこのとき

$|f(\alpha)|^{2}=s\alpha^{-3}(1+\log\alpha)^{s-1},$ $\alpha\geq 1$

である．
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例 12ある $K>0$ が存在して，$\varphi_{f}(x)=x^{s}(\log x)^{c},$ $x>K,$ $s>1,$ $c>0$ となる $f$ に

ついて

$\Lambda_{2}(f)=\{\{a_{k}\}|\sum_{k}a_{k}^{2}(1+(\log^{\#}\frac{1}{|a_{k}|})^{s}(\log^{2\neq}\frac{1}{|a_{k}|})^{c})<+\infty\}$ ,

ただし $\log^{1\#_{x:=\log}\#_{X}},$ $\log^{q\#}x:=\log^{\#}(\log^{(q-1)\#}x),$ $q\geq 2$ .

例 13ある $K>0$ が存在して，$\varphi_{f}(x)=x^{s}(\log^{q\#}x),$ $x>K,$ $s>1,$ $q\in N$ となる $f$

について

$\Lambda_{2}(f)=\{\{a_{k}\}|\sum_{k}a_{k}^{2}(1+(\log^{\#}\frac{1}{|a_{k}|})^{s}(\log^{(q+1)\#}\frac{1}{|ak|}))<+\infty\}$ .
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