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1. 序

本稿では論文 [23] の解説を書く．本稿のタイトルから容易に想像できるが，
この論文では縮小写像の不動点定理の拡張定理が証明されている．まず，縮小
写像の不動点定理に関する小歴史を述べ，そして本題に入る．

2. 縮小写像の不動点定理

筆者が「不動点定理」 と聞いて思い浮かべるのは，Brouwer の不動点定理 [2],
縮小写像の不動点定理 [1], 非拡大写像の不動点定理 [3] の 3つである．面白
いことにこれらの定理を証明した 3人の名前はすべて $B$ で始まる:Brouwer,
Banach, Browder. 3つの定理の証明に際し，距離完備性は非常に大きな役割を
果たしている．特に，「Banach の縮小原理」 とも呼ばれる縮小写像の不動点定
理では，その命題および証明において距離完備性を陽に用いる．また，以下で
記述するが，証明も非常に簡単である．

定理 1 (Banach [1], Caccioppoli [4]). (X, d) を完備距離空間とし，$T$ を $X$ 上

の縮小写像 (contraction) とする．すなわち，$r\in[0,1)$ が存在して，すべての
$x,$ $y\in X$ について

$d(Tx, Ty)\leq rd(x, y)$

を満たすとする．このとき，$T$ は唯一つの不動点 $z\in X$ を持ち，すべての $x\in X$

に対して $\{T^{n}x\}$ は $z$ に収束する．
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証明．$u\in X$ を固定する．

$n arrow\infty_{m>n}1\sup d(T^{n}u,T^{m}u)\leq\lim_{narrow\infty}\sup_{m>n}\sum_{j=n}^{m-1}d(T^{j}u, T^{j+1}u)$

$\leq\lim_{narrow\infty}\sup_{m>n}\sum_{j=n}^{m-1}r^{j}d(u, Tu)=\lim_{narrow\infty}\sup_{m>n}\frac{r^{n}-r^{m}}{1-r}d$( $u$ , $Tu$ )

$\leq\lim_{narrow\infty}\frac{r^{n}}{1-r}d(u, Tu)=0$

より，点列 $\{T^{n}u\}\subset X$ は Cauchy 列であることが分かる．$X$ は完備であるか

ら，{Pu} はある元 $z\in X$ に収束する．$T$ は連続なので

$Tz=T( \lim_{narrow\infty}u)=\lim_{narrow\infty}T\circ T^{n}u=z$ .

すなわち , $z$ が $T$ の不動点であることが分かる．すべての $x\in X$ について

$\lim_{narrow\infty}d(z, T^{n}x)=\lim_{narrow\infty}d(T^{n}z, T^{n}x)\leq\lim_{narrow\infty}r^{n}d(z,x)=0$

であるから，不動点が唯一であることが分かる．$\square$

定理 1は非常に有用であるが，その証明は驚くほど短い．むしろ．．．実数の構
成・完備化などの距離完備性に関する知識がないと，証明に見えない可能性す
らある．定理 1は，微分方程式の解の存在など様々な所で使われる．また，多く
の拡張定理がある．いくつか挙げてみる．. Edelstein (1961) [8] $\epsilon$-chainable. Nadler (1969) [16] set-valued $H(Tx, Ty)\leq rd(x, y)$

$o$ Meir-Keeler (1969) [15] $\forall\epsilon>0$ , $]$ $\delta>0:d(x, y)<\epsilon+\delta\Rightarrow$

$d(Tx, Ty)<\epsilon$. Rus (1972) [20], Subrahmanyam (1974) [21] $d(Tx, T^{2}x)\leq rd(x, Tx)$ ,
$T$ is continuous. Ekeland (1974) [9, 10] $f:Xarrow \mathbb{R}$ , 下半連続，下から有界 $\Rightarrow$

ョ $v,$ $\forall w\neq v,$ $f(w)>f(v)-d(v, w)$

$o$ Ciri\v{c} (1974) [4] $d(Tx, Ty) \leq r\max\{d(x, y),$ $d(x, Tx),$ $d(y, Ty)$ ,
$d(x, Ty),$ $d(y, Tx)\}$. Suzuki $-$ Takahashi (1996) [24], Suzuki (2001) [22] w-distance 等

Ekeland の定理もとても有用な定理であるが，写像 $T$ が出てこないので一見

不動点定理に見えない．しかし，同値な命題として Caristi-Kirk [5, 6] の不動

点定理がある．
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3. JUNGCK による拡張

1976年，Jungck は興味深い拡張定理を証明している．

定理 2(Jungck [11]). (X, d) を完備距離空間とし，$I$ と $T$ を $X$ 上の写像とす
る．次の 4条件を仮定する:

(a) $I$ は連続

(b) $T(X)\subset I(X)$

(c) $IoT=ToI$
(d) $r\in[0,1)$ が存在して，すべての $x,$ $y\in X$ について $d(Tx, Ty)\leq$

$rd(Ix, Iy)$

このとき，$I$ と $T$ は唯一つの共通不動点を持つ．

$I$ を恒等写像とすると，定理 2は定理 1になるので，定理 2は定理 1の拡張定
理である．この定理は数学的に大変面白いものであるが，(C) の可換性に関する
条件「I $oT=To$ I」が強すぎて 応用例はあまりないようだ．そこで，応用例
を持つために，可換性の条件を緩和した条件が提案されている．

定義 3. $(X, d)$ を距離空間とし，$I$ と $T$ を $X$ 上の写像とする．. $(I, T)$ が compatible (Jungck [12]) であるとは，$\{Ix_{n}\}$ と $\{Tx_{n}\}$ が同
じ点に収束しているときに

(1) $\lim_{narrow\infty}d(TIx_{n}, ITx_{n})=0$

が成り立つことをいう．. $(I, T)$ が I-biased (Jungck and Pathak [14]) であるとは，$\{Ix_{n}\}$ と
$\{Tx_{n}\}$ が同じ点に収束しているときに

(2)
$\lim_{narrow}\sup_{\infty}d(Ix_{n}, ITx_{n})\leq\lim_{narrow}\sup_{\infty}d(Ix_{n}, TIx_{n})$

が成り立つことをいう．

明らかに「可換 $\Rightarrow$ compatible $\Rightarrow$ I-biased」である．そして，応用例を持
つという当初の目的は達せられた．しかしながら，数多くの似たような条件が
提案され，非常に混迷していた．例えば，. compatible of type (A) (Jungck, Murthy and Cho [13])

$\lim_{n}d(ITx_{n}, TTx_{n})=0,$ $\lim_{n}d(TIx_{n}, IIx_{n})=0$. compatible of type (P) (Pathak, Cho, Kang and Lee [18])
$\lim_{n}d(IIx_{n}, TTx_{n})=0$
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. I-compatible (Pathak and Khan [19]) if
$\lim_{n}d(ITx_{n}, TTx_{n})=0$. T-compatible (Pathak and Khan [19])
$\lim_{n}d(TIx_{n}, IIx_{n})=0$. I-biased of type (A) (Pathak, Cho and Kang [17])
$\lim\sup_{n}d(Tx_{n}, IIx_{n})\leq\lim\sup_{n}d(Ix_{n}, TIx_{n})$

等がある．今，7条件を挙げたが同様な条件は – 正確にカウントしていないが，
おそらく –30以上はあると思う．これらの中で最弱な条件があれば話は簡単
なのだが，実際はそうではなかった．そこで，「最弱な条件は何か」という問題
が発生していた．筆者らは論文 [23] において，この問題に対する非常に安易な
解答を与えた．

定義 4([23]). (X, d) を距離空間とし，$I$ と $T$ を $X$ 上の写像とする．. $(I, T)$ が almost compatible であるとは，点列 $\{x_{n}\}\subset X$ が 3条件

(Cl) $Ix_{n+1}=Tx_{n}$ $(\forall n\in N)$

(C2) $\{Ix$訂が収束する
(C3) $\{TIx_{n}\}$ が有界である

を満たすときに，(1) が成り立つことをいう．. $(I, T)$ が almost I-biased であるとは，点列 $\{x_{n}\}\subset X$ が (Cl)$-(C3)$

を満たすときに，(2) が成り立つことをいう．

(Cl)$-(C3)$ を満たすとき，$\{Ix_{n}\}$ と $\{Tx_{n}\}$ は明らかに同じ点に収束する．結論
部分は同じであるから，$\Gamma compatible\Rightarrow$ almost compatibleJ が成立する．「$I-$

biased $\Rightarrow$ almost I-biased$\rfloor$ も同様に成立する．また，almost compatible of
type (A), almost compatible of type (P), almost I-compatible, almost
T-compatible, almost I-biased of type (A) も同様に定義できる．そして，
これらはそれぞれ元の条件より僅かに弱い．

さて，新たに定義された 7条件の関係が気になる所であるが，以下の命題が
成立する．

命題 5([23]). (X, d) を距離空間とし，$I$ と $T$ を $X$ 上の写像で (d) を満た

すとする．すなわち，$r\in[0,1)$ が存在して，すべての $x,$ $y\in X$ について

$d(Tx, Ty)\leq rd(Ix, Iy)$ が成立すると仮定する．このとき，以下は同値である．. $(I, T)$ は almost compatible である. $(I, T)$ は almost compatible of type (A) である. $(I, T)$ は almost compatible of type (P) である
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. $(I, T)$ は almost I-compatible である. $(I, T)$ は almost T-compatible である. $(I, T)$ は almost I-biased である. $(I, T)$ は almost I-biased of type (A) である

新しい 7つの条件は，もちろん無条件では同値にならないが，不動点の存在
を示すときに仮定する条件 (d) の下では同値になる．すなわち，これらの 7つ
の条件は我々が求めていた最弱な条件であると言える．ただ，いくら条件を弱
くしても不動点定理が証明できないと元も子もない．そこで，最後に不動点定
理を証明して，本稿を終える．

定理 6. (X, d) を完備距離空間とし，$I$ と $T$ を $X$ 上の写像とする．(a), (b),
(d) および $(c’)$ を仮定する．

$(c’)(I, T)$ は almost I-biased である

このとき，$I$ と $T$ は唯一つの共通不動点を持つ．

証明．条件 (a) により，$IU=T$ を満たす $X$ 上の写像 $U$ を定義することがで

きる．条件 (b) により，$T$ の連続性を証明することができる．実際，$\{x_{n}\}$ が $x$

に収束しているとすると，

$\lim_{narrow\infty}d(Tx_{n}, Tx)\leq\lim_{narrow\infty}rd(Ix_{n}, Ix)=0$

となり，$\{Tx_{n}\}$ は $Tx$ に収束する．条件 (d) により，

$d(IUx, IUy)=d(Tx, Ty)\leq rd(Ix, Iy)$

が任意の $x,$ $y\in X$ に対して成立する．$u\in X$ を固定する．

$\lim_{narrow\infty}\sup_{m>n}d(IU^{n}u, IU^{m}u)\leq\lim_{narrow\infty}\sup_{m>n}\sum_{j=n}^{m-1}d(IU^{j}u, IU^{j+1}u)$

$\leq\lim_{narrow\infty}\sup_{m>n}\sum_{j_{=n}}^{m-1}r^{j}d(Iu, IUu)=\lim_{narrow\infty}\sup_{m>n}\frac{r^{n}-r^{m}}{1-r}d(Iu, IUu)$

$\leq\lim_{narrow\infty}\frac{r^{n}}{1-r}d(Iu, IUu)=0$

より，点列 $\{IU^{n}u\}\subset X$ は Cauchy 列であることが分かる．$X$ は完備である

から，$\{IU^{n}u\}$ はある元 $z\in X$ に収束する．$\{TIU^{n}u\}$ は $Tz$ に収束するので，
有界である．よって $\{U^{n}u\}$ は (Cl)$-(C3)$ を満たす．条件 (c’) により，

$d(z, Iz)= \lim_{narrow\infty}d(IU^{n}u, IIU^{n+1}u)=\lim_{narrow}\sup_{\infty}d(IU^{n}u, ITU^{n}u)$

$\leq\lim_{narrow}\sup_{\infty}d(IU^{n}u, TIU^{n}u)\leq\lim_{narrow}\sup_{\infty}rd(IU^{n-1}u, IIU^{n}u)=rd(z, Iz)$
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が得られ，$z=Iz$ が成り立つ．

$d(z,Tz)= \lim_{narrow\infty}d(IU^{n}u, Tz)\leq\lim_{narrow\infty}rd(IU^{n-1}u, Iz)=0$

より $z=Tz$ が成り立つ．つまり，$z$ は $I$ と $T$ の共通不動点である．任意の
$x\in X$ に対して

$d(z,Tx)=d(Tz, Tx)\leq rd(Iz, Ix)=rd(z, Ix)$

が成立するので，$z$は唯一の共通不動点である．口
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