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1. はじめに

高次元小標本 (HDLSS) における統計的推測について，新しい方法論を提案する．
HDLSS データとは，数千から数万の次元数に対して，数十から百程度の標本数から
なるデータのことをいう．高次元データにおける重要な研究に，Johnstone (2001),
Paul (2007) 等がある．彼らは，次元数 $p$ と標本数 $n$ について $n/parrow c>0$ のもと

で，標本固有値の漸近理論を研究した．それに対して，$parrow\infty,$ $n$ が固定のもと

で，Hall et al. (2005), Ahn et al. (2007), Yata and Aoshima (2011a) は，HDLSS
データが有する幾何学的構造を研究した．一方，Jung and Marron (2009), Yata
and Aoshima (2009) は，HDLSS データに対する PCA の性質を研究した．特に，
Yata and Aoshima (2009) は，従来よりも柔軟なモデル設定のもとで，PCAが一致
性をもっための標本数 $n$ の $P$ に関するオーダー条件を導き，HDLSSデータに対し
て PCAが不適解を起こすことを証明した．その解決策として，Yata and Aoshima
$(2010ab)$ と Yata and Aoshima (2011a) は，「クロスデータ行列法」 と「ノイズ掃き
出し法」という 2っの異なるアプローチを提案し，これらの方法論による新しい
PCA が，HDLSS データに対して一致性をもつ解を与えることを証明した．
本研究では，HDLSS の平均に関する各種推測に対して，予め設定される目標精
度に到達するための標本数の決定方式を考える．$k$個の母集団から高次元データを
観測する状況を考え，母集団分布に数千単位の次元数をもつ $P$次元分布を仮定す

る．各母集団 $\pi_{i}$ の平均ベクトルを $\mu_{i}$ , 共分散行列を $\Sigma_{i}(>O)$ とし，これらは未
知であると仮定する．$\Sigma_{i}$ の固有値を $\lambda_{i1}\geq\cdots\geq\lambda_{ip}>0$ とし，適当な直交行列
$H_{i}=$ [$h_{i1},$ $\cdots$ , hip] で $\Sigma_{i}=H_{i}\Lambda_{i}H_{i}^{T},$ $\Lambda_{i}=$ diag$(\lambda_{i1}, \cdots, \lambda_{ip})$ と分解する．ここ
で，$parrow\infty$のときにも，$\lambda_{ip}>0(i=1, \ldots, k)$ を仮定する．いま，各母集団 $\pi_{i}$ か

ら $P$次元データベクトル $X_{i1},$
$\ldots,$

$X_{in}$: を無作為に抽出し，$z_{ij}=(z_{i1j}, \cdots, z_{i\mathscr{O}})^{T}=$

$\Lambda_{i}^{-1/2}H_{i}^{T}(X_{ij}-\mu_{i})$ を定義する．ここで，$ni=o(p)$で，$Z_{i}j$ の成分は 4次モーメン

トが一様有界と仮定する．母集団 $\pi_{i},$ $i=1,$ $\ldots,$

$k$ の分布には，次の 3つのどれか一
っを仮定する:

$(A-i)$ $N_{p}(\mu_{i}, \Sigma_{i})$ ;

$(A-$ii $)$
$z_{ijl},$ $j=1,$ $\ldots,p(l=1, \ldots, ni)$ は互いに独立である;

(A-iii) (i) $E(z_{ijl}^{2}z_{isl}^{2})=1,$ $E(z_{ijl}z_{isl}z_{itl}z_{iul})=0,$ $j\neq s,$ $t,$ $u$ , b〉つ (ii) $\{x_{ijl}-$

$\mu_{ij}\}_{j\in N}$ が強定常であり $\rho$-mixing である．
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(A-ii) は (A-i) を緩めた条件であり，(A-iii) の条件 (i) は (A-ii) を緩めた条件である．
各 $\Sigma_{i}$ には以下を仮定する:

(A-iv) $\frac{tr(\Sigma_{i}^{t})}{p}<\infty(t=1,2),$ $\frac{tr(\Sigma_{i}^{4})}{p^{2}}arrow 0,$ $parrow\infty;i=1,$
$\ldots,$

$k$ .

また，(A-iii) を仮定する場合に限り，以下を仮定する:

(A-v) $\frac{tr(\Sigma_{i}\Sigma_{j})}{p}arrow c_{ij}(>0),$ $parrow\infty;i,j=1,$
$\ldots,$

$k$ .

最近，Aoshima and Yata (2011) $lf$ , 高次元小標本における重要な 8つの推測問
題を提示し，目標精度に到達するための一連の理論と方法論を与えた．そこでは，
HDLSS データが有する幾何学的構造に着目し，高次元小標本ならではの推測理論
を展開することが重要になる．さらに，Yata and Aoshima (2010c) は，高次元小
標本におけるデータ解析のために，平均ベクトルのノルムに関する推測を考えた．
本論文では，Aoshima and Yata (2011) が与えた要求されるバンド幅をもっ信頼

領域問題と要求される有意水準と検出力をもつ 2標本問題を扱う．各種推測には目
標精度を設定し，必要な標本数を 2段階の標本抽出で決定することで，$parrow\infty$ に

おける漸近的な精度を保証することを紹介する．さらに，高次元小標本における各
種推測の鍵であるパラメータ tr $(\Sigma_{i}^{2})$ の推定量をいくっか紹介し，精度を理論的か
っ数値的に比較し，検証する．最後に，実際のマイクロアレイデータを用いて，要
求されるバンド幅をもつ信頼領域を構築し，その応用例も示す．

2. 要求されるバンド幅をもつ信頼領域

いま，平均ベクトルの 1次結合 $\mu=\sum_{i=1}^{k}b_{i}\mu_{i}$ を推定する．各母集団から抽出
される大きさ $n_{i}$ の標本に基づいて $T_{n}= \sum_{i=1}^{k}b_{i}\overline{X}_{in_{i}}$ を定義する．ここで，$n=$
$(n_{1}, \ldots, n_{k}),$ $\overline{X}_{in_{i}}=\sum_{j=1}^{n_{i}}X_{ij}/n_{i}$である．通常，任意の $\theta=(\mu_{1}, \ldots, \mu_{k}, \Sigma_{1}, \ldots, \Sigma_{k})$

に対して，与えられる $d(>0)$ と $\alpha\in(0,1)$ による

$P_{\theta}(||T_{n}-\mu||\leq d)\geq 1-\alpha$

という要求を満たす信頼領域を考える．この問題は Aoshima et al. (2002) によって
一致解が与えられ，Aoshima and Takada (2004) によって 2次の漸近有効性が証明
された．これらは，Aoshima and Yata (2010) によって各種推測問題における 2次
漸近一致の理論に拡張され，Yata (2010) によって高次元データに対する $parrow\infty$ 漸

近有効な解に拡張された．一連の先行研究が与える解は，$n_{i}/parrow 0$ なる HDLSS の
枠組みでは有効でないことに注意する．正確に言えば，要求される半径が $parrow\infty$

で有界 $(d<\infty)$ である場合，上記要求を満たす解は存在しない．そこで，Aoshima
and Yata (2011) は，損失関数 $||T_{n}-\mu||^{2}$ について，与えられる $\delta=o(p^{1/2})>0$ に

よりバンド幅を要求した

$R_{\Sigma_{n}}= \{\mu\in R^{p}:\max\{-\delta+\Sigma_{n}, 0\}\leq||T_{n}-\mu||^{2}\leq\delta+\Sigma_{n}\}$ (2.1)
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なる領域を考えた．ここで $\Sigma_{n}=\sum_{i=1}^{k}b_{i}^{2}tr(\Sigma_{i})/n_{i}$ である．そのとき，与えられる
$\alpha\in(0,1)$ に対して，

$P_{\theta}(\mu\in R_{\Sigma_{n}})\geq 1-\alpha$ (2.2)

なる信頼領域を求める．

21. 漸近正規性と標本数決定

$\Sigma_{n}>\delta$ のとき，(2.2) 式は，中心が $T_{n}$ , 半径が $\sqrt{\Sigma_{n}-\delta}$ と $\sqrt{\Sigma_{n}+\delta}$ なる 2つ

の $p$次元球に挟まれる領域 $R_{\Sigma_{n}}$ において，$\mu$が含まれる確率を要求している．図
1は，灰色の領域が $p=2$ における $R_{\Sigma_{n}}$ を表す．

図 1. 灰色の領域: $p=2$ における $R_{\Sigma_{n}}$

各母集団の標本共分散行列 $S_{in_{i}}=(n_{i}-1)^{-1} \sum_{=1}^{n_{2}}j(X_{ij}-\overline{X}_{in_{i}})(X_{ij}-\overline{X}_{in_{1}})^{T}$に基

づいて，$\hat{\Sigma}_{n}=\sum_{i=1}^{k}b_{i}^{2}$tr $(S_{in_{l}})/n_{i}$ とおく．そのとき，$||T_{n}-\mu||^{2}\ovalbox{\tt\small REJECT}$こついて Aoshima
and Yata (2011) は次の定理を与えた．

定理 21. 母集団分布に (A-ii), もしくは，(A-iii) かつ (A-v) を仮定する．(A-iv)
と，$parrow\infty,$ $n_{i}arrow\infty,$ $i=1,$ $\ldots,$

$k$ のもとで

$\frac{||T_{n}-\mu||^{2}-\hat{\Sigma}_{n}}{\sqrt{2\sum_{i,j}b_{i}^{2}b_{j}^{2}tr(\Sigma_{i}\Sigma_{j})/(n_{i}n_{j})}}\Rightarrow N(0,1)$

が成り立っ．ここで，$\Rightarrow$
” は分布収束を意味する．

いま． $\sum_{i,J}b_{i}^{2}b_{j}^{2}$tr $( \Sigma_{i}\Sigma_{j})/(n_{i}n_{j})\leq\sum_{i=1}^{k}b_{i}^{2}\sqrt{tr(\Sigma_{i}^{2})}/n_{i}$ が成り立っことに注意

する．そのとき，$\delta$ と $N(0,1)$ の上側 $\alpha/2$ 点 $z_{\alpha/2}$ によって条件を課して

$\min\sum_{i=1}^{k}n_{i}$ subject to $\sim$イヲ $\sum_{i=1}^{k}b_{i}^{2}\sqrt{tr(\Sigma_{i}^{2})}/n_{i}\leq\delta/z_{\alpha/2}$
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を求めれば，各母集団の標本数は

$n_{i} \geq\frac{z_{\alpha/2}\sqrt{2}}{\delta}|b_{i}|$tr $( \Sigma_{i}^{2})^{1/4}\sum_{=1}^{k}j|b_{j}|$ tr $(\Sigma_{j}^{2})^{1/4}$ ( $=C_{i}$ , say) (2.3)

を満たす最小の整数になる．ここで，$\delta=o(p^{1/2})>0$ と (A-iv)から，$C_{i}/parrow 0$ ,
$Parrow\infty$ が成り立ち，HDLSS の枠組みで標本数が決定されていることに注意する．
このとき，Aoshima and Yata (2011) は次の定理を与えた．

定理 22. 母集団分布に (A-ii), もしくは，(A-iii) かつ (A-v) を仮定する．$n$ は (2.3)
式を満たすとする．そのとき，(A-iv) と $Parrow\infty$ のもとで，次が成り立っ．

$\lim\inf P_{\theta}(\mu\in R_{\Sigma_{n}}\wedge)\geq 1-\alpha$.

(2.4)

22.2段階推定法

(2.3) 式における tr $(\Sigma_{i}^{2})$ は未知なので，2段階推定法を考える．各 $\sqrt{tr(\Sigma_{i}^{2})}$に，事
前情報から得られる既知の下限 $\sigma_{i\star}(\sqrt{tr(\Sigma_{i}^{2})}>\sigma_{i\star}>0)$ を仮定し，$\sigma_{i\star}/\sqrt{tr(\Sigma_{i}^{2})}\in$

$(0,1),$ $parrow\infty$ を仮定する．いま，$\tau_{\star}=\min_{1\leq i\leq k}|b_{i}|\sqrt{\sigma_{i\star}}\sum_{j=1}^{k}|b_{j}|V\sqrt{\sigma_{j_{\star}}}$ とおいて，
初期標本数 $m$ を

$m= \max\{4,$ $[ \frac{z_{\alpha/2}\sqrt{2}}{\delta}\tau_{\star}]+1\}$

と定義する．ここで，$[x]$ は $x$ を越えない最大の整数を表す．各母集団から $m$個の初

期標本ベクトルを抽出し，$S_{im(1)}=(m_{1}-1)^{-1} \sum_{j_{=1}}^{m_{1}}(X_{ij}-\overline{X}_{im_{1}})(X_{ij}-\overline{X}_{im_{1}})^{T}$,
$S_{im(2)}=(m_{2}-1)^{-1} \sum_{=m_{1}+1}^{m}j(X_{ij}-\overline{X}_{im_{2}})(X_{ij}-\overline{X}_{im_{2}})^{T}$ を計算する．ここ
で，$m_{1}=[m/2]+1,$ $m_{2}=m-m_{1}$ とし，$\overline{X}_{im_{1}}=\sum_{j=1}^{m_{1}}X_{ij}/m_{1},$ $\overline{X}_{im_{2}}=$

$\sum_{j=m_{1}+1}^{m}X_{ij}/m_{2}$ とする．いま，各母集団の標本数を

$N_{i}= \max\{m,$ $[ \frac{z_{\alpha/2}\sqrt{2}}{\delta}|b_{i}|$tr $(S_{im(1)}S_{im(2)})^{1/4} \sum_{j=1}^{k}|b_{J}|$ tr $(S_{j_{m(1)}}S_{j_{m(2)}})^{1/4}]+1\}$

(2.5)

で定義する．ここで，tr $(S_{im(1)}S_{im(2)})$ は tr $(\Sigma_{i}^{2})$ の不偏推定量であることに注意す
る (4節を参照せよ). 各母集団から追加の $N_{i}-m$ 個の標本ベクトルを抽出し，初
期標本と追加標本を合併して $T_{N}= \sum_{i=1}^{k}b_{i}\overline{X}_{iN_{i}}$ と $\hat{\Sigma}_{N}=\sum_{i=1}^{k}b_{i}^{2}$tr $(S_{iN_{i}})/N_{i}$ を定

義する．ここで，$N=(N_{1}, \ldots, N_{k})$ である．このとき，Aoshima and Yata (2011)
は (21) 式に基づいて計算される信頼領域について，次の結果を与えた．

定理 23. 母集団分布に (A-ii), もしくは，(A-iii) かつ (A-v) を仮定する．(A-iv) と

$parrow\infty$ のもとで，次が成り立っ．

lim $infP_{\theta}(\mu\in R_{\Sigma_{N}}\wedge)\geq 1-\alpha$ .
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定理 24. 母集団分布に (A-i) を仮定する．(A-iv) と $parrow\infty$ のもとで，次が成り
立っ．

lim $sup|E_{\theta}(N_{i}-C_{i})|\leq 1$ , $Var_{\theta}(N_{i})=o(p^{1/2}/\delta);i=1,$
$\ldots,$

$k$ .

注意 1. Yata and Aoshima (2010c)は，$||\mu||^{2}$ の推定量 $\hat{T}_{n}=||T_{n}||^{2}-\hat{\Sigma}_{n}$ を用いて，
$p$ に依存する $\delta$ で区間幅を調節する

$R_{\varpi,\delta}= \{\mu\in R^{p}:\max\{T_{n}-\delta, 0\}\leq||\mu||^{2}\leq\max\{\hat{T}_{n}+\delta, 0\}\}$

なる信頼領域を扱い，高次元小標本のデータ解析において使用法を示した．

23. シミュレーション実験

上記の 2段階推定法 $(2.4)-(2.5)$ によって構築した信頼領域の精度を，シミュレーシ
ョン実験で検証する．$p=1600;k=2,$ $b_{1}=b_{2}=1;\delta=5,$ $\alpha=0.05;m=20$ と設定

する．$\pi_{i}$ は $N_{p}(0, \Sigma_{i})$ と設定する．ここで $\Sigma_{l}=c_{t}B(\rho_{l}^{|i-j|^{1/3}})B,$ $l=1,2$ とする．た
だし，$B=diag(\sqrt{05+1/(p+1)},$ $\sqrt{05+2/(p+1)},$

$\ldots,$
$\sqrt{05+p/(p+1)}),$ $c_{l}>$

$0,$ $\rho_{l}\in(0,1)$ である．次の 3つの場合について，2000回のシミュレーション結果を纏
めたものが表 1である．(i) $(c_{1}, c_{2})=(1,1),$ $(\rho_{1}, \rho_{2})=(0.3,0.3)$ ;(ii) $(c_{1}, c_{2})=(1,1)$ ,
$(\rho_{1)}\rho_{2})=(0.3,0.4)$ ; (iii) $(c_{1}, c_{2})=(1,1.5))(\rho_{1}, \rho_{2})=(0.3,0.3)$ . ここでは割愛する
が，設定を変えて実験をしたときも，2段階推定法による信頼領域が数千の次元数
で要求精度を満たすことを確認した．

表 1. 2段階推定法で構築した信頼領域の精度 $(p=1600;\delta=5, \alpha=0.05)$
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3. 要求される有意水準と検出力をもつ 2標本問題

2つの母集団の平均ベクトル $\mu_{1},$ $\mu_{2}$ について，次の検定を考える :

$H_{0}:\mu_{1}=\mu_{2}$ $vs$ . $H_{1}:\mu_{1}\neq\mu_{2}$ . (3.1)

Bai and Saranadasa (1996), Chen and Qin (2010) は，$parrow\infty$ のときに (3.2) で与え
られる検定統計量を提案した．Aoshima and Yata(2011) $)$は，$n_{i}/parrow 0$ において要

求される有意水準と検出力をもっ検定方式を与えた．いま，$\triangle=||\mu_{1}-\mu_{2}||^{2}$ とお
く．与えられる $\alpha,$ $\beta\in(0,1/2),$ $\triangle_{L}=o(p^{1/2})(>0)$ に対して，有意水準 (size) $\leq\alpha$ ,

$\triangle\geq\triangle_{L}$ のときの検出力 (power) $\geq 1-\beta$ となるような検定方式を求める．

3.1. 漸近正規性と標本数決定

各母集団から抽出される大きさ $n_{i}$ の標本に基づいて，$\triangle$ の推定量

$\tilde{T}_{n}=\sum_{i=1}^{2}\frac{\sum_{j\neq j’}^{n_{i}}X_{ij}^{T}X_{ij’}}{n_{i}(n_{i}-1)}-2\frac{\sum_{j=1}^{n_{1}}\sum_{j=1}^{n_{2}}X_{1j}^{T}X_{2j’}}{n_{1}n_{2}}$ (3.2)

を考える．ここで，$E_{\theta}(\tilde{T}_{n})=\triangle$ ,

$Var_{\theta}( \tilde{T}_{n})=\sum_{i=1}^{2}\frac{2}{n_{i}(n_{i}-1)}$tr $( \Sigma_{i}^{2})+\frac{4}{n_{1}n_{2}}$ tr $( \Sigma_{1}\Sigma_{2})+\sum_{i=1}^{2}\frac{4}{n_{i}}(\mu_{1}-\mu_{2})^{T}\Sigma_{i}(\mu_{1}-\mu_{2})$

である．このとき，Aoshima and Yata (2011) は次の結果を与えた．

定理 31. 母集団分布に (A-ii), もしくは，(A-iii) かつ (A-v) を仮定する．さらに，
$(\mu_{1}-\mu_{2})^{T}\Sigma_{i}(\mu_{1}-\mu_{2})=o(tr(\Sigma_{i}^{2})/n_{i}),$ $i=I,$ $2$ も仮定する．そのとき，(A-iv) の
もと $Parrow\infty,$ $n_{i}arrow\infty,$ $i=1,2$ のとき，次が成り立っ．

$\frac{\tilde{T}_{n}-\triangle}{\sqrt{Var_{\theta}(\tilde{T}_{n})}}\Rightarrow N(0,1)$ .

注意 2. Chen and Qin (2010) は，異なる条件のもとで $\overline{T}_{n}$ の漸近正規性を示した．

各母集団の標本数を

$n_{i} \geq\frac{(z_{\alpha}+z_{\beta})\sqrt{2}}{\Delta_{L}}$tr $( \Sigma_{i}^{2})^{1/4}\sum_{j=1}^{2}$ tr $(\Sigma_{j}^{2})^{1/4}$ ( $=C_{i}$ , say) (3.3)

を満たす整数とし，(32) 式の検定統計量に基づく検定方式を

$H_{0}$ を棄却 $\Leftrightarrow\tilde{T}_{n}>\frac{\triangle_{L}z_{\alpha}}{z_{\alpha}+z_{\beta}}$ (3.4)
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で定義する．このとき，Aoshima and Yata(2011) は次の定理を与えた．

定理 32. 母集団分布に (A-ii), もしくは，(A-iii) かつ (A-v) を仮定する．$n_{1},$ $n_{2}$ は

(3.3) を満たすものとする．(A-iv) と $Parrow\infty$ のもとで，検定方式 (3.4) は次が成り
立っ．

lim sup size $\leq\alpha$ and lim inf power $(\Delta_{L})\geq 1-\beta$ . (3.5)

ただし，power $(\triangle_{L})$ は $\triangle=\triangle_{L}$ における検出力である．

32.2段階推定法

(3.3) 式における tr $(\Sigma_{i}^{2})$ は未知なので，2段階推定法を考える．各 $\sqrt{tr(\Sigma_{i}^{2})}$に，事
前情報から得られる既知の下限 $\sigma_{i\star}(\sqrt{tr(\Sigma_{i}^{2})}>\sigma_{i\star}>0)$ を仮定し，$\sigma_{i\star}/\sqrt{tr(\Sigma_{i}^{2})}\in$

$(0,1),$ $Parrow\infty$ を仮定する．いま，$\tau_{\star}=\min_{1\leq i\leq 2}\sqrt{\sigma_{i\star}}\sum_{j_{=1}}^{2}\sqrt{\sigma_{j\star}}$ とおいて，初期
標本数 $m$ を

$m= \max\{4,$ $[ \frac{(z_{\alpha}+z_{\beta})\sqrt{2}}{\triangle_{L}}\tau_{\star}]+1\}$ (3.6)

と定義する．各母集団から $m$個の初期標本ベクトルを抽出し，2節と同様に $S_{im(1)}$ ,
$S_{im(2)}$ を計算する．いま，各母集団の標本数を

$N_{i}= \max\{m,$ $[ \frac{(z_{\alpha}+z_{\beta})\sqrt{2}}{\triangle_{L}}$tr $(S_{im(1)}S_{im(2)})^{1/4} \sum_{j_{=1}}^{2}$ tr$(S_{j_{m(1)}}S_{j_{m(2)}})^{1/4}]+1\}$

(3.7)
で定義する．各母集団から追加のNi-m個の標本ペクトルを抽出し，初期標本と
追加標本を合併して $\tilde{T}_{N}$ を計算する．そのとき，検定方式を

$H_{0}$ を棄却 $\Leftrightarrow\tilde{T}_{N}>\frac{\triangle_{L}z_{\alpha}}{z_{\alpha}+z_{\beta}}$ (3.8)

で定義する．このとき，Aoshima and Yata(2011) は次の定理を与えた．

定理 3.3. 母集団分布に (A-ii), もしくは，(A-iii) かつ (A-v) を仮定する．このと
き，(A-iv) と $parrow\infty$ のもと，検定方式 (3.8) に (3.5) が成り立っ．

定理 34. 母集団分布に (A-i) を仮定する．(A-iv) と $parrow\infty$ のもとで，次が成り
立っ．

lim $sup|E_{\theta}(N_{i}-C_{i})|\leq 1$ , $Var_{\theta}(N_{i})=o(p^{1/2}/\triangle_{L});i=1,2$ .

4. 高次元小標本における tr $(\Sigma_{i}^{2})$ の推定量

本節では，高次元小標本の精度保証を有する推測において，しばしば重要とな
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る tr $(\Sigma_{i}^{2})$ の推定を考える．以降，母集団を表す添え字 $i$ は省く．単純な推定量
tr $(S_{n}^{2})$ は，高次元において非常に大きなバイアスを生じることに注意する．いま，
$n_{(1)}=[n/2]+1,$ $n_{(2)}=n-n_{(1)}$ とし，

$S_{n(1)}=(n_{(1)}-1)^{-1} \sum_{j=1}^{n_{(1)}}(X_{j}-\overline{X}_{n_{(1)}})(X_{j}-\overline{X}_{n_{(1)}})^{T}$ ,

$S_{n(2)}=(n_{(2)}-1)^{-1} \sum_{j=n_{(1)}+1}^{n}(X_{j}-\overline{X}_{n_{(2)}})(X_{j}-\overline{X}_{n_{(2)}})^{T}$

とおく．ただし，$\overline{X}_{n_{(1)}}=\sum_{j}^{n_{(1)}}X/n_{(1)},$ $\overline{X}_{n_{(2)}}=\sum_{j=n_{(1)}+1}^{n}X_{j}/n_{(2)}$である．その
とき，Yata (2010) は，$E_{\theta}\{tr(S_{n(1)}S_{n(2)})\}=$ tr $(\Sigma^{2})$ なる不偏推定量 tr $(S_{n(1)}S_{n(2)})$

を与えた．いま，$Var_{\theta}(z_{jl}^{2})=M_{j}(<\infty),$ $i=1,$ $\ldots,p$ とおく．ただし，(A-i) のもと
で，$M_{j}=2,$ $j=1,$ $\ldots,p$であることに注意する．このとき，母集団分布が (A-iii) の
条件 (i) のもとで，$parrow\infty,$ $narrow\infty$ のとき

$Var_{\theta}( \frac{tr(S_{n(1)}S_{n(2)})}{tr(\Sigma^{2})})=\frac{8}{n^{2}}(1+o(1))+\frac{4\sum_{j=1}^{p}\lambda_{j}^{4}M_{j}(1+o(1))}{tr(\Sigma^{2})^{2}n}$ (4.1)

が主張でき，$n/parrow 0$ なる高次元小標本の枠組みで一致性が主張できる．一方，母
集団分布が (A-iii) の条件 (i) が仮定できないもとで，$parrow\infty,$ $narrow\infty$ のとき

$Var_{\theta}( \frac{tr(S_{n(1)}S_{n(2)})}{tr(\Sigma^{2})})=O(\frac{tr(\Sigma)^{4}}{tr(\Sigma^{2})^{2}n^{2}})+O(n^{-1})$ (4.2)

と評価できる．

Bai and Saranadasa (1996), Srivastava (2005) は，推定量 tr $(\hat{\Sigma_{n}^{2}})=c_{n}^{-1}\{$ tr $(S_{n}^{2})$

$-$ tr$(S_{n})^{2}/(n-1)\}$ を与えた．ここで，$c_{\eta}=(n-2)(n+1)/(n-1)^{2}$ である．その
とき，母集団分布に (A-i) を仮定できれば，$E_{\theta}\{tr(\Sigma_{n}^{2})\}=$ tr $(\Sigma^{2})$ となり，$Parrow\infty$ ,

$narrow\infty$ のとき

$Var_{\theta}( \frac{tr(\hat{\Sigma_{n}^{2}})}{tr(\Sigma^{2})})=\frac{4}{n^{2}}(1+o(1))+\frac{8tr(\Sigma^{4})}{tr(\Sigma^{2})^{2}n}(1+o(1))$ (4.3)

が主張できる．それゆえ，(41) と (4.3) より，(A-i) のもとでは tr $(\overline{\Sigma_{n}^{2}})$ が tr $(S_{n(1)}S_{n(2)})$

に比べ，漸近的に分散が小さい．しかしながら，母集団分布に (A-i) が仮定できない

非正規の場合には，推定量 tr $(\overline{\Sigma_{n}^{2}})$ の不偏性は主張できず，高次元のもとで非常に
大きなバイアスを生じる．さらには，$z_{j}$ の成分について 8次モーメントの一様有界

性が仮定できない場合，$Var_{\theta}(tr(\hat{\Sigma_{n}^{2}})/tr(\Sigma^{2}))<\infty$ さえ保証しない．Yata (2010)

が提案した推定量 tr $(S_{n(1)}S_{n(2)})$ は，tr $(\Sigma_{n}^{2})$ に比べて，非正規のもとで非常に頑健
な推定量であるといえる．
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一方，Chen and Qin (2010) は次のような tr $(\Sigma^{2})$ の推定量を与えた．

tr$(\hat{\Sigma_{CQ}^{2}})=(n(n-1))^{-1}$ tr$\{\sum_{j\neq k}^{n}(X_{j}-\overline{X}_{n(j,k)})X_{j}^{T}(X_{k}-\overline{X}_{n(j,k)})X_{k}^{T}\}$ .

ただし，$\overline{X}_{n(j,k)}$ は $X_{j}$ と $X_{k}$ を除いた $n-2$ 個のデータにおける標本平均である．

しかしながら，$E_{\theta}$ {tr $(\Sigma_{CQ}^{2})$ } $=$ tr $(\Sigma^{2})+\mu^{T}\Sigma\mu/(n-2)$ となり，$||\mu||^{2}=O(p)$ など
$||\mu\Vert^{2}$ が大きい場合は非常に大きなバイアスを生じることに注意する．

41. 新しい tr $(\Sigma^{2})$ の推定量における漸近的性質

本節では , Yata and Aoshima (2011b) が提案した新しい tr $(\Sigma^{2})$ の推定量におけ
る漸近的性質を考える．いま，$k=3,$

$\ldots,$ $2n-1$ において

$V_{nk(1)}=.$

$\{[k/2]-n_{(1)}+1, \ldots, [k/2]\}$ if $[k/2]\geq n_{(1)}$ ,

$\{1, \ldots, [k/2]\}\cup\{n_{(2)}+[k/2]+1, \ldots, n\}$ otherwise,

$V_{nk(2)}=\{\begin{array}{ll}\{[k/2]+1, \ldots, [k/2]+n_{(2)}\} if [k/2]\leq n_{(1)},\{1, \ldots, [k/2]-n_{(1)}\}\cup\{[k/2]+1, \ldots, n\} otherwise\end{array}$

なる集合 $V_{nk(I)}$ , $V_{nk(2)}$ を定義する．ここで，$|S|$ は集合 $S$ の成分の数を表すとし，
$|V_{nk(l)}|=n_{(l)},$ $l=1,2,$ $V_{nk(1)}\cap V_{nk(2)}=\emptyset,$ $V_{nk(1)}\cup V_{nk(2)}=\{1, \ldots, n\}$ に注意す
る．さらに，

$\overline{X}_{nk(1)}=\sum_{\iota\in V_{nk(1)}}x_{l}/n_{(1)}$

,
$\overline{X}_{nk(2)}=\sum_{l\in V_{nk(2)}}x_{l}/n_{(2)}$

とおく．そのとき，Yata and Aoshima (2011b) は tr $(\Sigma^{2})$ の推定量

$tr(\overline{\Sigma_{n}^{2}})=2u_{n}\sum_{j<j’}^{n}\frac{((X_{j}-\overline{X}_{nj+j’(1)})^{T}(X_{j’}-\overline{X}_{nj+j’(2)}))^{2}}{n(n-1)}$

$=2u_{n} \sum_{k=3}^{2n-1}\sum_{j=1}^{[k/2]}\frac{((X_{j}-\overline{X}_{nk(1)})^{T}(X_{k-j}-\overline{X}_{nk(2)}))^{2}}{n(n-1)}$ (4.4)

を与えた．ここで，$u_{n}=n_{(1)}n_{(2)}/((n_{(1)}-1)(n_{(2)}-1))$である．このとき，$i<i’$ にお

いて，$(X_{j}-\overline{X}_{nj+j’(1)})$ と $(X_{j’}-\overline{X}_{nj+j’(2)})$ は独立であり，$E_{\theta}$ {tr $(\Sigma_{n}^{2})$ } $=$ tr $(\Sigma^{2})$ が

常に主張できる．分散について，母集団分布が (A-iii) の条件 (i) のもとで，$parrow\infty$ ,
$narrow\infty$ のとき

$Var_{\theta}( \frac{tr(\overline{\Sigma_{n}^{2}})}{tr(\Sigma^{2})})=\frac{4}{n^{2}}(1+o(1))+\frac{4\sum_{j=1}^{p}\lambda_{j}^{4}M_{j}}{tr(\Sigma^{2})^{2}n}(1+o(1))$ (4.5)
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が主張できる．それゆえ，(41), (4.3) と (4.5) より，tr $(\overline{\Sigma_{n}^{2}})$ は tr $(S_{n(1)}S_{n(2)})$ に比べ，
漸近的に分散が小さく，(A-i) のもとでも tr $(\hat{\Sigma_{n}^{2}})$ と同等な漸近分散をもつ．よって，
tr $(\Sigma_{n}^{2})$ は頑健かっ漸近的に分散が小さい tr $(\Sigma^{2})$ の不偏推定量といえる．一方で，母
集団分布が (A-iii) の条件 (i) が仮定できないもとで，$parrow\infty,$ $narrow\infty$ のとき

$Var_{\theta}( \frac{tr(\overline{\Sigma_{n}^{2}})}{tr(\Sigma^{2})}I=O(\frac{tr(\Sigma)^{4}}{tr(\Sigma^{2})^{2}n^{2}})+O(n^{-1})$ (4.6)

も主張できる．

注意 3. (2.5) もしくは (37) において，$tr(S_{im(1)}S_{im(2})$ の代わりに (44) に基づく
推定量 tr $(\overline{\Sigma_{im}^{2}})$ を用いても，定理 2.3-2.4もしくは定理 3.3-3.4が成り立つ．
42. シミュレーション実験

3つの tr $(\Sigma^{2})$ の推定量，tr$(S_{n(1)}S_{n(2)})$ , tr $(\hat{\Sigma_{n}^{2}})$ と tr $(\overline{\Sigma_{n}^{2}})$ の精度を，シミュレー
ション実験で検証する．
まず tr $(\Sigma_{n}^{2})$ が不偏推定量となる $N_{p}(0, \Sigma)$ のもとでデータを発生させる．$n=50$ ,

$p=600(200)1600,$ $\Sigma=(0.3^{|i-j|^{1/3}})$ と設定する．図 21は，$A:tr(S_{n(1)}S_{n(2)})/tr(\Sigma^{2})$ ,

$B:tr(\Sigma_{n}^{2})/tr(\Sigma^{2}),$ $C:tr(\Sigma_{n}^{2})/tr(\Sigma^{2})$ の値について，それぞれ 1000回のシミュレー
ション実験を行い，その平均値をプロットしたものであり，図 22は，A, $B$ , $C$ の不
偏分散の値をプロットしたものである．

図 21. $A$ ,B,Cの平均値．図 22. A,B, $C$ の不偏分散．

図 21から分かるように，(A-i) のもと tr $(\Sigma^{2})$ の推定について，すべての推定量と
も不偏性を持つことが確認できた．しかしながら，図 22より，推定量の分散は A
が B,C に比べ多少大きくなる．一方，(43) と (45) より，B と C は理論的に同等な
分散をもち，それが数値的にも確認できた．
次にデータが非正規分布に従うもとで，シミュレーション実験を行う．平均 0,
共分散行列 $\Sigma=(0.3^{|i-j|^{1/3}})$ , 自由度 $\nu=$ 20(20)120の $p=1000$ 次元の $t$ 分布

の乱数を生成する．図 31は，A: $tr(S_{n(1)}S_{n(2)})/tr(\Sigma^{2}),$ $B$ : $tr(\hat{\Sigma_{n}^{2}})/tr(\Sigma^{2}),$ $C$ :
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tr $(\Sigma_{n}^{2})/$tr $(\Sigma^{2})$ の値について，それぞれ 1000回のシミュレーション実験を行い，そ
の平均値をプロットしたものであり，図 32は，A,B,Cの不偏分散の値をプロット
したものである．

$tr(\mathscr{F})/tr(\Sigma^{\underline{\backslash }})$

$V\kappa\{tr(\mathscr{F})/*\nabla^{2}))$

図 31. A,B, $C$の平均値．図 32. $A_{)}B,C$ の不偏分散．

いま，自由度 $\nu$ が大きくなるにっれ，$t$ 分布は正規分布に近づくことに注意をする
と，これらの図から分かるように，自由度が小さく，正規分布から離れた分布にお
いては，$B$ は不偏性を持たず，大きなバイアスが生じることが確認できる．$\nu$ が大
きく，正規分布に近い分布においては，B の不偏性は多少回復する．一方で，どんな

$\nu$ の値においても A と $C$ は不偏性を持つことが確認でき，$C$ の方が分散が小さい
ことも確認できる．
これらの結果からも tr $(\overline{\Sigma_{n}^{2}})$ が不偏であり，頑健かっ漸近的に分散が小さい tr $(\Sigma^{2})$

の推定量といえる．

5. マイクロアレイデータ解析

本節では，Chiaretti et al. (2004) の $12625(=p)$ 遺伝子からなるマイクロアレイ
データを用いて，2節で紹介した要求されるバンド幅をもつ信頼領域の解析例を与
える．このマイクロアレイデータは $\pi_{1}$ :B-cell と $\pi_{2}$ :T-cell の 2 タイプの腫瘍の
データからなる．

$\mu=\mu_{1}-\mu_{2}(b_{1}=1, b_{2}=-1),$ $\alpha=0.05,$ $\delta=100$ と設定する．B-cell において，
$\sqrt{tr(\Sigma_{1}^{2})}>300,$ T-ceU において，$\sqrt{tr(\Sigma_{2}^{2})}>300$ と仮定する．よって，$\sigma_{1\star}=300$ ,
$\sigma_{2\star}=300$ と設定し，$\tau_{\star}=\min_{\mathfrak{i}=1,2}\sigma_{i*}^{1/2}(\sigma_{1*}^{1/2}+\sigma_{2\star}^{1/2})=600$ を得る．そのとき，(2.4)
より，初期標本数 $m$ を

$m=\{4,$ $[ \frac{z_{\alpha/2}\sqrt{2}}{\delta}\tau_{\star}]+1\}=17$

とする．よって，各母集団から $m(=17)$ 個の初期標本ベクトルを抽出し，(4.4) に

基づき，tr $(\overline{\Sigma_{1m}^{2}})=578^{2}$ , tr $(\overline{\Sigma_{2m}^{2}})=423^{2}$ を得る．

いま，(2.5) において tr$(S_{im(1)}S_{im(2)})$ の代わりに，より分散が小さい不偏推定量
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tr $(\Sigma_{im}^{2})$ を用いて，各母集団の標本数を

$N_{1}= \max\{m,$ $[ \frac{z_{\alpha/2}\sqrt{2}}{\delta}$ tr $( \overline{\Sigma_{1m}^{2}})^{1/4}\sum_{j=1}^{2}$ tr $(\overline{\Sigma_{jm}^{2}})^{1/4}]+1\}=30$ ,

$N_{2}= \max\{m,$ $[ \frac{z_{\alpha/2}\sqrt{2}}{\delta}$ tr $( \overline{\Sigma_{2m}^{2}})^{1/4}\sum_{j=1}^{2}$ tr $(\overline{\Sigma_{jm}^{2}})^{1/4}]+1\}=26$

と決定する．よって，B-cellから 13個の追加標本，T-cellから 9個の追加標本をそれぞ
れ抽出し，初期標本と追加標本を合併して $T_{N}=\overline{X}_{1N_{1}}-\overline{X}_{2N_{2}}=(-0.120,$ $-0.012$ ,
0.033, ..., 0102, 0.060, $0.160)^{T}$ と $\hat{\Sigma}_{N}=\sum_{i=1}^{2}$ tr$(S_{iN_{i}})/N_{i}=175.2$ を得る．そのと
き，漸近的に

$P_{\theta}(\mu\in R_{\Sigma_{N}}\wedge)=P_{\theta}(75.2\leq||T_{N}-\mu||^{2}\leq 275.2)\geq 0.95$ (51)

が保証される．

ここで，信頼領域 (51) を用いた応用例を与える．まず信頼領域 (51) を用いて，
$\mu=0(\mu_{1}=\mu_{2})$ が成り立っか確認する．いま，$||T_{N}-\mu||^{2}=||T_{N}||^{2}=1744$ より，
信頼領域 (5.1) に $\mu=0$ は含まれない．よって，$\mu\neq 0$ が保証される．

次に，$T_{N}=(T_{1N}, \ldots, T_{pN})^{T}$ とし，$\gamma>0$ とおき，変数選択手法

$T_{jN(*)}=\{\begin{array}{ll}T_{jN} if |T_{jN}|\geq\gamma,0 otherwise\end{array}$ (5.2)

を考える．まず $\gamma=0.4$ の場合を考える．そのとき，$T_{N(*)}=(T_{1N(*)}, \ldots, T_{pN(*)})^{T}$

とし，
$T_{N(*)}=(0,0,0,0,0,0.566, ..., 0,0,0)^{T}$

を得る．ここで，$T_{N(*)}$ の $0$ 以外の成分は 1795個であり，12625変数 (遺伝子) か
ら 1795変数 (遺伝子) に削減できた．このとき，$\mu=T_{N(*)}$ を確認する．ここで，
$||T_{N}-\mu||^{2}=||T_{N}-T_{N(*)}||^{2}=271.9$ より，信頼領域 (51) に $\mu=T_{N(*)}$ は含まれ

る．よって，$T_{N(*)}$ を $\mu$ の一つの推定量と考えることができ，$\gamma=0.4$ における変数
選択手法 (52) が変数 (遺伝子) を有効に選択できていると考えられる．
次に $\gamma=0.8$ の場合を考えてみる．そのとき，$T_{N(*)}$ を求め，$T_{N(*)}$ の $0$ 以外の成

分は 533個となり，533変数 (遺伝子) に削減できた．このとき，$\mu=T_{N(*)}$ を確認す
ると，$||T_{N}-\mu||^{2}=||T_{N}-T_{N(*)}||^{2}=663.0$ より，信頼領域 (5.1) に $\mu=T_{N(*)}$ は

含まれない．よって，$\gamma=0.8$ における変数選択手法 (5.2) は変数 (遺伝子) を有効に
選択出来ていないと考えられる．それは，$\gamma=0.4$の場合に比べ 遺伝子を大幅に削
減しており，それゆえ，多くの選択されるべき重要な遺伝子を削除していることが
原因として考えられる．
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