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Abstract
本稿では Julia 集合の描画アルゴリズム及びその応用について述べる．Y. Fisher により導入された

B\"ottcher の定理による無限遠点の吸引鉢から単位円板の外側への等角写像を利用した距離限界法と呼ばれ
るアルゴリズムの有効性について述べ，$B\ddot{o}$ttcher 写像に収束する等角写像列への応用，さらに高次多項式
や非連結な Julia 集合への応用例を紹介する．

Abstract
DEM (Distance Estimate Method) is an algorithm that draws the connected Julia set for quadratic

maps $P_{c}(z)=z^{2}+c$ introduced by Y. Fisher. We construct revision DEM that can apply for the
sequence of comformal maps $\varphi_{n}$ , which converges to the B\"ottcher map $\varphi$ , and for disconnected Julia
set. We implement these algorithms to Risa/Asir.

1 はじめに

Y. Fisher による距離限界法と呼ばれる 2次多項式の連結な Julia 集合を描画するアルゴリズムを紹介す
るとともに，その応用について述べる．このアルゴリズムは Julia 集合の点そのものではなく，Julia 集合の
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$\epsilon$-近傍を描画するため，特に内点を持たない充填 Julia 集合を鮮明に描画することが可能である．さらに，こ
のアルゴリズムにおける無限遠点の吸引鉢の任意の点から Julia 集合までの距離の評価式を，B\"ottcher 写像
に収束する等角写像族に応用し，対応する FJulia 集合族』の鮮明な描画を試みる．また，2次多項式の連結
な Julia 集合の描画アルゴリズムを，非連結な Julia 集合及び高次多項式の Julia 集合に応用し，高次多項
式の場合も等角写像族にっいて同様な考察をする．

2章では今回紹介する距離限界法と呼ばれる 2次多項式の連結な Julia 集合のアルゴリズムの構成に必要
な定義及び諸結果を紹介する．3章では具体的なアルゴリズムの構成方法について紹介し，数式処理システ
ム $Risa/$Asir で実装を行う．4章では，距離限界法を応用し，B\"ottcher 写像に収束する等角写像族の構成を
行う．さらに非連結な Julia 集合及び高次多項式の Julia 集合の描画を行う．

2 準備

まずは今回用いる複素力学系の用語の定義及び諸結果の紹介を行う．この章の詳しい内容については [1],

[2], [3] 及び [4] を参考にされたい．
有理関数 $R$ について，$R$ による $n$ 回の反復合成を $R^{n}=Ro\cdots oR\sim$ と表記する．また、 $R(z_{0})=z_{0}$ とな

る点 $z_{0}\in\hat{\mathbb{C}}=\mathbb{C}\cup\{\infty\}$ を不動点，$R^{N}(z_{0})=z_{0}$ $($周期 $:N\in N)$ となる点 $z_{0}$ を周期点という．周期点に
おける微分係数 $\lambda=(R^{N})’(z_{0})$ を乗法因子と呼び，周期点は乗法因子 $\lambda$ の値によって以下の 4つに分類され
る．本稿では特に超吸引周期点に関する考察を行う．. $|\lambda|>1$ のとき $z_{0}$ を反発周期点

. $|\lambda|=1$ のとき $z_{0}$ を放物周期点

$|\lambda|<1$ のとき $z_{0}$ を吸引周期点. $|\lambda|=0$ のとき $z_{0}$ を超吸引周期点

吸引鉢 点 $z_{0}$ が有理関数 $R$ における吸引周期点または超吸引周期点であるとき，$R$ による反復合成により

周期的に，$z_{0}\in\hat{\mathbb{C}}$ に収束する点の集合を $z_{0}$ の吸引鉢と呼び，$A(z_{0})$ と表記する．

$A(z_{0})=\{z\in\hat{\mathbb{C}}|$ 周期的に $R^{n}(z)arrow z_{0}\}$ .

正規族 領域 $D\subset\hat{\mathbb{C}}$ で定義され，$\hat{\mathbb{C}}$ に値を持っ関数からなる空でない族 $\mathcal{F}$ が正規族 (normal family) であ

るとは，$\mathcal{F}$ の元からなる任意の関数列 $\{f_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ をとれば，その中に必ず $D$ 上で広義一様収束する部分列が

とれることである．

複素力学系において正規族の理論は，次に紹介する Fatou 集合及び Julia 集合の研究において，重要な役
割を果たす．

Fatou集合 有理関数 $R$ の反復合成による族が正規族になるような点 $z\in\hat{\mathbb{C}}$ の集合を $R$ の Fatou集合と定
義し $F(R)$ と表記する．
$J$ulia 集合 Fatou集合の補集合 $J(R)=\hat{\mathbb{C}}\backslash F(R)$ を Julia 集合と呼ぶ．Julia 集合の性質として以下のも
のが知られている．. $J(R)=J(R^{n}),$ $(n\in N)$ .

. $J(R)$ は孤立点を持たない閉集合．. $J(R)=R(J(R))=R^{-1}(J(R))$ ( $J(R)$ の完全不変性).
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. $J(R)\neq\phi$ .

. $J(R)$ は反発周期点の閉包．

以降については，有理関数 $R$ は多項式の場合に限定して議論する．多項式において無限遠点は常に超吸引
不動点である．さらに任意の吸引鉢は Fatou 集合の部分集合であり，無限遠点の吸引鉢の境界は Julia 集合
である．以下しばらくは 2次多項式を扱う．任意の 2次多項式は，ある $c\in \mathbb{C}$ で $P_{c}(z)=z^{2}+c$ と共役とな

るので，$P_{c}(z)=z^{2}+c$ の形の 2次多項式について考えれば十分である．
ここからは距離限界法と呼ばれる 2次多項式の連結な Julia 集合の描画アルゴリズムの構成に必要な諸結

果について紹介する．
K\"obe の A 円定理 $f:Darrow\Omega$ が平面領域間の等角写像であり，$z_{0}\in D$ のとき，次が成り立つ．

$\frac{1}{4}|f’(z_{0})|d(z_{0}, \partial D)\leq d(f(z_{0}), \partial\Omega)\leq 4|f’(z_{0})|d(z_{0}, \partial D)$ .

$B\ddot{o}$ttcher の定理 $J(P_{c})$ が連結なとき，次を満たす等角写像 $\varphi$ : $A(\infty)arrow\hat{\mathbb{C}}\backslash \{|z|\leq 1\})$ が存在する．

$\varphi(P_{c}^{n}(z))=\varphi(z)^{2^{n}}(n\in N)$ ,

ただし，等角写像 $\varphi(z)$ は $\varphi_{n}(z)=(P_{c}^{n}(z))^{w^{1}}2$ とするとき，$\varphi(z)=\lim_{narrow\infty}\varphi_{n}(z)$ で与えられる．

図 1: B\"ottcher 写像 $\varphi$ は $A(\infty)$ から単位円板の外への等角写像になっている．

3Y. Fisherのアルゴリズム
前述の諸結果を用いて無限遠点の吸引鉢 $A(\infty)$ 上の点から Julia 集合までの距離の評価式を導出し，距離
限界法と呼ばれる 2次多項式の Julia 集合が連結な場合の描画アルゴリズムを紹介する．このアルゴリズム
は Y. Fisher によるものである ([5] 参照).
無限遠点の吸引鉢 $A(\infty)$ の任意の点から Julia 集合までの距離の評価は，等角写像 $\varphi$ を等角写像 $\varphi_{n}$ で近

似し，さらに $\varphi_{n}$ に K\"obe の $\frac{1}{4}$ 円定理を用いることで得られる．具体的には，次のようになる．等角写像 $\varphi$ は

$A(\infty)$ から単位円板の外部への写像であるから，K\"obe の A 円定理より，
$\frac{1}{4}|\varphi’(z)|d(z, J(P_{c}))\leq d(\varphi(z), \partial(\varphi(A(\infty))))=|\varphi(z)|-1\leq 4|\varphi’(z)|d(z, \partial J(P_{c}))$ .

ゆえに，
$\frac{1}{4|\varphi’(z)|}(|\varphi(z)|-1)\leq d(z, J(P_{c}))\leq\frac{4(|\varphi(z)|-1)}{|\varphi’(z)|}$ .
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ここで，$\varphi_{n}arrow\varphi$ ( $A(\infty)$ 上広義一様収束) である．そのため $n$ が十分大きければ，次のように近似できる．

$d(z, J(P_{c})) \approx\frac{1}{|\varphi_{n}’(z)|}(|\varphi_{n}(z)|-1)$ .

さらに $z_{n}=P_{c}^{n}(z),$ $z_{n}’=(P_{c}^{n})’(z)$ とし，$|\varphi_{n}’(z)|-1\approx\log|\varphi_{n}(z)|$ と近似すると，次が成り立つ．

$\frac{|\varphi_{n}(z)|-1}{|\varphi_{n}(z)|}\approx\frac{\log|\varphi_{n}(z)|}{|\varphi_{n}(z)|}=\frac{\frac{1}{2^{n}}\log|P_{c}^{n}(z)|}{\frac{1}{2^{\mathfrak{n}}}|P_{c}^{n}(z)|\pi^{1}-1|(P_{c}^{n})’(z)|}=\frac{\log|z_{n}|}{|z_{n}|\pi^{1}-1|z_{n}’|}$ .

最後に $|z_{n}|^{*}=|\varphi_{n}(z)|arrow|\varphi(z)|$ であるから $z_{0}$ が $J(P_{c})$ の近くを動くとすれば $|z_{n}|$歩は 1に近い値に
なる．よってこの部分を無視し，$n$ を十分大きくとるなら次が成り立つ．

$d(z, J(P_{c}))$ $\approx$ $\frac{|z_{n}|\log|z_{n}|}{|z_{n}’|}$ . (1)

また，
$z_{n+1}=P_{c}^{n+1}(z)=P_{c}(P_{c}^{n}(z))=P_{c}(z_{n})=z_{n}^{2}+c$ ,

$z_{n+1}’=(P_{c}^{n+1})’(z)=P_{c}’(P_{c}^{n}(z))\cdot(P_{c}^{n})’(z)=P_{c}’(z_{n})\cdot z_{n}’=2z_{n}\cdot z_{n}’$ .

これにより，次の漸化式を満たす．

$z_{0}=z$ , $z_{n+1}=z_{n}^{2}+c$ $(n=0,1,2, \ldots)$ ,
$z_{0}’=1$ , $z_{n+1}’=2z_{n}z_{n}’$ $(n=0,1,2, \ldots)$ .

以上より，$A(\infty)$ の任意の点 $z$ から $J(P_{c})$ までの距離を評価できる．
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3.1 距離限界法による Julia 集合の描画

今回のテーマである距離限界法は Julia 集合の $\epsilon$-近傍を描画することから，特に繊細な形状の Julia 集合
では，他の Julia 集合の描画アルゴリズムである逆反復法及びレベルセット法に比して，鮮明に Julia 集合
が描画できる (図 2,3). また，距離限界法では $A(\infty)$ の点 $z_{0}$ に対し，$z_{0}$ を中心とし $d(z_{0}, J(P_{c}))$ に相当する

半径をもつ円板の内部の点を一度に判定することが出来る．そのため大幅な計算の省略，時間の短縮が見込
める．ただし，B\"ottcher の定理を用いているため，このアルゴリズムを適用できるのは連結な Julia 集合を
もつ 2次多項式のみである．

図 2: 距離限界法による Julia 集合 $(P_{c}(z)=z^{2}+c, c=-0.770827+0.115528i)$
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図 3: アルゴリズムの比較 $(P_{c}(z)=z^{2}+c, c=-O.770827+0.115528i)$

4 アルゴリズムの拡張

この章では距離限界法を応用し，B\"ottcher 写像による等角写像族における $A(\infty)$ の像の描画について考

察する．さらに，2次多項式の連結な Julia 集合の描画アルゴリズムである距離限界法を，非連結及び高次多
項式の Julia 集合に応用した例を紹介するとともに，高次多項式における等角写像族による $A(\infty)$ の像の描
画に関する考察を加える．

4.1 距離限界法による等角写像 $\varphi_{m}$ の描画

距離限界法の描画アルゴリズムを応用し，B\"ottcher の定理による等角写像族 $\varphi_{m}$ における $A(\infty)$ の像の

鮮明な描画を試みる．すなわち $\varphi_{m}(A(\infty))$ の任意の点から $\hat{\mathbb{C}}\backslash \varphi_{m}(A(\infty))$ までの距離を評価し，描画する
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方法について考察する．
アルゴリズムは次の方法で構成できる．まず B\"ottcher の定理により $n\geq m$ として次の可換図が成り立つ．

$zarrow^{P_{c}^{m}}P_{c}^{m}(z)arrow^{P_{c_{.}}^{\prime\iota-m}}P_{c}^{r\iota}(z)$

図 4: B\"ottcher の定理による可換図

可換図により，次の式が成り立つことがわかる．

$f_{n,m}(z)$ $=$ $(P_{c}^{n-m}(z^{2^{m}}))^{w^{1}}2$ ,

$f_{n,m}’(z)$ $=$ $\frac{1}{2^{n}}((P_{c}^{n-m})(z^{2^{m}}))^{\pi^{1}}-1(P_{c}^{n-m}(z^{2^{m}}))’$ .

また，$f_{n,m}=\varphi_{m}^{-1}0\varphi_{n}$ は等角写像となっており，$f_{n,m}$ に K\"obe の $\frac{1}{4}$ 円定理を用いれば，

$d(z, \partial(\varphi_{m}(A(\infty))))\approx\frac{1}{|f_{n,m}’(z)|}(|f_{n,m}(z)|-1)$.

ここで，$z_{n}=P_{c}^{n-m}(z^{2^{m}}),$ $z_{n}’=(P_{c}^{n-m}(z^{2^{m}}))’$ として，さらに $|f_{n,m}(z)|-1\approx\log|f_{n,m}(z)|$ と近似すると，

$\frac{1}{|f_{n,m}’(z)|}(|f_{n,m}(z)|-1)\approx\frac{|P_{c}^{n-m}(z^{2^{m}})|\log|P_{c}^{n-m}(z^{2^{m}})|}{|P_{c}^{n-m}(z^{2^{m}})|^{\pi^{1}}|(P_{c}^{n-m}(z^{2^{m}}))’|}=\frac{|z_{n}|\log|z_{n}|}{|z_{n}|^{*}|z_{n}’|}$ .

従って $z$ が $\hat{\mathbb{C}}\backslash \varphi_{m}(A(\infty))$ の境界の近くを動くとすれば，$|z_{n}|^{2^{1}}\tau r=|f_{n,m}(z)|$ は 1に近い値になる．よって
この部分を無視し，$n$ を十分に大きくとるなら，次の式で距離を評価できる．

$d(z, \partial(\varphi_{m}(A(\infty))))\approx\frac{1}{|f_{n,m}’(z)|}(|f_{n,m}(z)|-1)\approx\frac{|z_{n}|}{|z_{n}’|}\log|z_{n}|$ .

さらに，
$z_{n+1}=P_{c}^{n-m+1}(z^{2^{m}})=P_{c}(P_{c}^{n-m}(z^{2^{m}}))=P_{c}(z_{n})=z_{n}^{2}+c$ ,

$z_{n+1}’=(P_{c}^{n-m+1}(z^{2^{m}}))’=(P_{c}(P_{c}^{n-m}(z^{2^{m}})))’=P_{c}’(P_{c}^{n-m}(z^{2^{m}}))\cdot(P_{c}^{n-m}(z^{2^{m}}))’=P_{c}’(z_{n})z_{n}’=2z_{n}z_{n}’$.

ただし，漸化式は $n=m$ から始まり，初期値は $z_{m}=z^{2^{m}},$ $z_{m}’=(P_{c}^{0}(z^{2^{m}}))’=(z^{2^{m}})’=2^{m}\cdot z^{2^{m}-1}$ である．

これにより次の漸化式を満たす．

$z_{m}=z^{2^{m}}$ , $z_{n+1}=z_{n}^{2}+c$ $(n=m, m+1, m+2, \ldots)$ ,
$z_{m}’=2^{m}z^{2^{m}-1}$ , $z_{n+1}’=2z_{n}z_{n}’$ $(n=m, m+1, m+2, \ldots)$ .

結果として，Julia 集合の等角写像 $\varphi_{m}$ による像を描画する場合には，3章における Y. Fisher のアルゴリ

ズムにおいて反復計算の前に $z=z^{2^{m}},$ $z’=2^{m}z^{2^{m}-1}$ とする操作を追加すればよいことがわかる．従って
距離限界法のアルゴリズムは次のように書き換えられる．
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実際に描画した一例を紹介する (図 5,6,7).

図 5: 無限遠点の吸引鉢 $A(\infty)$ の $\varphi_{n}(0\leqq n\leqq 5)$ による像．$n$ が大になると単位円板の外側に

収束する様子が観察できる．$(P_{c}(z)=z^{2}+c, c=-0.59+0.43i)$
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等角写像が $\varphi_{0}$ の場合は Julia 集合の外側 $A(\infty)$ から元の Julia 集合の外側 $A(\infty)$ への恒等写像になって

いる．それ以降については等角写像 $\varphi_{n}$ により，Julia 集合の外側から単位円板の外側への等角写像に徐々に
近づいていく様子が観察できる (図 5).
また複雑な輪郭をもつ Julia 集合に関しても等角写像の構成が可能である．ただし，計算機の計算精度及

び計算回数の制約により，十分に描画できないない場合がある (図 6). ここでは計算精度を 1000桁，反復合
成の回数の上限を 10000回に設定している (図 5,6,7). 計算精度及び計算回数をさらに高めることにより，
より正確に描画することが可能ではある．しかし，当然ながら描画のための計算時間は増化する．特に $\varphi_{n}$ に

おける $n$ の値を大きくするに従い，それは顕著に現われる．

図 6: $\varphi_{n}(0\leqq n\leqq 5)$ による像: このように，連結な Julia 集合であってもパラメータによっては，
計算機の計算精度や反復回数の制約から正しく描画できない場合がある．$(P_{c}(z)=z^{2}+$ c, c $=$

$-0.81088147357583255-0.20559409492254319i)$

最後にデンドライトと呼ばれる Julia集合をもつ 2次多項式 $P_{i}=z^{2}+i$ についても同様に描画を行う．等
角写像 $\varphi_{n}$ の像が無数の線状に変化する様子が観察できる (図 7). 特にデンドライトには内点がないので，
画面上の点において Julia 集合の点か否かを判定するレベルセット法では十分に描画できないが，距離限界
法を応用した手法を用いれば，このような場合でも十分に描画できる．
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図 7: $\varphi_{n}(0\leqq n\leqq 8)$ による像: デンドライト $(P_{c}(z)=z^{2}+ c, c=i)$ の場合

デンドライトの等角写像 $\varphi_{8}$ の像の一部を拡大した場合でも像の輪郭が正しく描画され，無数の線状で単
位円板の内部が埋められている様子が観察できる (図 8).

図 8: 図 7右下図 $(\varphi s)$ の一部の拡大 $(-0.7\leq{\rm Re} z\leq-0.6, -0.8\leq{\rm Im} z\leq-0.7)$
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4.2 非連結な Julia 集合の描画アルゴリズム

本来，連結な Julia 集合の描画アルゴリズムである距離限界法を非連結な Julia 集合の場合に応用した例

を紹介する．

距離限界法を用いて非連結な Julia 集合の描画を試みる際の問題点は，$z$ 及び $z$ の軌道が $P_{c}$ の特異点 $0$ を

含む場合，前述のアルゴリズムにおける距離の評価式が適用出来ないことである $((1)$ 式で分母 $|z_{n}’|$ が $0$ に

なる). しかし，この場合 $0$ は $A(\infty)$ に含まれる．そのため評価式の分母である $|z$臼が十分に小さい値をと
る際は，Fatou 集合の点であると判定するとともに，距離の評価による円板の大きさを全てピクセル単位に
限定することにより，Julia 集合を描画することが可能になる．

このアルゴリズムを用いて非連結な Julia 集合を描画した例を示す (図 9).

図 9: 非連結な Julia 集合の例 $(P_{c}(z)=z^{2}+c, c=-0.770827+0.117729i)$
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連結な場合と同様に輪郭が鮮明に描画されている様子が観察できる．ただし，連結な Julia 集合の場合と
異なり，画面上の全ての点において判定を行うため，全体としての計算の効率性は損なわれる．

43 高次多項式への応用

本来，2次多項式の描画アルゴリズムである距離限界法を高次多項式に応用した例を示す．この場合にも
$B\ddot{o}$ttcher 写像に収束する等角写像族による $A(\infty)$ の像の鮮明な描画が可能である．アルゴリズムで用いる
漸化式は 2次多項式の場合の評価式と同様の方法で導き出せる．

4.3.1 3次多項式の Julia 集合

3次多項式の場合も $B\ddot{o}$ttcher の定理を変形することにより 2次多項式とほぼ同様な方法で評価式を得る
ことができる．また，任意の 3次多項式は $z^{3}+az+b$ の形の 3次多項式と共役である．そのため，このとき
求める漸化式は次のようになる．

$z0=z$ , $z_{n+1}=z_{n}^{3}+az+b$ $(n=0,1,2, \ldots)$ ,
$z_{0}’=1$ , $z_{n+1}’=(3z_{n}^{2}+a)z_{n}’$ $(n=0,1,2, \ldots)$ .

また，アルゴリズムについても 2次多項式の場合とほぼ同様に，次のようになる．
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図 10: 3次多項式の Julia 集合 $(F(z)=z^{3}-0.85z+0.35i)$

4.3.2 5次多項式の Julia 集合

さらに，5次多項式の場合においても同様であるので，漸化式と描画例のみ記す．$z^{5}+az^{4}+bz^{3}+cz^{2}+dz+e$

の形の 5次多項式に対し，漸化式は次のようになる．

$z_{0}=z$ , $z_{n+1}=z_{n}^{5}+az_{n}^{4}+bz_{n}^{3}+cz_{n}^{2}+dz_{n}+e$, $(n=0,1,2, \ldots)$

$z_{0}’=1$ , $z_{n+1}’=(5z_{n}^{4}+4az_{n}^{3}+3bz_{n}^{2}+2cz_{n}+d)z_{n}’$ , $(n=0,1,2, \ldots)$ .

図 11: 5次多項式の Julia 集合 $(F(z)=z^{5}+0.7iz^{4}+0.7z^{3}+0.7iz^{2}-0.7z+0.7i)$

4.4 高次多項式における Julia 集合の等角写像

2次多項式のときと同様に前小節で例に挙げた 3次及び 5次多項式に対して B\"ottcher 写像に収束する等

角写像族 $\varphi_{n}$ による $A(\infty)$ の描画を行う．
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44.1 3次多項式における等角写像

2次多項式の場合と同様に，等角写像 $\varphi_{n}$ により Julia 集合の外側 $A(\infty)$ から単位円板の外側への等角写
像が徐々に描画されていく様子が観察できる (図 12). ただし，3次多項式 $F$ においては B\"ottcher 写像 $\varphi$ は，

$\varphi(z)=\lim_{narrow\infty}\varphi_{n}(z)=\lim_{narrow\infty}(F^{n}(z))^{w^{1}}3$

で表される．アルゴリズムのその他の部分については変更はない．

図 12: $\varphi_{n}(0\leqq n\leqq 4)$ による像: 3次多項式の例 $(F(z)=z^{3}-0.85z+0.35i)$

4.4.2 5次多項式における等角写像

5次多項式 $F$ の場合に関しても，ほぼ同様に等角写像を構成できる．ただし，B\"ottcher 写像 $\varphi$ は，

$\varphi(z)\varphi_{n}(z)=\lim_{narrow\infty}(F^{n}(z))^{5^{1}}$

で表される．

次数があがるにつれて計算回数が増大することから，描画にかかる時間も大きく増加する．また，より高
い計算精度も要求される．
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図 13: $\varphi_{n}(0\leqq n\leqq 2)$ による像: 5次多項式の例 $(F(z)=z^{5}+0.7iz^{4}+0.7z^{3}+0.7iz^{2}-0.7z+0.7i)$

本稿では距離限界法による Julia 集合の描画アルゴリズムについて紹介及び実装を試みるとともに，非連
結及び高次多項式への応用，そして等角写像の族の描画に関する考察を行った．また，今回紹介した距離限
界法を用いた近接根の吸引鉢の描画アルゴリズムへの応用などが今後の研究課題である．
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