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概要

論文 [7] のレジュメとして，エントロピーが正の有理曲面上の自己同型写像の構成方法に
ついて述べる．ここでは，orbit data とよばれる概念を導入し，orbit data が適当な条件を
満たすとき，orbit data を実現する自己同型写像が存在することを示す．

1 導入
論文 [7] のレジュメとして，エントロピーが正の有理曲面上の自己同型写像の構成方法につい

て述べる．エントロピーが正の自己同型写像を許容するコンパクトな複素曲面は，本質的には，
複素トーラス，$K3$ 曲面，そして有理曲面のいずれかに分類されることが S. Cantat [2] により示
されている．このうち有理曲面上の自己同型写像の具体例については，以前までほとんど知ら
れていなかったが，ここ数年，Bedford-Kim, Diller, McMullen 等によって三次曲線を保存する
射影平面上の二次双有理写像を考察し，ブローアップで持ち上げることにより自己同型写像を
構成している ([1,3,4] 参照). それに対して，我々は三次曲線を保存する二次とは限らない任意
次数の双有理写像から構成する．実際には，orbit data とよばれる概念を導入し，orbit data が
あるチェック可能な条件を満たすとき，orbit data を実現する自己同型写像が存在することを示
す．この方法を用いることで，従来に比べて大量の自己同型写像を構成できることがわかる．

2 準備

まず，ブローアップの復習から始める．滑らかな射影曲面 $Y$ の点 $y\in Y$ におけるブローアツ
プ $\pi_{y}:Y_{y}arrow Y$ とは，曲面 $Y_{y}$ 上の曲線 $E_{y}\subset Y_{y}$ が存在して，(i) $E_{y}\cong \mathbb{P}^{1}$ , (ii) $Y_{y}\backslash E_{y}\cong Y\backslash \{y\}$ ,
を満たすものである．曲線 $E_{y}$ は例外因子とよばれる．ブローアップを用いると，射影曲面間の
双有理射や双有理写像は次のように表される．

定理 21 $X,$ $Y$ を滑らかな射影曲面とする．
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(1) $f$ : $Xarrow Y$ が双有理射であるための必要十分条件は，ブローアップ $\pi_{i}$ : $X_{i}arrow X_{i-1}$ の合成

$f:X=X_{n} arrow^{\pi_{n}}X_{n-1}\frac{\pi_{n-:}}{}\cdotsarrow^{\pi_{1}}X_{0}=Y$

で表されることである．

(2) $f$ : $Xarrow Y$ が双有理写像であるための必要十分条件は，ある双有理射 $f_{1}$ : $\tilde{X}arrow X$ と

$f_{2}$ : $\tilde{X}arrow Y$ が存在して，
$f:Xarrow\tilde{X}f_{1}^{-1}arrow^{f_{2}}Y$

と表されることである．

この定理から，ブローアップが基本的な双有理射になっていることがわかる．一般に双有理写像
は，有限個の定義できない点，すなわち不確定点が存在する．双有理写像 $f$ の不確定点全体の集
合を $I(f)$ で表す．
次に，有理曲面の定義を与える．

定義 22滑らかな射影曲面 $X$ は二次元射影空間 $\mathbb{P}^{2}$ と双有理同値なとき，すなわち，双有理写
像 $Xarrow \mathbb{P}^{2}$ が存在するとき，有理曲面とよばれる．

$X$ を有理曲面とし，$F$ : $Xarrow X$ を $X$ 上の自己同型写像とする．このとき，Gromov と Yomdin
の定理により，$F$ の位相的エントロピーは，

htop $(F)=\log\lambda(F^{*})$

と表される．ただし，$\lambda(F^{*})$ は二次コホモロジー群への作用 $F^{*}$ : $H^{2}(X;Z)arrow H^{2}(X;\mathbb{Z})$ のスペ

クトル半径，すなわち，$\lambda(F^{*})=\max\{\lambda|\lambda$ は $F^{*}$ : $H^{2}(X;Z)O$ の固有値 $\}$ である．エントロ
ピーが正となる自己同型写像，つまり $\lambda(F^{*})>1$ となる自己同型写像 $F$ : $Xarrow X$ をもつ有理曲
面 $X$ は次のように特徴付けられる ([5] 参照).

命題 23有理曲面 $X$ は $\lambda(F^{*})>1$ となる自己同型写像 $F$ : $Xarrow X$ を許容すると仮定する．こ
のとき，双有理射 $\pi$ : $Xarrow \mathbb{P}^{2}$ が存在する．(つまり，$X$ の極小曲面は $\mathbb{P}^{2}$ になる．)

以下，双有理射 $\pi:Xarrow \mathbb{P}^{2}$ が存在すると仮定する．このとき，
$\pi:X=X_{n}arrow^{\pi_{n}}X_{n-1\prime\prime}^{\pi\pi}\underline{n-\dagger}\ldots\underline{1_{\iota}}X_{0}=\mathbb{P}^{2}$

とブローアップ $\pi_{i}$ : $X_{i}arrow X_{i-1}$ の合成で表されることを用いると，$X$ の二次コホモロジー群は，

$H^{2}(X;Z)=Z[H]\oplus Z[E_{1}]\oplus\cdots\oplus Z[E_{N}]$

と表すことができる．ここで，$H$ は $\mathbb{P}^{2}$ 内の直線 $L\subset \mathbb{P}^{2}$ の $\pi$ による全変換 $H=\pi^{*}(L),$ $E_{i}$ は $\pi_{i}$

の例外因子 $E_{i}’$ 欧 $X_{i}$ の $\pi_{i+1}0\cdots 0\pi_{n}$ による全変換瓦 $=(\pi_{i+1}0\cdots 0\pi_{n})^{*}(E_{i}’)$ である．さらに，
$[D]$ は $D$ の線形同値類を表す．このコホモロジー群の表現は，双有理射 $\pi$ の取り方に依存する
ことに注意する．さらに，コホモロジー群 $H^{2}(X;Z)$ の交差形式は，次で与えられる:

$\{\begin{array}{ll}([H], [H])=1, ([E_{i}], [E_{j}])=-\delta_{ij}, (i,j=1, \ldots, N),([H], [E_{i}])=0, (i=1, \ldots, N).\end{array}$
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これに基づいて，Lorentz格子を導入する．Lorentz格子 $Z^{1,N}$ とは，以下で与えられる Lorentz
内積をもった格子である:

$Z^{1,N}=\bigoplus_{i=0}^{N}Z\cdot e_{i}$ , $(e_{i}, e_{j})=\{\begin{array}{ll}1 (i=j=0),-1 (i=j=1, \ldots, N),0 (i\neq j).\end{array}$

すると，同型写像 (マーキング) $\phi_{\pi}$ : $Z^{1,N}arrow H^{2}(X, Z)$ ,

$\phi_{\pi}(e_{0})=[H]$ , $\phi_{\pi}(e_{i})=[E_{i}]$ $(i=1, \ldots, N)$

が定まる．マーキング $\phi_{\pi}$ は) 双有理射 $\pi:Xarrow \mathbb{P}^{2}$ に依存して決まる．
さらに，Lorentz格子に作用する Weyl群を定義する．$N\geq 3$に対して，Weyl群 $W_{N}\subset O(Z^{1,N})$

とは，$(\rho_{i})_{i=0}^{N-1}$ によって生成される群である．ただし，$O(Z^{1,N})\#f$Lorentzは内積に関する直交群で
あり，$\rho_{i}$ : $Z^{1,N}arrow Z^{1,N}$ は次で定義される鏡映変換である:

$\rho_{i}(x)=x+(x,\alpha_{i})\cdot\alpha_{i}$ , $\alpha_{i}:=\{\begin{array}{ll}e_{0}-e_{1}-e_{2}-e_{3} (i=0),e_{i}-e_{i+1} (i=1, \ldots, N-1).\end{array}$

また，$\Phi_{N}:=\bigcup_{i=0}^{N-1}W_{N}\cdot\alpha_{i}$ を $W_{N}$ のルート系といい，$\Phi_{N}$ の元をルートという．Weyl群 $W_{N}$ が

重要な役割を果たすことは，次の命題よりわかる (see [6]).

命題 24任意の双有理射 $\pi$ : $Xarrow \mathbb{P}^{2}$ と自己同型写像 $F:Xarrow X$ に対して，Weyl群 $W_{N}$ の元
$w\in W_{N}$ が唯一存在して，次が可換になる :

$Z^{1,N}$ $arrow^{w}$ $Z^{1,N}$

$\phi_{\pi}\downarrow$ $\downarrow\phi_{\pi}$

$H^{2}(X,Z)arrow^{F^{*}}H^{2}(X;\mathbb{Z})$ .

このとき，$w$ は $(\pi, F)$ によって実現されるということにする．さらに，自己同型写像 $F$ のエント
ロピーは，$h_{t}$

。$p(F)=\log\lambda(w)$ と表される．そこで，

$\Lambda:=\{\lambda(w)\geq 1|w\in W_{N}, N\geq 3\}$

とおくと，次の命題が成立する．

命題 25有理曲面 $X$上の自己同型写像 $F$ : $Xarrow X$ のエントロピーは，ある元 $\lambda\in\Lambda$を用いて
$h_{t}$

。$p(F)=\log\lambda$ と表される．

ここで興味があるのは逆の問題である．すなわち，任意の $\lambda\in\Lambda$ に対して，有理曲面 $X$ 上の自
己同型写像 $F:Xarrow X$ で $h_{t}$

。
$p(F)=\log\lambda$ となるものは存在するか ? この問題は肯定的である

ことが後にわかる (系 73参照).
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3 二次双有理写像
まず，infinitely near point の概念について解説する．今回，ブローアップは曲線上で行われ

るので，次のような設定で説明する．$C$ を有理曲面 $Y$上の (一般には特異点をもつ) 曲線として，
$c*$ を $C$ の滑らかな点全体の集合とする．点 $y\in c*$ を一つ固定して，$($Yo, $C_{0},$ $y_{0}):=(Y, C, y)$ と

おく．さらに，$m>0$ に対して，$(Y_{m}, C_{m}, y_{m})$ を帰納的に次で決まるものとする．

(1) $Y_{m}$ は $y_{m-1}\in C_{m-1}^{*}$ におけるブローアップ $\pi_{m}$ : $Y_{m}arrow Y_{m-1}$ で定まる曲面．

(2) $C_{m}$ は $C_{m-1}$ の狭義変換，すなわち，$C_{m}:=\overline{\pi_{m}^{-1}(C_{m-1}\backslash \{y_{m-1}\})}$ .

(3) $y_{m}\in C_{m}^{*}\cap E_{m}$ . ただし，$E_{m}$ は $\pi_{m}$ の例外因子である．ここで，$y_{m-1}$ は $C_{m-1}$ の滑らかな点

であるため，$C_{m}^{*}\cap E_{m}=\{y_{m}\}$ となることがわかる．

この一意に定まる点 $y_{m}$ を $c*$ における $y$ のm-th infinitely near point とよぶことにする．状
況に応じて，infinitely near point と区別するため，$Y$ 上の点を proper point とよぶことがあ
る．以下，$Y$上の点とは，$Y$上の proper point もしくは，ある点の infinitely near point のいずれ
かを意味し，$y_{1}=y_{2}$ は，共通の点の m-th infinitely near point であることを意味する．また，$y_{2}$

が $y_{1}$ の infinitely near point であるとき，$y_{1}<y_{2}$ と表し，$y_{1}<y_{2}$ もしくは $y_{1}>y_{2}$ であると

き，$y_{1}\approx y_{2}$ と表すことにする．一方，双有理射 $\pi:\tilde{Y}arrow Y$ を，

$\pi:\tilde{Y}=Z_{n}arrow^{\pi_{n}}Z_{n-1}\frac{\pi_{n-\}}}{}\cdots\frac{\pi_{1_{\iota}}}{}Z_{0}=Y$

と $z_{i}\in Z_{i-1}$ におけるブローアップ $\pi_{i}$ : $Z_{i}arrow Z_{i-1}$ の合成で表したとき，$\pi:\tilde{Y}arrow Y$を $Y$ の $n$点
$\{z_{1}, \ldots, z_{n}\}$ におけるブローアップとよび，$E_{i}=(\pi_{i+1}0\cdots 0\pi_{n})^{*}(E_{i}’)$ を $\pi$ の $z_{i}$ 上の例外因子と

よぶことにする．ただし，$E_{i}’\subset X_{i}$ は $\pi_{i}$ の例外因子である．
以下の議論では，$Y=\mathbb{P}^{2}$ とし，$C$ を $\mathbb{P}^{2}$上の尖点をもつ三次曲線とする．具体的には，$\mathbb{P}^{2}$ の座
標をうまく選ぶことで，$C=\{[x:y:z]\in \mathbb{P}^{2}|yz^{2}=x^{3}\}\subset \mathbb{P}^{2}$ と表される．このとき，尖点は
[0:1:0] である．また，滑らかな点の集合 $C^{*}=C\backslash \{[0:1:0]\}$ は，$\mathbb{C}\ni$ t $\mapsto$ [t:t3:1] $\in C^{*}$ と

パラメータ付けられる．
次に，$\mathbb{P}^{2}$ 上の双有理写像について考察する．集合 $\mathcal{B}(C)$ を $\mathbb{P}^{2}$ 上の双有理写像 $f$ であって，

$f(C):=\overline{f(C\backslash I(f))}=C$ と $[0:1:0]\not\in I(f^{\pm 1})$ を満たすもの全体として，$\mathcal{Q}(C)\subset \mathcal{B}(C)$ を $\mathcal{B}(C)$

内の二次双有理写像全体とする．写像 $f\in \mathcal{B}(C)$ をぴに制限すると，$c*$ 上の自己同型写像にな
り，$\delta(f)\in \mathbb{C}^{x}$ と $c(f)\in \mathbb{C}$ を用いて，

$f|c\cdot$ : $C^{*}\ni[t:t^{3}:1]\mapsto[\delta(f)\cdot t+c(f):(\delta(f)\cdot t+c(f))^{3}:1]\in C^{*}$

と表される．$\delta(f)$ は $\mathbb{P}^{2}$ の座標の取り方にはよらず定まり，$f$ の determinant とよばれる．ま
た，二次写像 $f\in \mathcal{Q}(C)$ は逆写像 $f^{-1}$ も $Q(C)$ に属し，不確定点集合 $I(f^{\pm 1})$ は $c*$ 上の 3点から
なる．さらに，$\delta(f)$ と $I(f^{\pm 1})$ の配置から $f\in \mathcal{Q}(C)$ は一意に決まることがわかる．

補題 31双有理写像 $f$ が $Q(C)$ に属するための必要十分条件は，$d\in \mathbb{C}^{x}$ と $b\in\{b=(b_{\ell})_{\ell=1}^{3}\in$

$\mathbb{C}^{3}|b_{1}+b_{2}+b_{3}\neq 0\}$ が存在して，$f=f_{d,b}$ と表されることである．ただし，$f_{d,b}\in Q(C)$ は

$\delta(f_{d,b})=d$および $c(f_{d,b})=- \frac{1}{3}(b_{1}+b_{2}+b_{3})\in \mathbb{C}^{x}$ を満たし，$I(f_{d,b}^{\pm 1})=\{p_{1}^{\pm},p_{2}^{\pm},p_{3}^{\pm}\}$そして

$b_{\ell}^{+}:= \frac{1}{d}\{b_{\ell}-\frac{2}{3}(b_{1}+b_{2}+b_{3})\}$ , $b_{\overline{p}}:=b_{\ell}$ , $(l\in\{1,2,3\})$

とおくと，次の場合に応じて $p_{\ell}^{\pm}$ が与えられる唯一の二次双有理写像である :
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Case 1 $b_{i}\neq b_{j},$ $(i\neq i\in\{1,2,3\})$の場合:. $p_{\ell}^{\pm}=[b_{p}^{\pm} :(b_{\ell}^{\pm})^{3} :1]\in C^{*},$ $(l\in\{1,2,3\})$ .

Case 2 $b_{i}=b_{j}\neq b_{k},$ $(\{i, j, k\}=\{1,2,3\})$ の Gk: $\{\begin{array}{l}. p_{l}^{\pm}=[b_{p}^{\pm}:(b_{p}^{\pm})^{3}:1]\in C^{*}, (\ell\in\{i, k\})p_{j}^{\pm}:p_{i}^{\pm} \text{の} first infinitely near point\end{array}$

Case 3 $b_{i}=b_{j}=b_{k},$ $(\{i, j, k\}=\{1,2,3\})$ の $\mathscr{X}_{\square }$ : $\{\begin{array}{l}. p_{i}^{\pm}=[b_{i}^{\pm}:(b_{i}^{\pm})^{3}:1]\in C^{*}p_{j}^{\pm}:p_{i}^{\pm} \text{の} first infinitely near pointp_{k}^{\pm} : p_{i}^{\pm} \text{の} second infinitely near point\end{array}$

補題 3.1の各場合に応じて，二次写像による推移を記述していくことにする．そこで，$\pi^{\pm}:X^{\pm}arrow$

$\mathbb{P}^{2}$ をそれぞれ 3点 $\{p_{1}^{\pm},p_{2}^{\pm},p_{3}^{\pm}\}$ におけるブローアップ，$H^{\pm}\subset X^{\pm}$ を $\mathbb{P}^{2}$ 内の直線の $\pi^{\pm}$ による全

変換，$E_{i}^{\pm}\subset X^{\pm}$ を搾上の例外因子，$L_{i}^{\pm}$ を $p_{j}^{\pm}$ と鯨を通る直線 $l_{i}^{\pm}:=\{((b_{j}^{\pm})^{2}+b_{j}^{\pm}b_{k}^{\pm}+(b_{k}^{\pm})^{2})x-$

$y-(b_{j}^{\pm}+b_{k}^{\pm})b_{j}^{\pm}b_{k}^{\pm}z=0\}\subset \mathbb{P}^{2}$ $($ただし，$\{i,j,$ $k\}=\{1,2,3\})$ の狭義変換とする．このとき，双有
理写像 $f$ は双正則写像 $\tilde{f}:X^{+}arrow X^{-}$ に持ち上がり，補題 3.1の各場合に応じて次のように曲線
が推移する (図 1-3参照):

Case 1 $\overline{f}$ : $E_{\ell}^{+}arrow L_{\overline{p}}$ $(\ell\in\{1,2,3\})$ , $E_{1}^{\pm},$ $E_{2}^{\pm},$ $E_{3}^{\pm}$ は既約な曲線

Case 2 $\tilde{f}:\{\begin{array}{l}E_{i}^{+}-E_{j}^{+} arrow E_{i}^{-}-E_{j}^{-}E_{p}^{+} arrow L_{\ell}^{-} (\ell\in\{j, k\}),\end{array}$ $E_{i}^{\pm}-E_{j}^{\pm},$ $E_{j}^{\pm},$ $E_{k}^{\pm}$ は既約な曲線．

Case 3 $\tilde{f}:\{\begin{array}{l}E_{i}^{+}-E_{j}^{+} arrow E_{i}^{-}-E_{j}^{-}E_{j_{E_{k}^{+}}}^{+_{-E_{k}^{+}}} arrowarrow L^{\frac{j-}{k}}E,-E_{k}^{-}\end{array}$ $E_{i}^{\pm}-E_{j}^{\pm},$ $E_{j}^{\pm}-E_{k}^{\pm},$ $E_{k}^{\pm}$ は既約な曲線．

曲線 $L_{i}^{\pm}$ は $H^{\pm}-E_{j}^{\pm}-E_{k}^{\pm}$ と線形同値である．また，$f$ は generic な直線を 3点 $p_{1}^{-},p_{2}^{-},$ $p_{3}^{-}$ を

通る二次曲線にうつす．これら事実と，空間 $X^{\pm}$ のコホモロジー群が $H^{2}(X^{\pm};Z)\cong$ Pic$(X^{\pm})=$

$Z[H^{\pm}]\oplus \mathbb{Z}[E_{1}^{\pm}]\oplus Z[E_{2}^{\pm}]\oplus Z[E_{3}^{\pm}]$ と表されることに注意すると，コホモロジー群への誘導写像
$\tilde{f}^{*}:H^{2}(X^{-};Z)arrow H^{2}(X^{+};Z)$ が計算できる．
一般にブローアップする点の数を増やしても計算可能である．二次双有理写像 $f$ : $\mathbb{P}^{2}arrow \mathbb{P}^{2}$ に

対して，異なる $n$ 点 $\{p_{1}^{\pm},p_{2}^{\pm}, \ldots,p_{n}^{\pm}\}$ を，

条件 1 $I(f^{\pm 1})=\{p_{\ell_{1}}^{\pm},p_{p_{2}}^{\pm},p_{p_{3}}^{\pm}\}$ , $(l_{1}, l_{2}, \ell_{3}\in\{1,2, \ldots, n\})$

条件 2 $f(p_{\ell}^{+})=p_{\overline{p}}$ , $(l\not\in\{l_{1}, \ell_{2}, \ell_{3}\})$

となるようにとる．$\pi^{\pm}:X^{\pm}arrow \mathbb{P}^{2}$ をそれぞれ $n$ 点 $\{p_{1}^{\pm},p_{2}^{\pm}, \ldots,p_{n}^{\pm}\}$ におけるブローアップ，
$H^{\pm}\subset X^{\pm}$ を $\mathbb{P}^{2}$ 内の直線の $\pi^{\pm}$ による全変換，$E_{i}^{\pm}\subset X^{\pm}$ を $p_{i}^{\pm}$ 上の例外因子とする．双有理
写像 $f$ は双正則写像 $\overline{f}:X^{+}arrow X^{-}$ に持ち上がる．このとき，コホモロジー群 $H^{2}(X^{\pm};Z)\cong$

$Z[H^{\pm}]\oplus Z[E_{1}^{\pm}]\oplus\cdots\oplus Z[E_{n}^{\pm}]$ への作用 $\overline{f}^{*}:H^{2}(X^{-};Z)arrow H^{2}(X^{+};Z)$ は次で与えられる:

$f^{\overline{*}}:\{\begin{array}{ll}[H^{-}] \mapsto 2[H^{+}]-\sum_{i=1}^{3}[E_{\ell_{i}}^{+}] [E_{\ell_{i}}^{-}] \mapsto[H^{+}]-[E_{\ell_{j}}^{+}]-[E_{p_{k}}^{+}] (\{i,j, k\}=\{1,2,3\})[E_{p}^{-}] \mapsto[E_{\ell}^{+}] (l\not\in\{p_{1},p_{2}, \ell_{3}\}).\end{array}$ (1)
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図 1: Case 1における曲線の推移

図 2: Case 2における曲線の推移

$\downarrow$
$\downarrow$

$l_{k}^{+}$ $\wedge\check{p}_{i}^{+}<p_{j}^{+}<p_{k}^{+}$

$\underline{f}$

$\overline{l_{k}^{-}p_{i}^{-}<p_{j}^{-}<p_{k}^{-}}$

図 3: Case 3における曲線の推移
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4 自己同型写像の構成
本節では，自己同型写像の構成方法について述べる．ここで用いられるのは，二次双有理写

像 $f_{\ell}\in \mathcal{Q}(C)$ の $n$ 個の組 $f$ $:=(fi, \ldots, f_{n})\in \mathcal{Q}(C)^{n}$ である．都合上，空間に添え字をつけて，
$f\ell$ : $\mathbb{P}_{\ell-1}^{2}arrow \mathbb{P}_{\ell}^{2}$ と表し，$\mathbb{P}_{0}^{2}=\mathbb{P}_{n}^{2}$ とする．また，$f_{\ell}^{\pm 1}$ の不確定点集合を，$I(fi)=\{p_{\ell,1}^{+},p_{\ell,2}^{+},p_{\ell,3}^{+}\}\subset$

$\mathbb{P}_{p-1}^{2}$ および $I(f_{p}^{-1})=\{p_{\ell,1}^{-},p_{\overline{p,}2},p_{\ell,3}^{-}\}\subset$ 曜と表し，不確定点の添え字の集合を $\mathcal{K}(n):=\{\iota=$

$(\iota_{1}, \iota_{2})|\iota_{1}=1,$
$\ldots,$ $n,$ $\iota_{2}=1,2,3\}$ とおく．不確定点の推移をみるため，$m\geq 0$ と $\iota\in \mathcal{K}(n)$ に対

して，帰納的に，

$p_{\iota}^{0}:=p_{\overline{\iota}}\in \mathbb{P}_{\iota_{1}}^{2}$ , $p_{\iota}^{m}:=f_{\ell}(p_{b}^{m-1})\in \mathbb{P}_{\ell}^{2}$ $(\ell\equiv\iota_{1}+mmod n)$

とおく．もし $p_{\iota}^{m-1}\not\in I(f_{\ell})$ であれば，$p_{\iota}^{m}$ は well-definedであることに注意する．さらに，$\mathcal{K}(n)$ の
置換 $\sigma$ : $\mathcal{K}(n)O$ と関数 $\mu:\mathcal{K}(n)arrow Z\geq 0$ を用いて，

$p_{\iota}^{m}\neq p_{\iota}^{+}$ $(0\leq m<\mu(\iota), \iota’\in \mathcal{K}(n))$ , $p_{\iota}^{\mu(\iota)}=p_{\sigma(\iota)}^{+}$ (2)

がすべての $\iota\in \mathcal{K}(n)$ について成り立つと仮定する．また，写像の構成には空間 $\mathbb{P}_{n}^{2}$ での情報
が重要になるため，$\kappa(\iota)$ を軌道 $p_{\iota}^{0},p_{\iota}^{1},$

$\ldots$ , $p_{\iota}^{\mu(\iota)}$ の中で $\mathbb{P}_{n}^{2}$ にある点の数とする．具体的には，
$\kappa(\iota)=(\mu(\iota)+\iota_{1}-\sigma(\iota)_{1}+1)/n$ となる．ただし，$\sigma^{m}(\iota)=(\sigma^{m}(\iota)_{1}, \sigma^{m}(\iota)_{2})$である．もし $\sigma(\iota)_{1}\leq\iota_{1}$

ならば $\kappa(\iota)\geq 1$ となることが容易にわかる．

定義 4.1三つ組 $\tau=(n,\sigma, \kappa)$ を orbit data とよぶ．ただし，
$\bullet$ $n$ は正の整数，
$\bullet$ $\sigma$ は $\mathcal{K}(n)$ 上の置換，
$\bullet$ $\kappa:\mathcal{K}(n)arrow Z_{\geq 0}$ は関数で，$\sigma(\iota)_{1}\leq\iota_{1}$ ならば $\kappa(\iota)\geq 1$ を満たす．

この orbit data $\tau$ から，関数

$\mu:\mathcal{K}(n)arrow Z_{\geq 0}$ , $\mu(\iota)=\kappa(\iota)\cdot n+\sigma(\iota)_{1}-\iota_{1}-1=\theta_{b1\sigma(\iota)_{1}-1}(\kappa(\iota))$

を再現できることに注意する．ただし，$\theta_{i,i’}(k)$ は次で与えられる:

$\theta_{i,i’}(k):=k\cdot n+i’-i$ . (3)

定義 42二次双有理写像の組 $f=(fi, \ldots, f_{n})\in \mathcal{Q}(C)^{n}$ は，すべての $\iota\in \mathcal{K}(n)$ に対して条件 (2)
を満たすとき，orbit data $\tau$ の real-ization とよぶ．

orbit data $\tau$ の realization $\overline{f}$を用いて，自己同型写像を構成する．そのため，$Y_{l}:=\mathbb{P}_{\ell}^{2},$ $\mathcal{K}:=\mathcal{K}(n)$

とおく．すべての $\iota\in \mathcal{K}$ について条件 (2) が成り立つとき，軌道 $p_{\overline{\iota}}^{-}=p \frac{0}{\iota},p\frac{1}{\iota},$

$\ldots$ , $p_{\frac{\mu}{\iota}}^{(\overline{\iota})}=p_{\sigma(\overline{\iota})}^{-}$ が
すべて proper point となる $\overline{\iota}=(\overline{\iota}_{1},\overline{\iota}_{2})\in \mathcal{K}$ が存在することがわかる．そこで，$Y_{\ell}’arrow$ 巧を巧の
proper points $\{p_{\overline{\iota}}^{m}\in Y\ell|0\leq m\leq\mu(\overline{\iota}), \overline{\iota}_{1}+m\equiv\ell mod n\}$ におけるブローアップとすると，写
像 $f_{l}:Y_{\ell-1}arrow$ 巧は，$f_{p}’$ : $Y_{\ell-1}’arrow Y_{p}’$ に持ち上がる (図 4参照). 点 $P \frac{0}{\iota}=$毎は，$Y_{\overline{\iota}_{1}-1}$ 内の $\mathbb{P}^{1}$ と同
型な曲線が $f_{\overline{\iota}_{1}}$ :YII-1 $arrow$ Y、により写される点であり，点 $p_{\frac{\mu}{b}}^{(\overline{\iota})}=p_{\sigma(\overline{\iota})}^{+}l\ovalbox{\tt\small REJECT},$ $Y_{\sigma(\overline{\iota})_{1}-1}$ 内の $\mathbb{P}^{1}$ と同
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$( \underline{f_{l1}’}\{^{E_{p_{\iota}^{0}}}f_{\iota_{1}+1}’-\{^{E_{p_{\iota}^{1}}}f_{\iota_{1}+2}’\bigwedge_{1_{0}^{-----}}$ . $\underline{f’\sigma(\iota)_{1}-1}\{^{E_{p_{\iota}^{\mu(\iota)}}}\underline{f_{\sigma(\iota)_{1}}’}($

$\downarrow$ blowup

$( \underline{f_{b_{1}}}f_{\iota}\bullet_{p_{\iota}^{0}}\bullet\wedge 1+1\frac{f_{\iota_{1}+2}}{p_{\iota}^{1}}$ $—– \cdot\frac{f_{\sigma(\iota)_{1}-1}}{p_{\iota}^{\mu(\iota)}}\underline{2}\frac{f_{\sigma(\iota)_{1}}}{p_{\sigma(\iota)}^{+}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

図 4: 不確定点のブローアツプ

型な曲線が $f_{\sigma(^{\frac{1}{\iota}})_{1}}^{-}$ : $Y_{\sigma(\overline{\iota})_{1}}arrow Y_{\sigma(\overline{\iota})_{1}-1}$ により写される点であることに注意すると，このブローアッ
プにより $f_{l_{1}}^{-1}$ の不確定点毎と $f_{\sigma(\overline{\iota})_{1}}$ の不確定点 $p_{\sigma(\overline{\iota})}^{+}$ が取り除かれる．つまり，

$I(f_{l}’)=\{\begin{array}{ll}I(f_{\sigma(\overline{\iota})_{1}})\backslash \{p_{\sigma(\overline{\iota})}^{+}\} (l=\sigma(\overline{\iota})_{1})I(f_{\ell}) (p\neq\sigma(\overline{\iota})_{1}),\end{array}$ $I((f_{\ell}’)^{-1})=\{\begin{array}{ll}I(f_{\overline{\iota}_{1}}^{-1})\backslash \{\text{毎}\} (\ell=\overline{\iota}_{1})I(f_{\ell}^{-1}) (\ell\neq\overline{\iota}_{1})\end{array}$ (4)

が成り立つ．ここで，$Y_{\ell}’$ を $Y_{p}$ に，$f_{\ell}’$ をゐに，$\mathcal{K}\backslash \{\overline{\iota}\}$ を $\mathcal{K}$ に置き換えると，再びすべての $\iota\in \mathcal{K}$

について条件 (2) が成り立つ．そこで，上記の議論を $3n$ 回繰り返し用いると，最終的には (4)
により不確定点がすべて取り除かれ，自己同型写像が構成できる．つまり，$\pi_{\ell}$ : $X_{\ell}arrow$ 曖を
上記のプローアツプの合成，すなわち，$N= \sum_{\iota\in \mathcal{K}(n}\kappa(\iota)$点 $Pp:=\{p_{\iota}^{m}\in \mathbb{P}_{\ell}^{2}|\iota\in \mathcal{K}(n),$ $0\leq$

$m\leq\mu(\iota),$ $\iota_{1}+m\equiv pmod n\}$ におけるプローアッ $-j$とすると
$\rangle$

$f_{\ell}$ : $:_{-1}arrow \mathbb{P}_{\ell}^{2}$ は，双正則写像
$F\ell$ : $X\ell-1arrow X\ell$ に持ち上がる:

$X_{\ell-1}arrow^{F_{l}}X_{\ell}$

$\pi\ell_{-1}\downarrow$ $\downarrow\pi\ell$

$\mathbb{P}_{\ell-1}^{2}arrow^{f\ell}\mathbb{P}_{\ell}^{2}$ .
さらに，$X_{\tau}:=X_{0}=X_{n}$ とおくと，双有理写像 $f:=f_{n}o\cdots ofi$ : $\mathbb{P}^{2}arrow \mathbb{P}^{2}$は，$\pi_{\tau}:=\pi_{n}:X_{\tau}arrow \mathbb{P}^{2}$

により自己同型写像 $F_{\tau}:=F_{n}o\cdots oF_{1}$ : $X_{\tau}arrow X_{\tau}$ に持ち上がる．このように，orbit data $\tau$ の

realization $\overline{f}$ を用いると，自己同型写像瓦が構成できるのである．
ここで，二次双有理写像 $f_{\ell}$ : $\mathbb{P}_{\ell-1}^{2}arrow \mathbb{P}_{\ell}^{2}$ は，$N$点 $P_{l-1}$ と乃に対して，前節の条件 1と条件 2が

成り立つことに注意する．そこで，$F_{\ell}$ : $X_{l-1}arrow X_{\ell}$ のコホモロジー群への作用 $F_{\ell}^{*}:H^{2}(X_{\ell};Z)arrow$

$H^{2}(X_{\ell-1};Z)$ への作用は，式 (1) の形で表される．さらに，自己同型写像瓦のコホモロジー群へ
の作用 $F_{\tau}^{*}:H^{2}(X_{\tau};Z)arrow H^{2}(X_{\tau};\mathbb{Z})$ は，合成 $F_{\Gamma}^{*}=F_{1}^{*}o\cdots oF_{n}^{*}$ を用いて計算できる．作用 $F_{\tau}^{*}$

に対応する具体的な Weyl 群の元は次のように表される．
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射影平面 $\mathbb{P}^{2}$ 内の直線の $\pi_{\tau}$ による全変換を $H,$ $\pi_{\tau}$ の $p_{\iota}^{m}$ 上の例外因子を $E_{\iota}^{m}$ とすると，$X_{\tau}$ の

コホモロジー群は，$H^{2}(X_{\mathcal{T}};Z)\cong Z[H]\oplus(\oplus\iota\in \mathcal{K}(n)\oplus_{k=1}^{\kappa(\iota)}[E_{\iota}^{k-1}])$ と表される．そこで，格子
$Z^{\tau}:=Ze_{0}\oplus(\oplus_{\iota\in \mathcal{K}(n)}\oplus_{k=1}^{\kappa(\iota)}Ze_{\iota}^{k})\cong Z^{1,N}$ $(N= \sum\kappa(\iota))$

$\iota\in \mathcal{K}(n)$

と，この上の内積

$\{\begin{array}{ll}(e_{0}, e_{0})=1 (e_{\iota}^{k}, e_{\iota}^{k})=-1 (\iota\in \mathcal{K}(n), 1\leq k\leq\kappa(\iota))(e_{0}, e_{\iota}^{k})=(e_{\iota}^{k}, e_{\iota}^{k’},)=0 ((\iota, k)\neq(\iota’, k’))\end{array}$

を考える．写像 $\phi_{\pi_{\tau}}$ : $Z^{\tau}arrow H^{2}(X_{\tau};Z),$ $\phi_{\pi_{\tau}}(e_{0})=[H],$ $\phi_{\pi_{t}}(e_{\iota}^{k})=[E_{\iota}^{k-1}]$ は，$\pi_{\tau}$ に対応する
マーキングになる．また，$\iota\in \mathcal{K}(n)$ と $m\geq 0$対し，$\sigma_{m}(\iota):=\sigma^{k}(\iota)$ とおく．ただし，$k\geq m$ は，
$\kappa(\sigma^{p}(\iota))=0(m\leq\ell<k)$ および $\kappa(\sigma^{k}(\iota))\geq 1$ を満たす整数である．そこで，写像 $r_{\tau}$ : $Z^{\tau}arrow Z^{\tau}$

を

$r_{\tau}:\{\begin{array}{ll}e_{0} \mapsto e_{0}e_{\sigma_{1}(\iota)}^{1} \mapsto e_{\iota}^{\kappa(\iota)}e_{\iota}^{k} \mapsto e_{\iota}^{k-1} (2\leq k\leq\kappa(\iota))\end{array}$

により定義する．ここで，$\sigma_{1}$ は $\{\iota\in \mathcal{K}(n)|\kappa(\iota)\geq 1\}$ の置換になっているため，$e_{\sigma_{1}(\iota)}^{1}$ は well-
defined になっていることに注意する．写像 $r_{\tau}$ は，鏡映変換 $\rho_{1},$

$\ldots,$ $\rho_{N-1}$ により生成される $W_{N}$

の部分群 $(\rho_{1},$
$\ldots,$

$\rho_{N-1}\rangle$ の元になっている．一方，$1\leq j\leq n$ に対して，写像 $q_{j}$ : $Z^{\tau}arrow Z^{\tau}$ を

$q_{j}:\{\begin{array}{ll}e_{0} \mapsto 2e_{0}-\sum_{l=1}^{3}e_{\sigma o(j,\ell)}^{1} e_{\sigma o(j,l_{1})}^{1} \mapsto e_{0}-e_{\sigma(j,\ell_{2})}^{1_{0}}-e_{\sigma(j,\ell s)}^{1_{0}} (\{l_{1}, \ell_{2}, P_{3}\}=\{1,2,3\})e_{\iota}^{k} \mapsto e_{\iota}^{k} (otherwise)\end{array}$

により定義する．orbit data の定義から，$l_{1}\neq P_{2}$ に対して，$\sigma_{0}(j, \ell_{1})\neq\sigma_{0}(j, \ell_{2})$ となることがわ
かる．そのため，写像 $q_{j}$ は $\{\rho_{1},$

$\ldots,$
$\rho_{N-1}\rangle$ の作用による $\rho_{0}$ と共役な元になる．

定義 4.3 orbit data $\tau=(n, \sigma, \kappa)$ に対して，写像 $w_{r}:Z^{1,N}arrow Z^{1,N}$ を，

$w_{r}$. $:=r_{\tau}oq_{1^{O\cdot\prime}}\cdot\circ q_{n}:Z^{\tau}\cong Z^{1,N}0$

により定義する．

実際 $w_{\tau}$ は $W_{N}$ の元になっている．さらに，$w_{\tau}$ は $(\pi_{\tau}, F_{\tau})$ によって実現されることがわかる．つま
り，マーキング $\phi_{\pi_{\tau}}$ : $Z^{\tau}\cong Z^{1,N}arrow H^{2}(X_{\tau}:Z)$ に対して，$\phi_{\pi_{\tau}}ow_{\tau}=F_{\tau}^{*}o\phi_{\pi_{\tau}}$ : $Z^{1,N}arrow H^{2}(X_{\tau};Z)$

が成り立つのである．ここまでの議論をまとめて命題としておく．

命題 4.4二次双有理写像の組 $f$を orbit data $\tau$の realization とする．このとき，$N= \sum_{\iota\in \mathcal{K}(n)}\kappa(\iota)$

点 $\{p_{\iota}^{m}|\iota\in \mathcal{K}(n), m=\theta_{\iota_{1},0}(k), 1\leq k\leq\kappa(\iota)\}$ におけるブローアップ $\pi_{\tau}$ : $X_{\tau}arrow \mathbb{P}^{2}$ によリ，双
有理写像 $f=f_{n}o\cdots ofi$ : $\mathbb{P}^{2}arrow \mathbb{P}^{2}$ は自己同型写像瓦 : $X_{\tau}arrow X_{\tau}$ に持ち上がる．また，$w_{\tau}$ は
$(\pi_{\tau}, F_{\tau})$ によって実現され，$F_{\tau}$ のエントロピーは $h_{top}(F_{\tau})=\log\lambda(w_{\tau})>0$ によって与えられる．
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図 5; The points $\check{p}_{i,\iota}^{+}\in I(f)$ and $\check{p}_{i,\iota}^{-}\in I(f^{-1})$

さらに，次の命題に述べられるように，すべてのWeyl 群の元 $w\in W_{N}$ は，ある orbit data $\tau$ を
用いて $w=w_{\tau}$ と表されることもわかる．

命題 4.5任意の元 $w\in W_{N}$ に対して，$\sum_{\iota\in \mathcal{K}(n)}\kappa(\iota)=N$ となる orbit data $\tau$ が存在して f 適当
な同一視 $\{e_{j}|j=1, \ldots, N\}=\{e_{\iota}^{k}|\iota\in \mathcal{K}(n), k=1, \ldots, \kappa(\iota)\}$ のもとで，$w=w_{\tau}$ が成り立つ．

5 Tentative Realizability
前節で述べたように，orbit data $\tau$ に対して，その realization $\overline{f}$ が存在すれば，$w_{\tau}$ を実現する

$(\pi_{\tau}, F_{\tau})$ を構成できる．そこで $realization\overline{f}$の存在が問題になる．本節と次節において realization
を構成する．本節では，realization の前段階として tentative realization の概念を導入して，次
節において tentative realization が実際 realization になるか議論する．

定義 5.1二次双有理写像の組 $f=(fi, \ldots, f_{n})\in \mathcal{Q}(C)^{n}$ が orbit data $\tau=(n, \sigma, \kappa)$ の tentative
realization とは，すべての $\iota\in \mathcal{K}(n)$ に対して，$p_{\iota}^{\mu(\iota)}\approx p_{\sigma(\iota)}^{+}$ が成り立つことである．

$\overline{f}$ が $\tau$ の realization となるには，関係式 $p_{\iota}^{\mu(\iota)}\approx p_{\sigma\cup\iota}^{+}$が等式 $p_{\iota}^{\mu(\iota)}=p_{\sigma(\iota)}^{+}$ になる必要があるが，ま
ずは tentative realization を構成する．そのため，$f=(fi, \ldots,f_{n})\in \mathcal{Q}(C)^{n}$ に対して，$f_{i}^{\pm 1}$ の不
確定点集合を $I(f_{i}^{\pm 1})=\{p_{i,1}^{\pm},p_{i,2}^{\pm},p_{i,3}^{\pm}\}$ とおき，さらに，

$\check{p}_{i,j}^{+}:=f_{1}^{-1}|_{C}0\cdots of_{i-1}^{-1}|_{C}(p_{i,j}^{+})$ , $\check{p}_{i,j}^{-}:=f_{n}|_{C}0\cdots of_{i+1}|_{C}(p_{i,j}^{-})$

とおく (図 5参照). このとき，合成 $f=f_{n}of_{n-1}\circ\cdots ofi$ : $\mathbb{P}^{2}arrow \mathbb{P}^{2}$ について，$I(f^{\pm 1})\subset$

$\{\check{p}_{i,j}^{\pm}|(i,j)\in \mathcal{K}(n)\}$ が成り立つことがわかる．また，$\overline{f}$ の determinant を $\delta(\overline{f})=\prod_{i=1}^{n}\delta(f_{i})$ ,
言い換えると，$\delta(\overline{f})=\delta(f)$ で定義する．すると，補題 3.1を用いて次の命題が得られる．

命題 5.2 $\overline{f}=(fi, \ldots, f_{n})\in Q(C)^{n}$ に対して，$d=\delta(\overline{f})\neq 1$ を仮定する．このとき，
$i-1$

$v_{i,1}+v_{i,2}+v_{i,3}=- \sum s_{k}+(d-2)\cdot s_{i}-d\sum^{n}s_{k}$ , $(1\leq i\leq n)$ (5)
$k=1$ $k=i+1$

を満たす $v=(v_{\iota})_{\iota\in \mathcal{K}(n)}\in \mathbb{C}^{3n}$ と $s=(s_{i})_{i=1}^{n}\in(\mathbb{C}^{x})^{n}$ の組 $(v, s)$ が唯一存在して，

$k(s):= \sum_{k=1}^{n}s_{k}$ ,
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$v_{i,j}^{+}:= \frac{1}{d}\{v_{i,j}-(d-1)\cdot s_{i}\}$ ,

とおくと，次の (1), (2) が成り立つ．

$v_{i,j}^{-}:=v_{i,j}$

(1) $f|c*:C^{*} \ni[t+\frac{1}{3}k(s):(t+\frac{1}{3}k(s))^{3} : 1]\mapsto[d\cdot t+\frac{1}{3}k(s):(d\cdot t+\frac{1}{3}k(s))^{3} : 1]\in C^{*}$.

(2) $m=1,$ $\ldots,$
$n$ に対して次が成り立っ．

Case 1 $v_{m,i}\neq v_{m,j},$ $(i\neq i\in\{1,2,3\})$ の場合 :
. $\check{p}_{m}^{\pm_{p}},=[v_{m,\ell}^{\pm}+\frac{1}{3}k(s):(v_{m,\ell}^{\pm}+\frac{1}{3}k(s))^{3}:1]\in C^{*},$ $(l\in\{1,2,3\})$ .

Case

$\{$

2 $v_{m,i}=v_{m,j}\neq v_{m,k},$ $(\{i,j, k\}=\{1,2,3\})$ の場合 :
. $\check{p}_{m}^{\pm_{p}},=[v_{m,\ell}^{\pm}+\frac{1}{3}k(s):(v_{m,\ell}^{\pm}+\frac{1}{3}k(s))^{3}:1]\in C^{*},$ $(l\in\{i, k\})$ ,

$\check{p}_{m,j}^{\pm}$ : $\check{p}_{m,i}^{\pm}$の first infinitely near point.

Case

$\{$

3 $v_{m,i}=v_{m,j}=v_{m,k},$ $(\{i,j, k\}=\{1,2,3\})$ の場合 :
. $\check{p}_{m,i}^{\pm}=[v_{m,i}^{\pm}+\frac{1}{3}k(s):(v_{m,i}^{\pm}+\frac{1}{3}k(s))^{3}:1]\in C^{*}$ ,

$\check{p}_{m,j}^{\pm}(\check{p}_{m,k}^{\pm})$ : $\check{p}_{m,i}^{\pm}$の first (second) infinitely near point.

逆に，式 (5) を満たす任意の $(d, v, s)\in(\mathbb{C}\backslash \{0,1\})\cross \mathbb{C}^{3n}\cross(\mathbb{C}^{\cross})^{n}$ に対して，上記 (1), (2) を満
たす $\overline{f}=(f_{1}, \ldots, f_{n})\in \mathcal{Q}(C)^{n}$が存在する．さらに，$(d, v, s)$ に対して $\overline{f}$は次の意味で一意に定
まる : もし，$\overline{f}=(f_{1}, \ldots, f_{n})$ と $\overline{f}’=(f_{1}’, \ldots, f_{n}’)$ が $(d, v, s)$ によって定まると仮定すると，ある

$\mathcal{B}(C)$ 内の線形写像 $g_{1},$
$\ldots,$ $g_{n-1}$ が存在して，次が可換になる :

$\mathbb{P}_{0}^{2}arrow^{f_{1}}\mathbb{P}_{1}^{2}arrow^{f_{2}}...arrow^{f_{n-1}}\mathbb{P}_{n-1}^{2}\frac{f_{n}\iota}{\prime}\mathbb{P}_{n}^{2}$

$\Vert$ $g_{1}\downarrow$ $g_{n-1}\downarrow$ $\Vert$

$\mathbb{P}_{0}^{2}arrow^{f_{1}’}\mathbb{P}_{1}^{2}arrow^{f_{2}’}...arrow^{f_{n-1}’}\mathbb{P}_{n-1}^{2}arrow^{f_{n}’}\mathbb{P}_{n}^{2}$.

写像の組 $\overline{f}\in Q(C)^{n}$ を $\tau$ の tentative realization と仮定すると，任意の $\iota\in \mathcal{K}(n)$ に対して，
$p_{\iota}^{\mu(\iota)}\approx p_{\sigma\iota}^{+}$ が成り立つが，これは $f|_{C}^{\kappa(\iota)-1}(\check{p}_{\iota}^{-})\approx\check{p}_{\sigma(\iota)}^{+}$ と同値であることがわがる．ここで，命
題 52 $\text{の_{}p}^{-}\equiv 4\xi$を用いると，$d^{\kappa(\iota)-1}v_{\iota}=v_{\sigma(\iota)}^{+}$ が成り立ち，さらに関係式 $v_{b}^{+}=\{v_{\iota}-(d-1)\cdot s_{\iota_{1}}\}/d$

より，
$v_{\sigma(\iota)}=d^{\kappa(\iota)}\cdot v_{\iota}+(d-1)\cdot s_{\sigma(\iota)_{1}}$ $(\iota\in \mathcal{K}(n))$ (6)

が成り立つ．逆に，方程式 (5), (6) を満たす $(d, v, s)\in(\mathbb{C}\backslash \{0,1\})\cross \mathbb{C}^{3n}\cross(\mathbb{C}^{x})^{n}$ が存在すると，
命題 52より $\tau$ の tentative realization $\overline{f}\in \mathcal{Q}(C)^{n}$ が存在する．そこで，方程式 (5), (6) を満た
す解の存在が問題となる．この問題については，Weyl 群の元の固有値と深い関わりがある．

Weyl 群の元 $w\in W_{N}$ をとる．このとき，$w$ の特性多項式 $\chi_{w}(t)$ は，

$\chi_{w}(t)=\{\begin{array}{ll}R_{w}(t) (\lambda(w)=1)R_{w}(t)S_{w}(t) (\lambda(w)>1)\end{array}$

と表されることが知られている．ただし，$R_{w}(t)$ は円分多項式の積であり，$S_{w}(t)$ は Salem 多項
式である．ここで，多項式 $f\in Z[t]$ が Salem 多項式であるとは，次を満たす既約でモニックな
整数係数の多項式である:(1) ある $\delta>1$ が存在して $f(\delta)=f(\delta^{-1})=0,$ (2) $\delta^{\pm 1}$ 以外の $f$ の根

147



はすべて絶対値が 1である．Salem 多項式 $f$ の根 $\delta>1$ を Salem 数とよぶ．もし，$w\in W_{N}$ が
$\lambda(w)>1$ を満たし，$d$ が Salem 多項式 $S_{w}(t)$ の根であるならば，$w$ の固有値 $d$ に対応する固有

ベクトルは定数倍を除いて一意である．また，$|d|>1$ となる $w$ の固有値は唯一であり，それは
Salem 数 $d=\lambda(w)>1$ となる．

orbit data $\tau$ に対する方程式 (5), (6) の解は，$w_{\tau}$ の固有ベクトルを用いて表される．

命題 5.3 orbit data $\tau$ を固定して，$d\neq 0$ を 1の幕根でないと仮定する．このとき，

$v_{0} \cdot e_{0}+\sum v_{\iota}^{k}\cdot e_{\iota}^{k}\in Z^{\tau}\otimes_{Z}\mathbb{C}$

が，$d$ に対応する $w_{\tau}$ の固有ベクトルとなるための必要十分条件は，方程式 (5), (6) を満たす
$(V, s)\in(\mathbb{C}^{3n}\backslash \{0\})\cross(\mathbb{C}^{n}\backslash \{0\})$ が存在して，次が成立することである :

(1) $v_{\iota}^{k}=d^{k-1}\cdot v_{\iota}$ がすべての $\iota\in \mathcal{K}(n)$ と $1\leq k\leq\kappa(\iota)$ について成り立つ．

(2) $v_{0}=k(s)$ .

命題 53から，1の幕根でない $d\neq 0$ に対して，$(v, s)\in(\mathbb{C}^{3n}\backslash \{0\})\cross(\mathbb{C}^{n}\backslash \{0\})$が方程式 (5), (6)
を満たせば，$d$ は Salem 多項式 $S_{w_{\tau}}(t)$ の根でなくてはならない．逆に，$d$ が $S_{w_{\mathcal{T}}}(t)$ の根であれ
ば，$d$ に対応する $w_{\tau}$ の固有ベクトルが (定数倍を除いて) 一意に存在するため，方程式 (5), (6) を
満たす $(v, s)$ が一意に存在することがわかる．さらに，$s\in \mathbb{C}^{n}\backslash \{0\}$ が $s\in(\mathbb{C}^{\cross})^{n}$ となる場合，命
題 52より $\tau$ の tentative realization $\overline{f}\in Q(C)^{n}$ が存在する．ここまでの議論をまとめておく．

定理 5.4 orbit data $\tau$ は $\lambda(w_{\tau})>1$ を満たすと仮定し，$d$ を $S_{w_{\mathcal{T}}}(t)$ の根とする．このとき，方程
式 (5), (6) の唯一の解 $s\neq 0$ が $s\in(\mathbb{C}^{x})^{n}$ となるための必要十分条件は，$\delta(\overline{f})=d$ となる $\tau$ の

tentative realization $\overline{f}\in \mathcal{Q}(C)^{n}$ が存在することである．また，$\overline{f}$は次の意味で一意に決まる : も
し，$\overline{f}=(f_{1}, \ldots, f_{n})$ と $\overline{f}=(f_{1}’, \ldots, f_{n}’)$ が $\delta(\overline{f})=\delta(\overline{f})=d$ となる $\tau$ の tentative realization で
あると仮定すると，ある $\mathcal{B}(C)$ 内の線形写像 $g_{1},$ $\ldots,g_{n}$ が存在して，次が可換になる :

$\mathbb{P}_{0}^{2}f_{1}’\underline{1}\mathbb{P}_{1}^{2}\underline{ht}\ldotsarrow^{f_{n-1}}\mathbb{P}_{n-1}^{2}arrow^{f_{n}}\mathbb{P}_{n}^{2}$

$go\downarrow$ $g_{I}\downarrow$ $g_{n-1}\downarrow$ $g_{n}\downarrow$

$\mathbb{P}_{0}^{2}\frac{f_{1}^{l}\backslash }{r}\mathbb{P}_{1}^{2}\frac{f_{2}’t}{\prime}\ldotsarrow^{f_{n-1}’}\mathbb{P}_{n-1}^{2}arrow^{f_{n}’}\mathbb{P}_{n}^{2}$.

ただし，go $:=g_{n}$ である．

定理 54において，$s\neq 0$ が $s\in(\mathbb{C}^{x})^{n}$ となるかどうかは，Weyl 群のルートが周期的か否かで判
定できる．今，ルート

$\alpha_{j}^{c}:=q_{n}o\cdots oq_{j+1}(e_{0}-e_{\sigma\text{。}(j,1)}^{1}-e_{\sigma_{\text{。}}(j,2)}^{1}-e_{\sigma_{\text{。}}(j,3)}^{1})\in\Phi_{N}$

の集合として
$\Gamma_{\tau}^{(1)}:=\{\alpha_{j}^{c}|j=1, \ldots, n\}\subset\Phi_{N}$

とおく．さらに，$\ell_{\tau}$ を円分多項式 $R_{w_{\tau}}(t)=0$の根 $x$ に対して $x^{\ell_{\tau}}=1$ となる最小の整数として，

$P(\tau):=\{\alpha\in\Phi_{N}|w_{\tau}^{\ell_{\tau}}(\alpha)=\alpha\}$

とおく．
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命題 5.5 orbit data $\tau$ は $\lambda(w_{\tau})>1$ を満たすと仮定し，$d$ を $S_{w_{\tau}}(t)$ の根，$s\neq 0$を方程式 (5), (6)
の唯一の解とする．このとき，$s_{j}=0$ となる必要十分条件は，$\alpha_{j}^{c}\in P(\tau)$ となることである．特
に，$\delta(\overline{f})=d$ となる $\tau$ の tentative realization $\overline{f}\in \mathcal{Q}(C)^{n}$ が存在するための必要十分条件は，

$\Gamma_{\tau}^{(1)}\cap P(\tau)=\emptyset$ (7)

が成り立つことである．

また，方程式 (5), (6) を考察すれば，条件 (7) が成り立たない場合でも，同じスペクトル半径をも
ち条件 (7) を満たす orbit data に取り換えられることがわかる．

命題 5.6 $\lambda(w_{\tau})>1$ を満たす orbit data $\tau$ に対して，$\lambda(w_{\tau})=\lambda(w_{\overline{\tau}})$ かつ条件 (7) を満たす orbit
data $\check{\tau}=(\check{n},\check{\sigma},\check{\kappa})$ が存在する．

6 Realizability
前節では，orbit data $\tau$の tentative realization $\overline{f}\in \mathcal{Q}(C)^{n}$ を構成した．$\overline{f}$は，すべての $\iota\in \mathcal{K}(n)$

に対して，関係式 $p_{\iota}^{\mu(\iota)}\approx p_{\sigma(\iota)}^{+}$ を満たすものであった．しかし，一般に等式 $p_{\iota}^{\mu(\iota)}=p_{\sigma(\iota)}^{+}$ は成り立
たない．次の 7甫題を述べた $\uparrow’\mathscr{L}\iota_{\overline{\llcorner}}$ , realization にならない例をあげる．そのため，$\iota=(\iota_{1}, \iota_{2}),$ $\iota’=$

$(\iota_{1}’, \iota_{2}’)\in \mathcal{K}(n)$ に対して，ノレート

$\alpha_{\iota,\iota’}^{k}:=q_{n}o\cdots oq_{\iota_{1}’+1}(e_{\sigma o(\iota)}^{k+1}-e_{\sigma o(\iota’)}^{1})\in\Phi_{N}$

を定義しておく．

補題 6.1 orbit data $\tau$ は $\lambda(w_{\tau})>1$ および条件 (7) を満たすと仮定し
$\rangle$

$\overline{f}$ を命題 55で述べた $\tau$

の tentative realization とする．このとき，$\alpha_{\iota,\iota’}^{k}\in P(\tau)$ となるための必要十分条件は，$p_{\iota}^{m}\approx p_{\iota’}^{-}$

となることである．ただし，$m=\theta_{\iota_{1},\iota_{1}’}(k)\geq 0$であり，$\theta_{i,i’}(k)$ は (3) で与えられる．さらに，これ
は $d^{k}\cdot b_{\iota}=b_{\iota’}$ と同値である．

例 6.2 orbit data $\tau=(2, \sigma, \kappa)$ を

$\{\begin{array}{ll}\sigma: (1,1)\mapsto(1,2)\mapsto(2,2)\mapsto(2,1)\mapsto(1,1), (1, 3)\mapsto(2,3)\mapsto(1,3)\kappa(1,1)=\kappa(2,2)=4, \kappa(1,2)=\kappa(1,3)=0, \kappa(2,1)=1, \kappa(2,3)=3(\mu(1,1)=\mu(2,2)=7, \mu(1,2)=\mu(1,3)=0, \mu(2,1)=2, \mu(2,3)=4)\end{array}$

とする．このとき，$\tau$に対する方程式 (5), (6)を解くと，$d\approx 1.582(d$は方程式 $t^{6}-t^{4}-2t^{3}-t^{2}+1=$

$0$ の $|t|>1$ における唯一の根), $s=(s_{1}, s_{2})\approx(1, -6.269),$ $b_{1,1}=b_{2,2}=1,$ $b_{1,2}\approx 7.269$ ,
$b_{1,3}\approx 8.048,$ $b_{2,1}=0,$ $b_{2,3}\approx 1.779$ となる．特に $\lambda(w_{\tau})=d\approx 1.582$ である．定理 5.4より，
$\tau$ の tentative realization $\overline{f}\in Q(C)^{2}$ が存在する $(b_{m,t}\neq b_{m,j}(i\neq j)$ より，写像 $f_{1}^{\pm 1},$ $f_{2}^{\pm 1}$ の不
確定点はすべて $\mathbb{P}^{2}$ 上の proper point である). しかし，$\overline{f}$ は $\tau$ の realization になっていない．
実際，$b_{1,1}=b_{2,2}$ と補題 6.1より，$p_{1,1}^{1}\approx p_{2,2}^{-}$ となるが，これは $p_{1,1}^{-}$ が $f_{2}$ の例外因子上にあり，
$p_{1,1}^{1}=f_{2}(p_{1,1}^{-})$ は $p_{2,2}^{-}$ の first infinitely near point になることを意味する (図 6参照．図におい
て，$m=\theta_{\iota_{1},\iota_{1}’}(k)=1$ である). すると，$1\leq\ell\leq\mu(1,1)$ に対して，$p_{1,1}^{\ell}$ は $p_{2,2}^{p-1}$ の first infinitely
near point となっている．一方，$p_{1,1}^{\mu(1,1)}\approx p_{\sigma(1,1)}^{+}=p_{1,2}^{+}$ であるが，$p_{1,2}^{+}$ は proper point であるた
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図 6: 不確定点の推移

め，$p_{1,1}^{\mu(1,1)}\neq p_{1,2}^{+},$ $p_{2,2}^{\mu(1,1)-1}=p$距となる．このことから，$\overline{f}$が $\tau$ の realization でないことがわか
る．ちなみに，$\check{\tau}=(2,\check{\sigma}, \kappa)$ ,

$\check{\sigma}$ : $($ 1, $\ell)\mapsto(2,l)\mapsto(1, \ell)$ , $(\ell\in\{1,2,3\})$

とおいて，方程式 (5), (6)を解くと，$\tau$ に対する解と等しく，さらに $\overline{f}$ は $\check{\tau}$ の realization となって
いる．特に，$\lambda(w_{\dot{\tau}})=\lambda(w_{\tau})>1$である．この議論から，$m=\theta_{\iota_{1},\iota_{1}’}(k)>0$ かつ $\mu(\iota)<m+\mu(\iota’)$

となる $\alpha_{\iota,\iota}^{k},$ $\in P(\tau)$ が存在してはならないことがわかる (図 6参照).

例 6.3 orbit data $\tau=(1, \sigma, \kappa)$ を

$\{\begin{array}{l}\sigma: (1,1)\mapsto(1,2)\mapsto(1,1), (1, 3)\mapsto(1,3)\kappa(1,1)=\kappa(1,2)=4, \kappa(1,3)=3\end{array}$

とする．このとき，$\tau$に対する方程式 (5), (6)を解くと，$d\approx 1.582(d$は方程式 $t^{6}-t^{4}-2t^{3}-t^{2}+1=$

$0$ の $|t|>1$ における唯一の根), $s_{1}=1,$ $b_{1,1}=b_{1,2}\approx-0.190,$ $b_{1,3}\approx-0.338$ となる．特に
$\lambda(w_{\tau})=d\approx 1.582$である．これより，$\tau$ の tentative realization $\overline{f}=(fi)\in Q(C)$ は，$p_{1,1}^{\pm}\approx p_{1,2}^{\pm}$

となっている．もし，$p_{1,2}^{\pm}$ が $p_{1,1}^{\pm}$ の丘 rst infinitely near point であると仮定すると，$0\leq\ell\leq 3$ に

対して，$P_{1,2}^{\ell}$ は $p_{1,1}^{p}$ の first infinitely near point である．一方，$p_{1,1}^{3}\approx p_{1,2}^{3}\approx p_{1,1}^{+}\approx p_{1,2}^{+}$ であるが，
$p_{1,2}^{+}$ も $p_{1,1}^{+}$ の first infinitely near point であるため，$p_{1,1}^{3}=p_{1,1}^{+},$ $p_{1,2}^{3}=p_{1,2}^{+}$ となってしまう．$p_{1,1}^{\pm}$

が $p_{1,2}^{\pm}$ の first infi-nitely near point であると仮定しても同様である．つまり，$\overline{f}$ は $\tau$ の realization
にはならないことがわかる．ちなみに，$\check{\tau}=(1,\check{\sigma}, \kappa)$ ,

$\check{\sigma}$ : $(1, \ell)\mapsto(1, \ell)$ , $(P\in\{1,2,3\})$ ,

とおいて，方程式 (5), (6)を解くと，$\tau$ に対する解と等しく，さらに $f$ は $\check{\tau}$ の realization となってい
る．特に，$\lambda(w_{\check{\tau}})=\lambda(w_{\tau})>1$ である．この議論から，$\mu(1, i)=\mu(1,j)(i\neq j)$かつ $($ 1, $j)=\sigma(1, i)$

となる $\alpha_{(1,i),(1,j)}^{0}\in P(\tau)$ が存在してはならないことがわかる．

これらの例を踏まえて，

$\Gamma_{\tau}^{(2)}\subset\{\alpha_{\iota,\iota’}^{k}|\iota=(\iota_{1}, \iota_{2}), \iota’=(\iota_{1}’, \iota_{2}’)\in \mathcal{K}(n),0\leq\theta_{\iota_{1},\iota_{1}’}(k)\leq\mu(\iota)\}\subset\Phi_{N}$

を，次のいずれかが成り立つ $J\triangleright-$ ト $\alpha_{\iota,\iota’}^{k}$ の集合とする:

(1) $\theta_{\iota\text{、},\iota_{1}’}(k)>0$ , かつ，ある $m\geq 0$ について，$\mu(\sigma^{\ell}(\iota))=\mu(\sigma^{\ell}(L’))+\delta_{\ell,0}\cdot\theta_{t\text{、},\iota_{1}’}(k)(0\leq P<m)$

および，$\mu(\sigma^{m}(\iota))<\mu(\sigma^{m}(\iota^{l}))+\delta_{m},0^{\cdot}\theta_{\iota_{1},\iota_{1}’}(k)$が成り立つ．ただし，$\delta_{i_{\dot{\theta}}}$ はクロネッカーの
デルタである．
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(2) $b\neq\iota’,$ $\iota_{1}=\iota_{1}’$ , かつ，$\mu(\sigma^{\ell}(\iota))=\mu(\sigma^{p}(\iota’))(\ell\geq 0)$ および，ある $m\geq 0$ について $\iota’=\sigma^{m}(\iota)$

が成り立っ．

このとき，次の定理が成り立っ．

命題 6.4 orbit data $\tau$ は $\lambda(w_{\tau})>1$ および条件 (7) を満たすと仮定し，$\overline{f}$ を命題 55で述べた $\tau$

の tentative realization とする．このとき，$\overline{f}$ が $\tau$ の realization となるための必要十分条件は，
条件

$\Gamma_{\tau}^{(2)}\cap P(\tau)=\emptyset$ (8)

を満たすことである．

さらに，Example 6.2, 63での議論と同様に，条件 (8) を満たさない場合でも，同じスペクトル半
径をもつ orbit data で条件 (8) を満たすものが存在することがわかる．

命題 6.5 orbit data $\tau$ は $\lambda(w_{\tau})>1$ および条件 (7) を満たすと仮定し，$\overline{f}$を命題 55で述べた $\tau$

の tentative realization とする．このとき，$\lambda(w_{\tau})=\lambda(w_{\overline{\tau}})$ となる orbit data $\check{\tau}$ であって，$\overline{f}$ が $\check{\tau}$

の realization となるものが存在する．特に，$\check{\tau}$ は条件 (8) を満たす．

7 主結果
ルート系 $\Phi_{N}$ の有限部分集合

$\Gamma_{\tau}:=\Gamma_{\tau}^{(1)}\cup\Gamma_{\tau}^{(2)}\subset\Phi_{N}$

を用いて，命題 55と命題 64をまとめておく．

定理 7.1 orbit data $\tau$ は，$\lambda(w_{\tau})>1_{f}$ および条件

$\Gamma_{\tau}\cap P(\tau)=\emptyset$ (9)

を満たすと仮定する．また，$d$ を $S_{w_{\tau}}(t)=0$ の根とする．このとき，$\delta(\overline{f}_{\tau})=d$ となる $\tau$ の

realization $\overline{f}_{\tau}=(fi, \ldots, f_{n})\in \mathcal{Q}(C)^{n}$ が一意的に存在する．さらに，$o*$ 上の $N= \sum_{\iota}\kappa(\iota)$ 点
ブローアップ $\pi_{\tau}$ : $X_{\tau}arrow \mathbb{P}^{2}$ が自然に定まり，$\pi_{\tau}$ は，合成 $f_{\tau}:=f_{n}o\cdots ofi$ を自己同型写像

$F_{\tau}$ : $X_{\tau}arrow X_{\tau}$ に持ち上げる :
$X_{\tau}arrow^{F_{\mathcal{T}}}X_{\tau}$

$\pi_{r}\downarrow$ $\downarrow\pi_{\tau}$

$\mathbb{P}^{2}arrow^{f_{\tau}}$
$\mathbb{P}^{2}$ .

最後に，$(\pi_{\tau}, F_{\tau})$ は $w_{\tau}$ を実現し，$F_{\tau}$ のエントロピーは $h_{t}$

。
$P(F_{\tau})=\log\lambda(w_{\tau})>0$ となる．

条件 (9) を実現可能条件とよぶことにする．さらに，命題 56と命題 6.5を用いると，orbit data
$\tau$ が実現可能条件を満たさない場合でも，スペクトル半径が同じで実現可能条件を満たす別の
orbit data $\check{\tau}$ が存在することがわかる．

定理 7.2任意の $\lambda(w_{\tau})>1$ を満たす orbit data, $\tau$ に対して，$\lambda(w_{\overline{\tau}})=\lambda(w_{\tau})$ かつ実現可能条件
(9) を満たす orbit data $\check{\tau}$ が存在する．
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命題 25を用いると，有理曲面上の自己同型写像 $F$ : $Xarrow X$ のエントロピーは，ある $\lambda\in\Lambda$ を
用いて $h_{t}$

。
$p(F)=\log\lambda$ と表されるが，定理 72と命題 45を用いるとこの逆も成立する．

系 73任意の元 $\lambda\in\Lambda$に対して，$h_{t}$

。$p(F)=\log\lambda$ となる有理曲面上の自己同型写像 $F:Xarrow X$

が存在する．特に，

{飢。$p(F)|F:Xarrow X$ : 有理曲面上の自己同型写像} $=$ $\{1Og \lambda|\lambda\in\Lambda\}$

が成立する．

さらに，実現可能条件 (9) が成立するための十分条件を与えて，エントロピーの精密な評価を与
えることもできる．

定理 7.4 orbit data $\tau=(n, \sigma, \kappa)$ は次の条件を満たすと仮定する :

(1) $n\geq 2$ ,

(2) 任意の $\iota\in \mathcal{K}(n)$ に対して，$\kappa(\iota)\geq 3$ ,

(3) もし，$\iota\neq\iota’$ が，任意の $m\geq 0$ について，$\sigma^{m}(\iota)_{1}=\sigma^{m}(\iota’)_{1}$ および $\kappa(\sigma^{m}(\iota))=\kappa(\sigma^{m}(\iota’))$ を

満たせば，任意の $m\geq 0$ について，$\iota’\neq\sigma^{m}(\iota)$ が成立する．

このとき，orbit data $\tau$ は実現可能条件 (9), および，$2^{n}-1<\lambda(w_{\tau})<2^{n}$ を満たす．特に，自己
同型写像君のエントロピーについて，不等式 $\log(2^{n}-1)<h_{t}$

。
$P(F_{r})<\log 2^{n}$ が成り立つ．

この定理から，ほとんどすべての ortit data が実現可能条件を満たすことがわかる．定理 74では
$n\geq 2$を仮定したが，Diller [3] は，二次双有理写像を単体で考えることで，orbit data $\hat{\tau}=(1,\hat{\sigma},\hat{\kappa})$

を実現する自己同型写像鼻を構成している．一方，定理 7.4の仮定を満たす orbit data $\tau$ であっ
て，得られた写像君が Diller の構成した写像再の合成とは共役にならない例もみつかってい
る ([7] 参照).
実現可能条件については，McMullen [4] も次の結果を得ている．すなわち，$w\in W_{N}$ のスペク
トル半径は正 $\lambda(w)>1$ であって，$w^{k}(\alpha)\neq\alpha$ がすべての $\alpha\in\Phi_{N}$ と $k\geq 1$ について成り立てば，

$w$ はある $(\pi, F)$ によって実現される．しかし，この判定条件は $\Phi_{N}$ が無限集合であるため判断が
難しい．一方，命題 45を用いて $w=w_{\tau}$ となる orbit data $\tau$ を固定すると，$\Gamma_{r}$ は有限集合であ
るため，定理 7.1における実現可能条件 (9) は検証が可能である．さらに，McMullen の実現可能
条件は満たさないが，条件 (9) を満たす例もみつかっている ([7] 参照).

8 Siegel 円板
最後に，有理曲面上の自己同型写像の Siegel 円板について述べる．

定義 81 $S$を複素曲面とし，$F$ : $Sarrow S$ を自己同型写像とする．

(1) 2つの複素数 $\xi_{1},\xi_{2}\in \mathbb{C}^{x}$ が乗法的独立であるとは，$i_{1},$ $i_{2}\in Z$ に対して関係式 $\xi_{1}^{i_{1}}\cdot\xi_{2}^{i_{2}}=1$

を満たせば，$(i_{1}, i_{2})=(0,0)$ となることである．
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(2) 線形写像 $R$ : $\mathbb{C}^{2}arrow \mathbb{C}^{2}$ が無理数回転であるとは，乗法的独立な単位円周上の複素数 $\xi_{1},\xi_{2}\in$

$\{|z|=1\}$ を用いて，$R:(z_{1}, z_{2})\mapsto(\xi_{1}z_{1}, \xi_{2}z_{2})$ と表されることである．

(3) $S$ 内の開集合 $U\subset S$が $F$ の Siegel 円板であるとは，$F(U)=U$かつ，$F|U$ が無理数回転
$R|\{|z|<1\}^{2}$ と解析的共役となることである．

興味があるのは，エントロピー正で Siegel 円板をもつ自己同型写像 $F:Sarrow S$ である．導入で
も述べたように，エントロピー正の自己同型写像 $F$ : $Sarrow S$ を許容する複素曲面 $S$ は，本質的
に，トーラス，K3曲面，そして有理曲面に限られる．複素曲面 $S$がトーラスの場合は Siegel 円板
が存在しないことが知られており，さらに，$S$ が K3曲面の場合，Siegel 円板が存在すれば必然的
に $S$ が非射影的になってしまうことが知られている ([4] 参照). そこで，有理曲面上での Siegel
円板の構成が問題になる．しかし，有理曲面上の Siegel 円板は，McMullen や Bedford-Kim に

よって限られた写像でみつかっているのみである ([1, 4] 参照). 特に，Siegel 円板をもち，既約な
反標準曲線を保存する自己同型写像はみつかっていない．そこで，次の問題を提起して終えるこ
とにする．

問題 8.2定理 7.1において得られる自己同型写像の中で Siegel 円板をもつものは，どれくらい
存在するか ? さらに，複数個の Siegel 円板をもつ自己同型写像は存在するか ?
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