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0. 序
Extractablc code と conformal code の関係について述べる．語の集合 $C$ が code をなすとき，正

整数 $n$ に対し $C^{(n)}=\{w^{n}|w\in C\}$ は再び code をなす．しかしながら，$C^{(n)}$ が cxtractablc になる
ような code $C$ の性質はほとんど分かっていない．文献 $[7|$ で，$C$ が uniform code あるいは reflective
code であれば $C^{(n)}$ が extractable であることを報告した ([7],Prop.9及び Prop. 16). この結果は別々

に証明を与えている．この二つの結果を同時に証明することが本論文の目的である．そのために，
conformal code なる概念を定義導入する．

1. 記号と基本的諸概念
以下で使用する用語と記号について説明を行う．説明無く使用される用語については，例えば，

J.Berstel and D.Perrin[1] や G.Lallcment[3] を参照されたし．
$A$ は字母系 (アルファベット), $A^{+}$ は $A$ 上の free scmigroup(自由半群), $A^{*}$ は，空語 1を単位元
とする，$A$ 上の free monoid(自由単位半群) とする: $A^{*}=A^{+}\cup\{1\}$ . free monoid $A^{*}$ の元 $w\in A^{*}$

は語ろ呼ばれる．語 $w(\in A^{*})$ 中の $A$ の元の個数を $|w|$ で表し語 $w$ の長さと呼ぶ．

定義 1. $A^{+}$ の空でない部分集合 $X$ は，$x_{1},$
$\ldots,$ $x_{p},$ $y_{1},$ $\ldots,$

$y_{q}\in X,$ $p,$ $q\geq 1$ , に対し，

$x_{1}\cdots x_{p}=y_{1}\cdots y_{q}$ ならば $p=q$ かっ $x_{1}=y_{1},$ $\cdots,$ $x_{p}=y_{p}$ .

なる条件をみたすとき，$A$ 上の code と呼ばれる．

$A^{*}$ の submonoid $M$ は $(M-\{1\})-(M-\{1\})^{2}$ なる唯 1つの極小生成系を持つ (一般に極小生

成系は基底 (base) と呼ばれる).
$A^{*}$ の部分半群 $M$ は $A^{*}$ の単位元 1を含むとき submonoid と呼ばれる．$M$ を $A^{*}$ の submonoid とす

る．ある字母系 $B$ 上の free monoid $B^{*}$ から $M$ の上への isomorphism $f$ : $B^{*}arrow M$ が存在するとき
$M$ は $A^{*}$ の free submonoid と呼ばれる．free submonoid の極小生成系は code であり，逆に任意の
code $X$ が生成する submonoid $x*$ は free である $([1|,p.43])$ .
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$A^{*}$ の空でない部分集合 $X$ は，$X\cap XA^{+}=\emptyset$ なる条件を満たすとき prefix code と呼ばれる．$X$ は
$X\cap A^{+}X=\emptyset$なる条件をみたすとき $su\mathfrak{W}$ code と呼ばれる．code $X$ は，prefix でありかつ suffix で
あるときは $bif\dot{a}$ code と呼ばれる．

$M$ を $A^{*}$ の submonoid とする．任意の $u,$ $v\in A^{*}$ に対し，

$u,$ $uv\in M\Rightarrow v\in M$ . かつ $v,$ $uv\in M\Rightarrow u\in M$

なる 2条件を満たすとき $M$ は biunita吻であるという．一般に，$A^{*}$ の submonoid $M$ が biunitary
であるための必要十分条件は，$M$ の極小生成系 $X$ が bifix code であることである ([1],Prop.2.5).

code $C$ が，任意の $x,$ $y\in A^{*}$ と任意の $z\in C$ に対し，$[xzy\in C\Rightarrow x=y=1]$ なる条件を満

たすとき，$C$ は infix code と呼ばれる．infix code が bifix code であることは定義より明らかである．
$A$ 上の長さ $m\geq 1$ の語の全体 $A^{m}$ の空でない任意の部分集合は code $C$ をなす．これらの code $C$ は

uniform codc と呼ばれる．uniform code が bifix code であることは明らかであろう．

$A^{*}$ の submonoid $M$ は次の条件を満たすとき edractable(可抽) であると呼ばれる．

任意の $x,$ $y\in A^{*},$ $z\in M$に対し，$xzy\in M$ ならば $xy\in M$.

定義．$C$ を $A$ 上の code とする．$C^{*}$ が $A^{*}$ の extractable submonoid ならば，$C$ は extractable と

呼ばれる．

「可抽な部分半群 (cxtractable subsemiguroup)」や「可挿な部分半群 (insertable subsemigroup)」
の概念は Tamura[4,p.191] に見い出せる．可抽な code の例は，文献 [6] に見い出せる．つまり，ペト
リネット $PN$ に付随する $D$-type のペトリネット codc $D(PN)$ ([5],Def.2.6) は可抽であるという性
質を持っている ([6],Prop.2.3).
一般に，extractable code の部分集合は extractable とは限らない．例えば，$A=\{a, b\}$ 上の code
$A^{2}$ は extractable code である．しかし，その部分集合 $C=\{a^{2}, ab, ba\}$ は extractable ではな $A\backslash$ .

2. Conformal Code

conformal code は以下のように定義される．

定義．$C$ を $A$ 上の codc とする．任意の $d,$ $c\in C$ と任意の $\alpha,$ $\beta\in A^{*}$ に対し，

$d^{2}=\alpha c\beta\Rightarrow d=\alpha\beta,$ $c=\beta\alpha,\cdot$

が成立するとき，$C$ は conformal code (共形的コード) と呼ばれる．

注意．一般に conformal code $C$ において $d,$ $c\in C,$ $d^{2}=\alpha c\beta=\alpha’c\beta’$ から $\alpha=\alpha_{;}’\beta=\beta’$ が結論出
来るとは限らない．
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例 1. (1) $C=\{ab^{2}, (ab)^{2}\}$ は conformal code である．
(2) $C=\{a^{2}b^{3}, aba\}$ は conformal code である．

次の性質は定義から直接得られる自明な事実であるが有用である．

性質 1. conformal code の空でない任意の部分集合は conformal codeである．

例 2. uniform codc $A^{n},$ $n\geq 1$ , は conformal code である．従って，$A^{n}$ の任意の空でない部分集
合は conformal である．

証明．$C$ を uniform codc とする．$d,$ $c\in C,$ $\alpha,$ $\beta\in A^{*}$ について $d^{2}=\alpha c\beta$ とする (下図).

$d$ $d$

$c$

Fig. 1.

$C$ は uniform なので，$|d|=|c|$ である．従って，

$|\alpha|+|\beta_{0}|=|\beta_{0}|+|\alpha_{0}|=|\alpha_{0}|+|\beta|$ .

従って，$|\alpha|=|\alpha 0|,$ $|\beta 0|=|\beta|$ . つまり $\alpha=\alpha 0,$ $\beta=\beta 0$ . 従って $d=\alpha\beta,$ $c=\beta\alpha$ .

命題 1. conformal codc は infix $co$dc である．

証明．$Z$ を $A$上の conformal code とする．$d=xcy,$ $c,$ $d\in Z,$ $x,$ $y\in A^{*}$ とする．$d^{2}=x\cdot c\cdot$yxcy
より $d=x\cdot$ yXCy かつ $c=yxcy\cdot x$ . 従って $|c|=|yxcyx|$ . 従って $yx=1$ , つまり $x=y=1$ .

$A$ 上の code $Z$ は任意の $u,$ $v\in A^{*}$ に対し $[uv\in Z\Rightarrow vu\in Z]$ を満たすとき reflective code と

呼ばれる．定義より，reflective code は共役類 (conjugacy class) の和集合である．reflective code は
infix code である ([71,Prop.7). 従って，reflective code は bifix code である．以下の例 4に示すよう
に共役類の和集合は reflective code を成すとは限らない．

例 3. $C=Cl(a^{2}b)+Cl(ab^{3})=\{a^{2}b, aba, ba^{2}, ab^{3}, bab^{2}, b^{2}ab, b^{3}a\}$ は reflective code である．実際，$C$

が codc を成すことは，$C$ が prefix code であることにより確かめられる．

例 4. 注意．$L=Cl(ab)+Cl(ab^{2})=$ $\{ab, ba, ab^{2}, bab, b^{2}a\}$ は共役類の和であるから，$[uv\in L,$ $u,$ $v\in$

$A^{*}\Rightarrow vu\in L]$ なる条件を満たす．しかし (ab) . $(bab)=(abb)$ . $(ab)\in L^{*}$ であるから $L$ は code で
はない．つまり共役類の和が常に rcflective code になるとは限らない．

例 5. 注意．$C$ が reflective code であっても，$c*$ について条件 $[uv\in C^{*}\Rightarrow vu\in C^{*}]$ が成立する

とは限らない．
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命題 2. reflective code は conformal である．

証明．$C$ を $A$ 上の reflectivc code とする．$d^{2}=\alpha c;/;$ . $d,$ $r,$ $\in C,$ $\alpha,\beta\in A^{*}$ , とする．$C$ は code で
あるから $\alpha=\beta=1$ ではない．

Case 1. $\alpha=1,$ $\beta\neq 1$ の場合．この場合 $d^{2}=c\beta$ . $C$ は prefix code であるから $d=c,$ $d=\beta$ . 従っ
て，$d=1$ . $\beta=\alpha\beta,$ $c=d=\beta\cdot 1=\beta\alpha$ .
$\beta=1,$ $\alpha\neq 1$ の場合．$C$ は suffix codeであるから，$d=\alpha\beta,$ $c=\beta\alpha$ が成立する．

Casc 2. $\alpha\neq 1$ かつ $\beta\neq 1$ のとき．この場合 $d=\alpha(i_{0}=\alpha_{0}\beta,$ $c:=\beta_{0}\alpha_{0}$ であるような $\alpha 0,$ $(i_{0}\in A^{*}$

が存在する (Fig. 2).

$d$ $d$

$c$

Fig. 2.

もし $|\alpha 0|=|\alpha|$ ならば，$d=\alpha\beta_{0}=\alpha_{0}\beta$ より $\beta_{0}=\beta$ である．そして，$d=\alpha\beta,$ $c=\beta\alpha$ を得る．

つまり，$C$ は conformal である．
Casc 2-1. $|\alpha|>|\alpha_{0}|$ のとき．この場合，$\alpha=\alpha_{0}u$ となる $u\in A^{*}$ が存在する．$C$ は reflective であ
り，かつ $d=\alpha 0u\beta 0\in C$ であるから，$\beta 0\alpha_{0}u,$ $\beta 0\alpha 0\in C$ である．これは $C$ が prefix code であるこ
とに矛盾する．従って，Case 2-1は起こらない．

Case 2-2. $|\alpha|<|\alpha 0|$ のとき．この場合，$\alpha 0=\alpha u$ となる $u\in A^{*}$ が存在し，$c=\beta_{0}\alpha u,$ $d=\alpha\beta_{0}\in C$ .
$C$ が reflective であることより $\beta_{0}\alpha\in C.$ $C$ は prefix だからこれは起こり得ない．
以上で reflective code は conformalであるいことが示せた．

注意．性質 1と命題 2より，reflective code の任意の空でない部分集合は conformal code である．

$C$ を $A$ 上の code とし，$n$ を正整数とする．集合 $C^{(n)}$ を次で定義する．

$C^{(n)}=\{c^{n}|c\in C\}$ .

一般に，$C$ が code であれば，$C^{(n)}$ は code である ([3,Prop.10.2, Cor. 10.3]). この事実は code の
合成 (composition) という概念 ([l,P.71]) を使えばより明確に説明できる．
$Z\subset A^{*}$ と $Y\subset B^{*}$ を code とする．ただし，$Y$ 中の語に出現する文字の集合は $B$ に一致するもの
とする ( $B$ の真部分集合ではないとする). もし，$B$ から $Z$ への全単射 $\beta$ が存在するならば，$Y$ と $Z$

は $\beta$ を通して合成可能であるという．集合

$X=\beta(Y)\subset Z^{*}\subset A^{*}$

は $Y$ と $Z$ の合成 (composition) と呼ばれる．$X$ を $X=Y\circ_{\beta}Z$ と表記する．一般に次の命題が成り
立っ
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命題 3([1],Prop.6.1). $Y$ と $Z$ が $\beta$ を通して合成可能な code であれば，$X=Yo_{\beta}Z$ も code で
ある．

$C$ を $A$ 上の code とする．code $C$ を添字集合とする新しいアルフアベット $B$ を作る．

$B=\{b_{x}|x\in C\}$ .

$N$ を正整数の集合とする．$\varphi$ : $Carrow N$ を $C$ から $N$ への任意の写像とする．相異なる文字の幕からな
る集合 $Y=\{b_{x}^{\varphi(x)}|a_{x}\in B\}$ は明らかに $B$ 上の (bi且 x) codeである．$\pi$ : $Barrow C,$ $\pi(b_{x})=x$ , は $B$ か

ら $C$への全単射である．従って，$Y$ と $C$ は合成可能である．従って，上記の命題により，$X=Yo_{\pi}C$

は code である．つまり $X=\{x^{\mathscr{C}’(x)}|x\in C\}$ は code である．特に $\varphi(C)=\{n\}$つまり，$\varphi(C)$ が一

元集合の場合が $X=C^{(n)}$ である．

補題 4. $C$ を $A$ 上の code とする．$C$ が infixならば $C^{(n)}$ は infix である．

証明．$C=\{w_{i}|i\in I\}$ とする．ここで，$I$ は添字集合である．ある $w_{i}^{n},$ $w_{j}^{n}\in C^{(n)}$ とある $x,$ $y\in A^{*}$

について $w_{j}^{7l}=xw_{i}^{n}y$ と仮定する．

初めに，$x\neq 1$ かつ $y\neq 1$ が起こらない事を示す．
$x\neq 1$ かつ $y\neq 1$ と仮定する．$n=1$ ならば，$wj=xw_{i}y$ . これは $C$ が infix であることに反する．

従って $n\geq 2$ である．$|x|+n|w_{i}|+|y|=n|wj|$ より $|wj|>|w_{i}|$ . $x$ は $w_{j}^{n}$ の左因子だから，$x=w_{j}^{p}\alpha$

となる，$P\geq 0$ と $wj$ の左因子 $\alpha$ が存在する．もし $\alpha=1$ または $\alpha=w_{j}$ ならば，$w_{i}$ は $w_{j}$ の左

因子となり，これは $C$ が infix code であることに反する．従って $C\mathcal{Y}$ は $wj$ の 1と異なる左因子であ

る．$|\alpha w_{i}|\leq|wj|$ ならば，$w_{i}$ は $wj$ の内部因子となる．これは $C$ が infix code であることに反す

る．従って $|\alpha w_{i}|>|wj|$ である．よって，$\alpha\beta_{1}=wj$ となる $w_{i}$ の左因子 $\beta_{1}(\neq 1, w_{i})$ が存在する．

このとき $w_{j}^{p+1}=x\beta_{1}$ である．もし，$|\beta_{1j}w|\leq|w_{i}|$ ならば，$wj$ は砺の内部因子となり $C$ が infix
code であることに反する．よって $|\beta_{1}wj|>|w_{i}|$ . 従って，$\beta_{1}w=w\beta_{2}$ となる $w_{i}$ の左因子が存在

する．このとき $w_{j}P=xw_{i}\beta_{2}$ である．この議論をくりかえすと，$w_{i}$ の左因子 $\beta_{1},$ $\beta_{2},$
$\cdots,$

$\beta_{k},$ $\cdots$ ,

で $w_{j}^{p+k}=xw_{i}^{k-1}\beta_{k},$ $k=1,2,$ $\cdots k,$ $\cdots$ , となるものが存在する．しかしながら，$k=n-p$ に対し

て，$w_{j}^{n}=xw_{j}^{n-p}$ ‘1であるが，これは $xw_{i}^{n}y$ の真の左因子であるから矛盾である．従って，$x\neq 1$ か

つ $y\neq 1$ は起こりえない．

もし，$x=1$ かつ $y\neq 1$ ならば，$w_{i}$ は $wj$ の真の左因子である．これは矛盾．同様に $x\neq 1$ かつ $y=1$

も起こりえない．従って、 $C^{(n)}$ は infix code である．

上記の補題は直感的に明らかであろうが次の命題 5の証明に必要不可欠であるので証明を書いた．
$C$ が conformal code ならば，命題 1により，$C$ は infix code である．従って補題 4により，$C^{(n)}$ は

infix code である．この事実を用いることにより次の命題を得る :

命題 5. $C$ が conformal code の空でない部分集合ならば，$C^{(n)},$ $n\geq 2$ , は extractable である．

証明略．
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