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$G$ を体 $F$ 上の代数群とし、 $P_{1},$
$\ldots,$

$P_{k}$ を $G$ の放物型部分群とする。 この

とき、 次の多重旗多様体の $G$-軌道分解を考える。

$\mathcal{M}=(G/P_{1})\cross\cdots\cross(G/P_{k})$

$\cong(G\cross\cdots\cross G)/(P_{1}\cross\cdots\cross P_{k})$

ただし、 $G$ は $\mathcal{M}$ に対角的に作用するものとする。 すなわち

$g\cdot(m_{1}, \ldots, m_{k})=(gm_{1}, \ldots, gm_{k})$

$F$ が無限体のときに、 $\mathcal{M}$ が有限個の $G$-軌道に分解されるとき、 $\Lambda t$ は有限
型であるという。

注意 1写像 $(g_{1}, \ldots,g_{k})\mapsto(g_{k}^{-1}g_{1}, \ldots, g_{k}^{-1}g_{k-1})$ により、 この軌道分解は

$(G/P_{1})\cross\cdots\cross(G/P_{k-1})$

の $P_{k}$ -軌道分解と同一視できる。

例 1 (Bruhat 分解) $G$ が $F$ 上 split するとき、 注意 1により、 $k=2$ の場合
は Bruhat 分解

$G=\square P_{2}wP_{1}w\in W_{2}\backslash W/W_{1}$

に帰着する。 ただし、 $G$ のボレル部分群 $B$ およびワイル群 $W$ によって

$P_{1}=\square BwBw\in W_{1}$ ’

( $W_{1)}W_{2}$ は $W$ の部分群) とする。

例 2 $G=$ GL2(F), $k=3$ のとき、

$P_{2}=uBwB$
$w\in W_{2}$

$\mathcal{M}\cong P^{1}(F)\cross P^{1}(F)\cross P^{1}(F)$

であり、 $\mathcal{M}$ は 5個の $G$-軌道に分解される (Fig.1)。ただし、右端の数は $F$ が
$q$ 個の元からなる有限体 $F_{q}$ のときに各軌道に含まれる元の数である。
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$\{l_{1}=\ell_{2}=\ell_{3}\}$ $q+1$

$\{\ell_{1}\neq l_{2}\neq p_{3}\neq\ell_{1}\}$

$3\cross q(q+1)$

$(q-1)q(q+1)$

Fig.1. $GL_{2}(F)\backslash P^{1}(F)\cross P^{1}(F)\cross P^{1}(F)$ Total: $(q+1)^{3}$

1 知られている結果

1.1 $GL_{n}$-case
(Magyar-Weyman-Zelevinsky, 1999 [MWZ99]) $G=GL_{n}(F),$ $F$ は代数的閉体
のとき、

1. $k\geq 4\Rightarrow \mathcal{M}$ は無限型。
2. 有限型の三重旗多様体を分類。
3. 有限型の三重旗多様体について、

$G$-軌道 $rightarrow$ quiver の表現の indecomposables への分解

例 2を含むいくつかの簡単な場合に、 この結果を解説するのは非常に面白い
が、 別の機会にする。 (注意 : この結果は任意の体 $F$ 上で成り立つと思わ
れる。)

1.2 $Sp_{2n}$-case
(Magyar-Weyman-Zelevinsky, 2000 [MWZOO]) $G=Sp$2$n(F),$ $F$ は代数的閉体
のときに同じことを行なった。 この場合、 $F$ が代数的閉体であることは本質
的である (1.4節参照)。

1.3 Littelmann による spherical double cone の分類
Littelmann [L94] は開 $B$-軌道を持つ二重旗多様体 $(G/P_{1})\cross(G/P_{2})$ を分類
した。 ただし $G$ は単純代数群、 $B$ は $G$ の Borel 部分群、 $P_{1},$ $P_{2}$ は $G$ の極
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大放物型部分群とする。
このとき、$F$ が標数 $0$ の代数的閉体ならば、Brion-Vinberg の定理 ([B86],[V86])

により、 $(G/P_{1})\cross(G/P_{2})$ 上の $B$-軌道の数は有限である。
したがって、 $G$ が直交群または例外群のときに、 Littelmann の分類表に

ある $(G/P_{1})\cross(G/P_{2})$ の $B$-軌道分解を具体的に記述するのは興味深い問題
である。

1.4 柏原-Schapira の分解
$G=Sp$2$n(\mathbb{R}),$ $\mathcal{T}=(G/P)\cross(G/P)\cross(G/P)$ ただし $P$ は $G$ の Siegel 放
物型部分群とする。 このとき、 $\mathcal{T}$ の $G$-軌道分解は、柏原-Schapira の教科書
”Sheaves on Manifolds” (1990) の P.492 (exercise) に記述されている。 すな
わち、 実 $2n$ 次元 symplectic ベクトル空間における 3個の Lagrangian 部分
空間の配置の問題で、 “Maslov index” が自然に定義されている。
また、 同様の問題が [FMS04] および [CN06] で扱われている。

1.5 その他の研究

西山-落合 [NOII] は複素対称対 $(G, K)$ に対し、 $(G/P)\cross(K/Q)$ の $K$-軌道
分解を研究した。
橋本 [H04] は任意の体 $F$ 上で $GL_{n}(F)/B$ の $B_{n-l}$-軌道分解を記述した。

ただし、 $B_{n-1}$ は $GL_{n-1}(F)$ の Borel 部分群である。 $P$ を $(n-1,1)$ 型の極大
放物型部分群とするとき、 $(G/P)\cross(G/B)$ 上の開 $G$-軌道は $G/(B_{n-1}\cross F^{x})$

と表わせる。 したがって、 この軌道分解は $(G/P)\cross(G/B)\cross(G/B)$ の G-
軌道分解に open に埋め込まれる。

2 $M\cross M\cross M$ の $G$-軌道分解
$F$ を標数 $\neq 2$ の体とし、 $F^{2n+1}$ 上の対称双線形形式 $($ , $)$ を

$(e_{i}, e_{j})=\delta_{i,2n+2-j}$

で定義する。 ただし、 $e_{-}$ . $\cdots,$ $e_{2n\oplus_{-}}$ は $F^{2n+1}$ の標準基底である。 このとき、
$2n+1$ 次 split 特殊直交群 $G$ が

$G=\{g\in SL_{2n+1}(F)|(gu,$ $gv)=(u,$ $v)$ for $aUu,$ $v\in F^{2n+1}\}$

で定義される。 $F^{2n+1}$ の部分空間 $V$ は $(V, V)=\{0\}$ かつ $\dim V=n$ のと
き、 maximally isotropic subspace と呼ばれる。

$M=$ {$V|V$ は $F^{2n+1}$ の maximally isotropic subspace}
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とおくと、 $M$ は $G$ の等質空間となるので、 $U_{0}=Fe_{1}\oplus\cdots\oplus Fe_{n},$ $P=\{g\in$

$G|gU_{0}=U_{0}\}$ とおくことにより、

$M=GU_{0}\cong G/P$

と表わせる。 $P$ は $G$ の一つの極大放物型部分群である。

三重旗多様体 $\mathcal{T}=M\cross M\cross M$ を $G$-軌道分解しよう。

$d=0,$ $\ldots,$
$n$ に対し、 $U_{d}=Fe_{1}\oplus\cdots\oplus Fe_{n-d}\oplus Fe_{n+2}\oplus\cdots\oplus Fe_{n+d+1}$ と

おき、 $n$ の分割 $n=a+b+c_{+}+c_{0}+c_{-}$ に対し、

$U_{(\alpha)}=Fe_{1}\oplus\cdots\oplus Fe_{a}$ , $U_{(\beta)}=Fe_{2n-a-b+2}\oplus\cdots\oplus Fe_{2n-a+1}$ ,
$U_{(+)}=Fe_{a+b+1}\oplus\cdots\oplus Fe_{k_{+}}$ , $U_{(-)}=Fe_{n+2}\oplus\cdots\oplus Fe_{k-}$ ,
$U_{(0)}=Fe_{k_{+}+1}\oplus\cdots\oplus Fe_{k_{+}+co}\oplus Fe_{k_{-}+1}\oplus\cdots\oplus Fe_{k-+c0}\oplus Fe_{n+1}$

と定義する。 ただし、 $k_{+}=a+b+c+,$ $k_{-}=n+c_{-}+1$ とする。 さらに、
$W_{(0)}=U_{(\alpha)}\oplus U_{(\beta)}\oplus U_{(+)}\oplus U_{(-)}$ とおき、 次の 3種類の $M$ の元を定義する。

cg $=2c_{1}-1$ が奇数のとき、

$V(a, b, c_{+}, c_{-})_{odd}=W_{(0)} \oplus(\bigoplus_{1=1}^{1}F(e_{k_{+}+i}+e_{k-+i}))\oplus(+$

$\oplus F(e_{k_{+}+C1}-\frac{1}{2}e_{k-+c_{1}}+e_{n+1})$

$c_{0}=2c_{1}$ が偶数のとき、

$V(a, b, c_{+}, c_{-})_{even}^{0}=W_{(0)} \oplus(c\bigoplus_{i=1}^{1}F(e_{k_{+}+i}+e_{k-+i}))\oplus(+$

さらに、 $c_{0}=2c1$ が正の偶数のとき、

$V(a, b, c_{+}, c_{-})_{even}^{1}=W_{(0)} \oplus(\bigoplus_{=1}^{c1}F(e_{k_{+}+i}+e_{k-+i}))\oplus(e_{k_{+}+i}-e_{k-+:}$

$\oplus F(e_{k_{+}+co}-e_{k_{-}+co}-\frac{1}{2}e_{k-+1}+e_{n+1})$

定理 1 $t=(V_{(1)}, V_{(2)}, V_{(3)})\in \mathcal{T}=M\cross M\cross M$ に対し、

$a=\dim(V_{(1)}\cap V_{(2)}\cap V_{(3)}),$ $b=\dim(V_{(1)}\cap V_{(2)})-a$ ,
$c+=\dim(V_{(1)}\cap V_{(3)})-a,$ $c_{-}=\dim(V_{(2)}\cap V_{(3)})-a$ ,
$c_{0}=n-a-b-c_{+}-c_{-},$ $\epsilon=\dim(V_{(1)}+V_{(2)}+V_{(3)})+a-2n\in\{0,1\}$ ,

$d=n-a-b$
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とおくと、
(i) $c_{0}$ が奇数 $\Rightarrow\epsilon=1,$ $t\in G(U_{0},$ $U_{d},$ $V(a,$ $b,$ $c_{+},$ $c_{-})$odd $)$

(ii) $c_{0}=0\Rightarrow\epsilon=0,$ $t\in G(U_{0}, U_{d}, V(a, b, c_{+}, c_{-})_{even}^{0})$

(iii) $c_{0}$ が正の偶数 $\Rightarrow t\in G(U_{0}, U_{d}, V(a, b, c_{+}, c_{-})_{even}^{\epsilon})$ with $\epsilon=0$ or 1

系 $\eta_{k}=\{\begin{array}{l}1if k=0,1,3,5, \ldots,\text{とおくと、}2if k=2,4,6, \ldots.\end{array}$

$|G \backslash \mathcal{T}|=\sum_{k=0}^{n}\eta_{k}(\begin{array}{lll}n +3- k 3 \end{array})= \{\frac{\frac{(n+2)^{4}}{(n+2)^{4}16}-1}{l6}$

$(n\mathscr{F}$数
$)(n \int ffl$

数 $)$

(最後の等式は落合啓之による。)

$n=1,2,3,4$ のとき、 軌道の数は、

定理 2 $F$ が $r$ 個の元からなる有限体 $F_{r}$ のとき、

$|Gt|=|M| \frac{r^{(n-a)(n-a+1)/2}[r]_{n}}{[r]_{a}[r]_{b}[r]_{c+}[r]_{c-}[r]_{c0}}\psi_{co}^{\epsilon}(r)$ .

ただし $[r|_{m}=(r+1)(r^{2}+r+1)\cdots(r^{m-1}+r^{m-2}+\cdots+1)$ ,
$\psi_{2k}^{0}(r)=\psi_{2k-1}^{1}(r)=\frac{\psi_{2k}^{1}(r)}{r^{2k}-1}=r^{k(k-1)}(r-1)(r^{3}-1)\cdots(r^{2k-1}-1)$ .

注: $\psi_{co}^{\epsilon}(r)=|GL_{c_{0}}(F_{r})/H_{c_{0}}^{\epsilon}|$ ただし

$H_{CQ}^{\epsilon}=\{\begin{array}{ll}1 \cross Sp_{c0-1}(F_{r}) ( Q \text{奇数}),Sp_{c0}(F_{r}) (c_{0} \text{偶数} , \epsilon=0),Q_{c0}=\{g\in Sp_{c\circ}(F_{r})|gv=v\} (c_{0} \text{偶数} , \epsilon=1)\end{array}$

$(0\neq v\in F_{r^{0}}^{c})$

3 $M\cross M\cross M_{0}$ の $G$-軌道分解
さらに $G$ の full flag variety

$M_{0}=\{V_{1}\subset\cdots\subset V_{n}|\dim V_{i}=i, (V_{n}, V_{n})=\{0\}\}\cong G/B$

を考え、 三重旗多様体 $\mathcal{T}_{0}=MxM\cross M_{0}$ を $G$-軌道分解しよう。
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注意 2 $\dim M+\dim M+\dim M_{0}=\frac{n(n+1)}{2}+\frac{n(n+1)}{2}+n^{2}=n(2n+1)=\dim G$.
すなわち、 $\mathcal{T}_{0}$ は $G$-開軌道が存在しうる最大次元を持つ。 この場合、 開軌道
の存在は [L94] (Table 1) によって示されている。

定理 1により $t=(U_{0}, U_{d}, V)\in T,$ $V=V(a, b, c_{+}, c_{-})$。dd, $V(a, b, c_{+}, c_{-})_{even}^{0}$

or $V(a, b, c_{+}, c_{-})_{even}^{1}$ を固定してよい。 $\pi$ : $\mathcal{T}_{0}arrow \mathcal{T}$ が自然な射影 $M_{0}arrow M$ に

よって定まる。 $\pi^{-1}(t)$ は

$M_{0}(V)=\{V_{1}\subset\cdots\subset V_{n}|V_{n}=V\}$

と同一視できるので、 $M_{0}(V)$ 上の $R(t)=P\cap P_{U_{d}}\cap P_{V}$ による軌道分解を記
述すればよい。

定義 $M_{0}(V)$ の full flag $\mathcal{F}$ : $V_{1}\subset\cdots$ 欧 $V_{n}$ が次の条件を満たすとき、 stan-
dard であるという。

$V_{1}=(V_{i}\cap U_{(\alpha)})\oplus(V_{1}\cap U_{(\beta)})\oplus(V_{1}\cap(U_{(+)}\oplus U_{(-)}))\oplus(V_{i}\cap U_{(0)})$ ,
$V_{i}\cap U_{(\alpha)}=Fe_{1}\oplus\cdots\oplus Fe_{a:(\mathcal{F})}$ ,
$V_{i}\cap U_{(\beta)}=Fe_{2n-a-b+2}\oplus\cdots\oplus Fe_{2n-a-b+1+b_{i}(F)}$

for all $i=1,$ $\ldots,$
$n$ . ただし、 $a_{i}(\mathcal{F})=\dim(V_{i}\cap U_{(\alpha)}),$ $b_{1}(\mathcal{F})=\dim(V_{i}\cap U_{(\beta)})$

とする。

standard full flag $\mathcal{F}$ : $V_{1}\subset\cdots\subset V_{n}$ に対し、 $c_{j}(\mathcal{F})=\dim(V_{1}\cap(U_{(+)}\oplus$

$U_{(-)})),$ $d_{i}(\mathcal{F})=\dim(V_{i}\cap U_{(0)})$ とおき、 $I=\{1, \ldots, n\}$ の部分集合

$I_{(\alpha)}=\{\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{a}\}=\{i\in I|a_{i}(\mathcal{F})=a_{i-1}(\mathcal{F})+1\}$ ,
$I_{(\beta)}=\{\beta_{1}, \ldots, \beta_{b}\}=\{i\in I|b_{i}(\mathcal{F})=b_{i-1}(\mathcal{F})+1\}$ ,
$I_{(\gamma)}=\{\gamma_{1}, \ldots, \gamma_{c}\}=\{i\in I|c_{\dot{\tau}}(\mathcal{F})=c_{b-1}(\mathcal{F})+1\}$ ,
$I_{(\delta)}=\{\delta_{1}, \ldots, \delta_{c0}\}=\{i\in I|d_{\dot{\tau}}(\mathcal{F})=d_{i-1}(\mathcal{F})+1\}$

を定義する。 ただし、 $c=c_{+}+c_{-},$ $\alpha_{1}<\cdots<\alpha_{a},$ $\beta_{1}<\cdots<\beta_{b},$ $\gamma_{1}<\cdots<$

$\gamma_{c},$ $\delta_{1}<\cdots<\delta_{\infty}$ とする。 このとき、 $I=I_{(\alpha)}UI_{(\beta)}UI_{(\gamma)}UI_{(\delta)}$ であり、 $I$ の

置換 $\tau(\mathcal{F})$ が

$\tau(\mathcal{F}):(12\cdots n)\mapsto(\alpha_{1}\cdots\alpha_{a}\gamma_{1}\cdots\gamma_{c}\delta_{1}\cdots\delta_{co}\beta_{1}\cdots\beta_{b})$

によって定義できる。 $\tau(\mathcal{F})$ の転倒数を $\ell(\tau(\mathcal{F}))$ とする。
$X\in GL_{n}(F)$ に対し、

$h[X]=(\begin{array}{lll}X 0 00 1 00 0 J{}^{t}X^{-1}J\end{array})$

.

, $J=J_{n}=(\begin{array}{lll}0 1 \cdot 1 0\end{array})$
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とし、 $A\in GL_{c+}(F),$ $B\in GL_{c0}(F),$ $C\in GL_{c-}(F)$ に対し，

$\ell(A, B, C)=h[(\begin{array}{llll}I_{a+b} 0 0 00 A 0 00 0 B 00 0 0 C\end{array})]$

とする。
$G$ の部分群 $L_{+},$ $L_{0},$ $L_{-},$ $L,$ $L_{V}$ を

$L_{+}=\{P(A, I_{c_{0}}, I_{c-})|A\in GL_{c+}(F)\}$ ,
$L_{0}=\{\ell(I_{c+}, B, I_{c-})|B\in GL_{c0}(F)\}$ ,

$L_{-}=\{P(I_{c_{+}}, I_{c0}, C)|C\in GL_{c-}(F)\}$ ,

$L=L+\cross L_{0}\cross L_{-},$ $L_{V}=\{l\in L|\ell V=V\}$ と定義する。

命題 (i) $L_{V}=L_{+}\cross\cdot(Lv\cap L_{0})\cross L_{-}$ .
(ii) $V=V(a, b, c_{+}, c_{-})$ odd $\Rightarrow L_{V}\cap L_{0}\cong 1\cross$ Sp$co-1(F)$ ,

$V=V(a, b, c_{+}, c_{-})_{even}^{0}\Rightarrow L_{V}\cap L_{0}\cong Sp_{c_{0}}(F)$ ,
$V=V(a, b, c_{+}, c_{-})_{even}^{1}\Rightarrow L_{V}\cap L_{0}\cong Q_{c_{0}}$ .

ただし、 $Q_{c\text{。}}=\{g\in Sp_{c_{0}}(F)|gv=v\}$ with some $v\in F^{c0}-\{0\}$ .

定理 3 (i) 任意の $M_{0}(V)$ の full flag $F$ に対し、 $g\mathcal{F}$ が standard になるよう
な $g\in R(t)=P\cap P_{U_{d}}$ 口 $P_{V}$ が存在する。

(ii) $\mathcal{F}$ と $\mathcal{F}’$ がともに standard full flag のとき、 $g\mathcal{F}=\mathcal{F}’$ for some
$g\in R(t)\Rightarrow g_{L}\mathcal{F}=\mathcal{F}’$ for some $g_{L}\in L_{V}$ .

(iii) $F=F_{r}$ のとき、standard full flag $\mathcal{F}$ に対し、 $|R(t)\mathcal{F}|=[r]_{a}[r]_{b}r^{\ell(\tau(F))}|L_{V}\mathcal{F}|$ .

命題と定理 3により、問題は次の 4種類の部分群 $H$ による $GL_{n}(F)/B$ の

軌道分解に帰着する。

(A) $H=GL_{m_{+}}(F)\cross GL_{m-}(F)$ where $m++m_{-}=n$ ,
(B) $H=Sp_{n}(F)$ for even $n$ ,
(C) $H=Q_{n}$ for even $n$ ,
(D) $H=1\cross Sp_{n-1}(F)$ for odd $n$ .

注意 : $(A)\sim(D)$ については char $F\neq 2$ の条件は不要である。

125



4 $GL_{n}(F)/B$ の $H$-軌道分解
$F=\mathbb{C}$ の場合、 (A), (B) の H は $G=GL_{n}(F)$ の対称部分群であるので、 軌
道分解は [M79], [R79] によって得られている。 [M10] では任意の体 F 上で同
じ軌道分解ができることを示した。 さらに、 (C) の軌道分解も得られ、 (D)
は (C) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\check\check|$ffi着することも示した。 本稿では $n$ が小さいときの軌道構造の図
式をfflfrする $\circ \mathfrak{F}$ffl f [M10] を参照されたい。

(A) $GL_{m+}(F)\cross GL_{m-}(F)\backslash GL_{n}(F)/B$

軌道構造は $+-$ ab”-図式で表わせる。 $n=4,$ $m_{+}=m_{-}=2$ のときは次
の図のようになる (Fig.5 in $[MO90]$ )。

$++–$ $+-+-$ $+–+$ $-++-$ $-+-+$ $–++$

abba

記号の説明 : $i=1,$ . . . , $n-1$ に対し、 $\dim M_{2}=\dim M_{0}-1$ となる部分旗
多様体

$M_{i}=\{V_{1}\subset\cdots\subset V_{i-1}\subset V_{1+1}\subset\cdots\subset V_{n-1}|\dim V_{j}=j\}$

と自然な射影 $p_{i}$ : $M_{0}arrow M_{i}$ を定義する。 このとき、 2つの $H$-軌道 $S_{1},$ $S_{2}$

に対し、
$p_{i}(S_{1})=p_{i}(S_{2})$ , $\dim S_{1}+1=\dim S_{2}$

が成り立つ場合に、
$S_{1}arrow iS_{2}$
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と表示する。

(B) $Sp_{2n}(F)\backslash GL_{2n}(F)/B$

軌道構造は “AB”-図式で表わせる。 $n=2,3$ のときは次の図のようにな
6 $($Fig.3 and Fig.4 in $[MO90])_{0}$

ABCCBA

ABBA

1 $\Vert 3$

ABAB

$2\downarrow$

AABB

AABBCC

(C) $Q_{2n}\backslash GL_{2n}(F)/B$

軌道構造は “ABXY’-図式で表わせる。 $n=2$ のときは次の図のようにな
る (詳細は [M10])。
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YAAX

XYXY

(D) $1\cross Sp_{2n}(F)\backslash GL$2$n+1(F)/B$

軌道構造は (C) と同様に “ABXY’-図式で表わせる $($詳細は $[M10])$。 $n=1$
のときは次の図のようになる (この場合、 GL2 $(F)\cross GL_{1}(F)\backslash GL_{3}(F)/B$ と軌
道分解は同じ)。

AAX AXA XAA

XYX
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