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概要

発達した乱流では，エネルギー散逸率や速度差などの PDF に裾を引くことが知られている。その裾野
部分には，乱流の間欠性に起因する「乱流のコヒーレントな運動」が反映する。中心部分は．このコヒー
レントな運動に纏わり付く，「乱流に特有な揺らぎ」の情報が含まれている。マルティフラクタル密度関数
理論 (MPDFT) では．裾引き PDF を解析する理論表式が導出され，これにより，上記の情報を高精度
で抽出することが可能となった。乱流の間欠性は，Navier-Stokes方程式が有するスケール不変性に基づ
く自己相似性の顕れである。その特性を抽出するためには．スケールを変えた一連の PDF の情報が必要
である。一連のスケールは観測者が指定する拡大率 $\delta(>1)$ で与えられるものであり，$\delta$ の値が，乱流系の
観測量に影響を与えてはならない。この要請から．乱流の新しい解釈への可能性が見えてきた。この論文
では．乱流風洞実験 (毛利ら) や 40963乱流 DNS(金田，石原ら) で得られた一連の PDF を，MPDFT
で導出した PDF により高精度で解析する。その解析で抽出された情報と共に，拡大率 $\delta$ 非依存性の検証
を報告する。

1 はじめに

発達乱流のマルティフラクタル的側面について記した論文 [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16]
のうち，その多く [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11] は，系のスケーリングの性質，つまり速度構造関数のスケー
リング指数の比較を扱ったものである。間欠性を表わす物理量に対する確率密度関数 (PDF) を扱う論文は
数例のみである [8,12,13,14,15,16]。PDF を解析した研究のうち，マルティフラクタル確率密度関数理
論 (MPDFT)[12, 13, 14, 17, 18,19] は，裾引き PDF を高精度で解析する。MPDFT は，間欠的な性質を
持つ系を扱う実験や数値実験から抽出された裾引き PDF の呈する間欠現象を解析するために，著者らによ
り定式化された統計力学的アンサンブル理論である。
充分発達した乱流の間欠的特性を抽出するためには，系の階層構造に関する情報を得る必要がある。その
ためには，長さ砺を変えて特異性を示す物理量に対する一連の PDF列を作ることが必要である。長さ

$\ell_{n}=\ell_{0}\delta^{-n}$ , $\delta>1$ $(n=0,1,2, \cdots)$ (1)

は．渦のサイズあるいはその中で物理量が粗視化される領域の大きさを特徴づける長さである。拡大率 $\delta$ の

値は，観測者が自由に指定できる値なので，$\delta$ の値の選び方が乱流系の物理量に影響を与えてはならない。
その要請から，MPDFT の枠組みの中で A&A モデル自身がスケーリング関係式

$\frac{\ln 2}{(1-q)\ln\delta}=\frac{1}{\alpha_{-}}-\frac{1}{\alpha+}$ (2)
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を与える [17, 18]。ここで，$q$ は R\’enyiエントロピー [20] あるいは Havrda.Charvat [21] ならびに Tsallis [22]
(HCT) エントロピーに付随する指数であり，$\alpha\pm$ はマルティフラクタルスペクトルを零とする値である (第
21節参照)。マルティフラクタルスペクトルは，$\alpha$ に対する PDF に関係付けられる。新しいスケーリン
グ関係式 (2) を用いると，物理量は $(1-q)\ln\delta$ という組合わせの形でのみ $\delta$ に依存することになる。拡大

率 $\delta$ の違いは，エントロピー指数 $q$ に吸収される。 1

本論文では，毛利ら [25] による大型風洞実験で得られた発達乱流による速度時系列データから抽出した
エネルギー散逸率の PDF と金田石原 [26] による発達乱流の 4096’DNS から得られたエネルギー散逸率
PDF を MPDFT を用いて解析をする。
第 2節では，MPDFTの枠組みにおける定式化を行いA&A モデルの簡単な説明をする。第 3節では，実

験並びに数値実験で得られたエネルギー散逸率 PDF を，MPDFT で理論的に導出した PDF により高精度
で解析し，拡大率 $\delta$ 任意の要請の正当性を検証する。 まとめと考察を第 4節で述べる。

2 MPDFTの枠組み
ここでは，MPDFT の枠組みの簡潔な解説と今回の解析に必要となる表式を書き下しておく。詳細につ

いては，論文 [17,18] とその参考文献を参照されたい。

2.1 特異性指数と A&A モデル

MPDFT は，Frisch-Parisi [2] に倣い，$r$非圧縮流体 $(\S \cdot\tilde{u}=0)$ における Navier-Stokes (N-S) 方程式

$\frac{\partial\vec{u}}{\partial t}+(\tilde{u}\cdot\vec{\nabla})\tilde{u}=-\tilde{\nabla}p+\nu\nabla^{2}\tilde{u}$ (3)

が高レイノルズ数領域で持つスケール不変性に起因する特異性は，実空間にマルティフラクタルに分布して
いる $\Delta$ との仮説に基づいた，裾引き PDF に含まれる現象を解析する統計力学的アンサンブル理論である。
ただし，$\vec{u}=\tilde{u}(\tilde{x},t)$ は速度場を表わす。 また，$p=\hat{p}/\rho$ ($\hat{p}=\hat{p}(\tilde{x},t)$ は流体の圧力) と動粘性係数 $\nu=\hat{\eta}/\rho$

($\hat{\eta}$ は粘性) を導入した。なお，非圧縮流体では流体の質量密度 $\rho=\rho(f,t)$ は一定である。 N-S 方程式 (3)
は，スケール変換

$\vec{x}arrow\tilde{x}’=\lambda Z$, $\tilde{u}arrow\ddot{u}’=\lambda^{\alpha/3}\tilde{u}$, $tarrow t’=\lambda^{1-\alpha/3}t$, $parrow p’=\lambda^{2\alpha/3}p$, (4)

$\nuarrow\nu’=\lambda^{1+\alpha/3_{\mathcal{V}}}$ (5)

に対して不変である。ただし，$\alpha$ は任意の実数である。発達乱流の研究では，N-S 方程式で散逸項が非線形
対流項に比較して小さいという極限 (高レイノルズ数の極限) で出現するコヒーレントな乱流状態を探る
必要がある。 ところで，実際の乱流系では $\nu$ は扱う乱流系毎に特有な値をとるので，動粘性係数に対して
(5) のスケール変換を使うことはできない。 $\nu$ に依存する散逸項は，スケール変換 (4) の下での不変性を破
る項として解釈する。実際の発達乱流の解析では，不変性を破る項が零ではない (以下の議論参照) ので，

考える領域によっては散逸項の影響が無視できないことを忘れてはならない。非線形対流項に比べて散逸
項が顕著となり不変性が破れる領域が，発達乱流中のあちこちに局在して現れる。その局在領域の存在が，
乱流のコヒーレント運動のまわりに特有な揺らぎの源であると考えられる。
ここで，無次元化された速度勾配

$u_{n}’=(\frac{\delta u_{n}}{\ell_{n}})(\frac{\delta u_{0}}{\ell_{0}}I^{-1}$ (6)

1従来の PDF のほとんどは．$\delta=2$ で観測されたものであったので．Coeta, Lyra, Plastino and Tsallis [23, 24] が力学系の考
察の中で提唱したスケーリング関係式 $1/(1-q)=1/\alpha_{--}1/\alpha+$ を用いて PDF の解析 [12, 13, 14] が可能であった。
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を導入する。 $\ell_{n}$ は特徴的な長さに相当する。物理量 $\delta u_{n}=|u(\cdot+P_{n})-u(\cdot)|$ は，(1) で定義されるように，
距離 $\ell_{n}$ だけ離れた 2点間の速度場の $u$ 成分の速度差 (揺らぎ) を表す。記号．は，任意の空間点を表して
いる。スケール変換 (4) から $\delta u_{n}/\delta u_{0}=(P_{n}/\ell_{0})^{\alpha/3}$ が得られるので，(6) は，

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=(\frac{\ell_{n}}{\ell_{0}})^{(\alpha/3)-1}$ (7)

になる。このことは，$|u’|= \lim_{narrow\infty}u_{n}’$ で定義され，無次元化された速度勾配 $u’$ に $\alpha<3$ で特異性が現れ

ることを示している。すなわち，$|u’| \propto\lim\ell_{n}arrow 0^{p_{n}^{(\alpha/3)-1}}arrow\infty$ である。

直径砺の領域で平均されたエネルギー散逸率 $\epsilon_{n}$ は，

$\epsilon_{n}\sim\nu_{n}(u_{n}’)^{2}$ (8)

で与えられる。ここで $\nu_{n}$ は，考えているスケールでの粘性係数に相当する。本来のエネルギー散逸率は $P_{n}\sim<\eta$

の領域でのみ存在する $(_{\eta}$ は Kolmogorov長)。 $\ell_{n}>\eta$ における有効エネルギー散逸率 $\epsilon_{n}$ の解釈として乱流

粘性の概念を借用する。乱流粘性係数の導入により，スケール変換 (5) が要請され，$\nu_{n}/\nu_{0}=(\ell_{n}/\ell_{0})^{1+\alpha/3}$
を得る。そのため，(8) より無次元化されたエネルギー散逸率のスケーリングの性質

$\frac{\epsilon_{n}}{\epsilon}=(\frac{\ell_{n}}{\ell_{0}})^{\alpha-1}$ (9)

が得られる。ただし，乱流系へのエネルギー流入率 $\epsilon_{0}=\epsilon$ は，一定の値であると仮定した。 (9) よりエネル

ギー散逸率には，$\alpha<1$ で特異性が現れることが分かる。すなわち，$\lim_{narrow\infty}\epsilon_{n}=\lim_{narrow\infty}\ell_{n}^{\alpha-1}arrow\infty$ で
ある。
指数 $\alpha$ は，これら間欠性を呈する物理量の特異性の程度を表す指標である。 この $\alpha$ は，スケール変換 $((4)$ .

(5) 参照) に現れた任意の実数 $\alpha$ と同じものである [2]。以下，$\alpha$ を確率変数と仮定する。領域 $\alpha\sim\alpha+d\alpha$

の中に $\alpha$ を見出す確率 $P^{(n)}(\alpha)d\alpha$ は，

$P^{(n)}( \alpha)d\alpha\propto(\frac{p_{n}}{\ell_{0}})^{1-f(\alpha)}d\alpha$ (10)

で与えられる [5, 12, 13, 14, 17, 18]。MPDFT [10, 11, 12, 13, 14, 17, 18] の枠組みの中で A&A モデルで

は裾引き PDF の持っ性質を記述するのに適切と思われる R\’enyi[20] エントロピーあるいは HCT [21, 22]
エントロピーの極値を与える PDF:

$P^{(n)}( \alpha)\propto[1-\frac{(\alpha-\alpha_{0})^{2}}{(\Delta\alpha)^{2}}]^{n/(1-q)}$ (11)

を採用する。ただし，

$\Delta\alpha=\sqrt{\frac{2X}{(1-q)\ln\delta}}$ (12)

である。 $\alpha$ の定義域は，$\alpha_{\min}\leq\alpha\leq\alpha_{\max}$ で，$\alpha_{\min}$ と $\alpha_{\max}$ は $\alpha_{\min/\max}=\alpha_{0}\mp\Delta\alpha$ で与えられる。 $q$ はエ

ントロピー指数である。

(10) と (11) を比較すると，$n\gg 1$ に対して，マルティフラクタルスペクトル

$f( \alpha)=1+\frac{1}{(1-q)\ln\delta}\ln[1-\frac{(\alpha-\alpha_{0})^{2}}{(\Delta\alpha)^{2}}]$ (13)
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が得られる。質量指数は

$\tau(\overline{q})$ $=$ $1- \alpha_{0}\overline{q}+\frac{2X\overline{q}^{2}}{1+\sqrt{o_{q}}}$

$+ \frac{\ln 2}{(1-q)\ln\delta}[1-\log_{2}(1+\sqrt{Cff})]$ (14)

となる。ただし，
$o_{\sigma}=1+2\overline{q}^{2}X(1-q)$ lm $\delta$ (15)

である。マルティフラクタルスペクトルノ $(\alpha$ $)$ と質量指数 $\tau(\overline{q})$ は，互いに Legendre変換 [4, 5]

$f(\alpha)=\alpha\overline{q}+\tau(\overline{q})$ , $\overline{q}=$
$f_{d\alpha}^{f(\alpha)}$ , $\alpha=-\frac{d\tau(\overline{q})}{d\overline{q}}$ (16)

で関連している。エネルギー散逸率のす次モーメント [5, 17, 18] は．

$\{(\frac{\epsilon_{n}}{\epsilon})^{q}\rangle\alpha(\frac{\ell_{n}}{\ell 0})^{-\tau(q)+1-J}$ (17)

で与えられる。ただし，平均 $(\cdots\rangle$ は，$P^{(n)}(\alpha)$ でとったものである。一般化次元 $D(\overline{q})$ は，関係式 $D(\overline{q})=$

$\tau(\overline{q})/(1-\overline{q})$ で導入される。
$P^{(\mathfrak{n})}(\alpha)$ に現れる 3つのパラメータ $\alpha_{0},$ $X,$ $q$ は，エネルギー保存則 $(\epsilon_{n}\rangle=\epsilon(\tau(1)=0),$ 間欠性指数

$\mu$ の定義 $((\epsilon_{n}/\epsilon)^{2})=(\ell_{n}/\ell_{O})^{-\mu}(\mu=\tau(2)+1)$ , スケーリング関係式 (2) の 3つの条件により間欠性指数
$\mu$ の関数として決定される。ただし，$\alpha\pm$ は，$f(\alpha_{\pm})=0$ を満たす。それらは，

$\alpha\pm=\alpha_{0}\pm\sqrt{2bX}$, $b= \frac{1-e^{-(1-q)\ln\delta}}{(1-q)\ln\delta}$ (18)

で与えられる。新しいスケーリング関係式 (2) は，Tsallis らによって導入された関係式 [23, 24] の一般化と
なっている。新しいスケーリング関係式 (2)は，$\delta=2$ のときに Tsallis らのスケーリング関係式と一致す
る。 この一般化は，すでに述べたように，MPDFT の A&A モデル自身が要請するものである。スケーリ
ング関係式 (2) を解くと

$\sqrt{2bX}=-(1-q)\log$2
$\delta+\sqrt{\alpha_{0}^{2}+[(1-q)\log_{2}\delta]^{2}}$ (19)

が得られる。パラメータ $q$は，$\alpha_{0}$ や $X$ とともに，$(1-q)\ln\delta$ の組み合わせで $\mu$ の関数として決まる。 こ

のことは．『観測者が，拡大率 $\delta$ の値を任意に決めることができるので，同一の乱流系を扱う限りその $\delta$ の

値は物理量の値に影響を与えてはならない $\sim$ という要請と整合性を持つものである。 $\delta$ の値の違いは，エン
トロピー指数 $q$ に吸収されるのである。拡大率 $\delta$ の違いは，エントロピー $S_{q}$ の違いとして認識されるべき
ものであろう。

新しいスケーリング関係式を用いると，パラメータ $q$ は $(1-q)\ln\delta$ の組合わせでのみ現れることが分かっ
たので，(11) の $P^{\langle n)’}(\alpha)$ にある $n$ を $\tilde{n}=n\ln\delta$ と置き換えてみる。 すると，

$P^{(n)}( \alpha)\propto[1-\frac{(\alpha-\alpha_{0})^{2}}{(\Delta\alpha)^{2}}]^{\overline{n}/(1-q)\ln\delta}$ (20)

となる。もし，$\tilde{n}$ が $\delta$ に依存しないと仮定するならば，$\alpha$ の分布関数も $\delta$ に依らないことになる。 したがっ

て，MPDFT の枠の中での A&Aモデルは，$\alpha$ に対する PDF, ひいては物理量に対する PDF に対して，拡
大率 $\delta$ の採り方が影響を与えないモデルとなるのである (次節参照)。新しい量 $\tilde{n}$ を用いると，(1) で定義さ
れる $\ell_{n}$は，$\ell_{n}=\ell_{0}e^{-\overline{n}}$ と書かれる。 このゐが，エネルギーカスケードモデルにおけるステップ数と考
えるべきものであろう。

68



2.2 MPDFTの枠組みにおける PDF

この小節では，裾引き PDF に対する理論的表式を導出する。MPDFT において，裾引き PDF には 2つ

の部分からの寄与 (乱流のコヒーレント運動に由来するコヒーレントな寄与とスケール変換 (4) の下での
不変性を破る N-S 方程式の散逸項に起因するインコヒーレントな寄与) があると仮定する。また，裾引き
PDF は 2つの部分 (裾野部分と中心部分) に分けることも仮定される。裾野部分は系の間欠性の現れであ
るので，インコヒーレントな寄与よりもコヒーレントな寄与の方が顕著である。他方，中心部分は，コヒー
レントな部分とインコヒーレントな部分の両方で構成されている。この考えから，PDFの理論的表式を導
出する際に，裾野部分へのインコヒーレントな寄与を無視することにする。裾野部分へのコヒーレントな
寄与は，前節で述べたように $\alpha$ に対する PDF によってのみ決まると仮定する。 これらの仮定の下に，中心
部分におけるコヒーレントな部分とインコヒーレントな部分とを分けることができるのである。
間欠的特異性を記述する物理量を

$|x’|= \lim_{narrow\infty}|x_{n}’|$ , $|x_{n}^{l}|=( \frac{\delta x_{n}}{\ell_{n}})(\frac{\delta x_{0}}{\ell_{0}})^{-1}$ (21)

として，PDF の表式の導出をする。物理量 $\delta x_{n}=|x(\cdot+\ell_{n})-x(\cdot)|$ は，物理量 $x$ の揺らぎであり，$\alpha$ と

$|x_{n}|= \frac{\delta x_{n}}{\delta x_{0}}=(\frac{\ell_{n}}{\ell_{0}})^{\phi\alpha/3}$ (22)

で関連していると仮定する。つまり，$|x_{n}’|=|x_{n}|(P_{n}/\ell 0)^{-1}=(\ell_{n}/P_{0})^{(\phi a/3)-1}$ なので，$|x’|$ は，．$\alpha<3/\phi$ で
発散する。ただし，$x_{n}’$ は $\phi=1$ では速度勾配 (7) になり，$\phi=2$ では粒子加速度になり，$\phi=3$ ではエネル
ギー散逸率 (9) となる。物理量 $x_{n}’$ を $x_{n}’\sim x_{nn}’’+d$ の範囲に見出す確率垣$\mathbb{P}$

)
$(x_{n}’)dx_{n}’$ は，物理量 $x_{n}$ を

$x_{n}\sim x_{n}+dx_{n}$ の範囲に見出す確率 $\Pi_{\phi}^{(n)}(x_{n})dx_{n}$ と

$\Pi_{\phi}^{\prime(n)}(x_{n}’)dx_{n}’=\Pi_{\phi}^{(n)}(x_{n})dx_{n}$ (23)

で関連しているものとする。
この PDF は，

$\kappa\int_{0}^{\infty}dx_{n}\Pi_{\phi}^{(n)}(x_{n})=1$ (24)

で規格化される。ただし，変数が非負領域 (簡単のため $[0,$ $\infty$ ) と記述) でのみ値を持つ場合 $\kappa=1$ をとる。

例えば，本論文で扱うエネルギー散逸率は領域 $[0, \infty)$ の物理量である。
分布関数 $\Pi_{\phi}^{(n)}(x_{n})dx_{n}$ が，一般的に

$\Pi_{\phi}^{(n)}(x_{n})dx_{n}=\Pi_{\phi,S}^{(n)}(x_{n})dx_{n}+\Delta\Pi_{\phi}^{(n)}(x_{n})dx_{n}$ (25)

のように 2つの部分に分けられると仮定する。ただし，第 1項は，物理量の異常部分 (特異点が実空間に

マルティフラクタル分布していることに起因する異常) からの寄与を記述している。これは，$\nuarrow 0$ の極
限 $(\nu\neq 0)$ に出現する，コヒーレントな乱流運動を表している部分である。ここで，コヒーレントな寄与が
$|x_{n}|$ と $\alpha$ の間の変数変換 (22) を通じて

$\Pi_{\phi,S(|x_{n}|)d|x_{n}|=\Pi_{\phi,S}^{(n)}P^{(n)}(\alpha)da}^{(n)-}$ (26)

で与えられるとする [12]。他方．(25) の第 2項 $\Delta\Pi_{\phi}^{(n)}(x_{n})dx_{n}$ は，N-S 方程式の散逸項によるインコヒー
レントな寄与を記述している。散逸項は，スケール変換 (4) の下の不変性を破るので，前小節での $P^{(n)}(\alpha)$
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の考察ではインコヒーレントな寄与は無視されていた (有限な散逸項の影響は垣
$\phi$
(n,s) $(x_{n})$ には含まれていな

い $)$。各項は，2つの PDF, 1) 2つ独立な起源 (コヒーレントあるいはインコヒーレントな起源) の内の，

どちらからの寄与であるのかを決める PDF と，2) $x_{n}\sim x_{n}+dx_{n}$ の範囲に物理量 $x_{n}$ を見出す条件付 PDF,

の積となっている。
観測で得られた PDF と比較するために，標準偏差《xn2$\rangle)c=((x_{n}^{2}\rangle)-((x_{n}\rangle\rangle^{2}$ でスケールした新たな変数

$\xi_{n}=\frac{x_{n}}{((x_{n}^{2}\rangle)_{c}^{1/2}}$
(27)

で書かれた PDF $\Pi_{\phi}^{(n)}(\xi_{n})\wedge$ を
$\Pi_{\phi}^{(n)}(\xi_{n})d\xi_{n}=\Pi_{\phi}^{(n)}(x_{n})dx_{n}\wedge$ (28)

により導入する。《． $\rangle)$ は e $\Pi_{\phi}^{(n)}(x_{n})$ による平均値を意味する。規格化した変数 $\xi_{\hslash}$ は，$\alpha$ と

$\xi_{n}=\overline{\xi}_{n}(\frac{\ell_{n}}{\ell_{0}}I^{(\phi\alpha/3)-\zeta_{2\phi}/2}$ (29)

の関係にある。ただし，
$\zeta_{\phi m}=1-\tau(\frac{\phi m}{3})$ , (30)

$\overline{\xi}_{n}=[\{\kappa\gamma_{\phi,2}^{(n)}-\delta_{1,\kappa}[\gamma_{\phi,1}^{(n)}+(1-\gamma_{\phi,0}^{(n)})a_{\phi}(\frac{\ell_{n}}{\ell_{0}})^{\zeta_{\phi}}]^{2}\}(\frac{\ell_{n}}{\ell_{0}})^{-\zeta_{2\phi}}+(1-\kappa\gamma_{\phi,0}^{(n)})a_{2\phi}]^{-1/2}$ (31)

であり，また，

$\gamma_{\phi,m}^{(n)}$ $=$ $\int_{0}^{\infty}dx_{n}(x_{n})^{m}\Delta\Pi_{\phi}^{(n)}(x_{n})$, (32)

$a_{m\phi}$ $=$ $\sqrt{\frac{|f’’(\alpha_{0})|}{|f’(\alpha_{\phi m/3})|}}$ (33)

である。乱流のコヒーレントな運動を表している変数 $|x_{n}|$ の値は，特異性に関わる大偏差を記述する。イン
コヒーレントな部分に寄与する変数 $|x_{n}|$ の値は，自分自身の標準偏差程度の値と比べて小さい。なお，$\zeta_{\phi m}$

はマルティフラクタル深度 $n$ には依存しないが，これは N-S方程式の散逸項を無視した極限における変換
(4) の下での不変性の現れである。
まれに起きる間欠的な事象の起源は (25) の第 1項 (特異項) にあり，第 2項 $\Delta\Pi_{\phi}^{(n)}(x_{n})$ からの寄与は無

視できるとするのは，妥当であろう。そこで，$\xi_{n}^{*}\leq|\xi_{n}|\leq\xi_{n}^{\max}$ $(\alpha_{\min}\leq\alpha\leq\alpha^{*}$ と等価 $)$ を満たす大きな
揺らぎ (PDF の裾野部分 $\hat{\Pi}_{\phi,tI}^{(n)}(\xi_{n})$) に対しては，(25) の第 2項 (補正項) からの寄与は完全に無視できる
と仮定する。ただし，

$\xi_{n}^{\max}=\overline{\xi}_{n}(\frac{\ell_{n}}{\ell_{0}})^{(\phi\alpha_{nir}/3)-\zeta_{2\phi}/2}$ (鋤

である。 この仮定の下で．
$\Pi_{\phi,t1}^{(n)}(\xi_{n})d\xi_{n}=\Pi_{\phi,S}^{(n)}(x_{n})dx_{n}\wedge$ (35)

と置く。 (10) と (26) を (35) に代入すると，

$\Pi_{\phi,t1}^{(n)}(\xi_{n})\wedge$ $=$ $\Pi_{\phi}^{(n)}^{-}(\frac{\ell_{n}}{\ell 0})^{(\zeta_{2\phi}/2)-(\phi\alpha/3)+1-f(\alpha)}$

$=$ $\Pi_{\phi}^{(n)}^{-}(\frac{\ell_{n}}{\ell_{0}})^{1-f(\alpha)}\frac{\overline{\xi}_{n}}{\xi_{n}}$ (36)

70



が得られる。ただし，

$\Pi_{\phi}^{(n)}^{-}=\Pi_{\phi,S}^{(n)}^{-}\frac{3}{\phi\overline{\xi}_{\hslash}}\sqrt{\frac{|f’’(\alpha_{0})|}{2\pi|\ln(\ell_{n}/\ell_{0})|}}$ $\Pi_{\phi,S}^{(n)}^{-}=(1-\kappa\gamma_{\phi,0}^{(n)})/\kappa$ (37)

である。この裾野部分は，大きな揺らぎを記述している。 この大きな揺らぎは，スケール不変性 (N-S 方程
式の散逸項が無視できるほど小さい場合に成立する不変性) に起因する特異性がマルティフラクタル分布
していることの現れである。

領域 $|\xi_{n}|\leq\xi_{n}^{*}$ $(\alpha^{*}\leq\alpha$ と同等 $)$ では，確率

$\Pi_{\phi,cr}^{(n)}(\xi_{n})d\xi_{n}=\wedge[\Pi_{\phi,S}^{(n)}(x_{n})+\Delta\Pi_{\phi}^{(n\rangle}(x_{n})]dx_{n}$ (38)

に対して試行関数

$\Pi_{\phi,cr^{(\xi_{n})d\xi_{n}=n_{\phi}e^{-[9\phi(\xi_{n})-g_{\phi}(\xi_{n})]}}}^{(n)-(n)}^{\wedge}\cdot(\frac{\ell_{n}}{\ell_{0}})^{1-\alpha^{*})}’\frac{\overline{\xi}_{n}}{\xi_{n}^{*}}d\xi_{n}$ (39)

を置くことにする。ただし，$g_{\phi}(\xi_{n})$ は実関数である。 この中心部分 $\Pi_{\phi,cr}^{(n)}(\xi_{n})\wedge$ には，コヒーレントな運動と
インコヒーレントな運動の両方からの寄与が含まれている。中心部分領域 $|\xi_{n}|\leq\xi_{n}^{*}$ の関数 $\hat{\Pi}|^{)}(\xi_{n})$ を与え

る理論が未だないので，ここでは試行関数 $g_{\phi}(\xi_{n})$ を導入して解析する。
2つの PDF $\Pi_{\phi,t1}^{(n)}(\xi_{n})\wedge$ と $\Pi_{\phi,cr}^{(n)}(\xi_{n})\wedge$ は，

$\xi_{n}^{*}=\overline{\xi}_{n}(\frac{\ell_{n}}{\ell 0})^{(\phi\alpha^{*}/3)-\zeta_{2\phi}/2}$ (40)

で関数値 $(\Pi_{\phi,t1}^{(n)}(\xi_{n}^{*})=\hat{\Pi}_{\phi,cr}^{(n)}(\xi_{n}^{*})\wedge)$ と対数導関数 $(d/d\xi_{n}\ln\hat{\Pi}_{\phi,tl(\xi_{n})|\epsilon_{n}=\epsilon_{\dot{n}}=d/l}^{(n)}d\xi_{n}n\Pi_{\phi,cr}^{(n)}^{\wedge}(\xi_{n})|\epsilon_{n}=\xi_{\dot{n}})$ が

一致するように接続する。 $\alpha^{*}$ の値 (すなわち $\xi_{n}$ の値 ((40) 参照)) は，実験あるいは数値実験で得られた
PDF を解析する際に．フィッティングにより決める。
領域 $\xi_{n}^{*}\leq\xi_{n}\leq\xi_{n}^{\max}$ で，$\Delta\Pi_{\phi}^{(n)}(x_{n})$ からの寄与を無視できるとした仮定 (35) のおかげで．$\gamma_{\phi,m}^{(n)}$ の表

式が

$\kappa\gamma_{\phi,m}^{(n)}$ $=$ $\kappa\int_{0}^{x_{n}}$

.
$d\alpha_{n}(x_{n})^{m}\Delta\Pi_{\phi}^{(n)}(x_{n})$

$K_{\phi,m}^{(n)}-L_{\phi,m}^{(n)}$

$=$ (41)
$1+K_{\phi,O}^{(n)}-L_{\phi,0}^{(n)}$

と書き下せる。ただし e $x_{n}^{*}=(\langle x_{n}^{2}))_{C}\xi_{n}^{*}$ であり，

$K_{\phi,m}^{(n)}$ $=$ $\frac{3}{\phi}(\frac{\ell_{n}}{\ell_{0}})^{1-f(\alpha)+m\phi a/3}\sqrt{\frac{|f’’(\alpha_{0})|}{2\pi|\ln(\ell_{n}/\ell_{0})|}}\int_{0}^{1}dzz^{m}e^{-[g_{\phi}(\xi_{n}z)-g_{\phi}(\xi_{n})]}$ , (42)

$L_{\phi,m}^{(n)}$ $=$ $( \frac{\ell_{n}}{\ell_{0}})\sqrt{\frac{|f’’(\alpha_{0})||\ln(\ell_{n}/\ell_{0})|}{2\pi}}\int_{\alpha^{*}}^{\alpha_{m*x}}d\alpha(\frac{\ell_{n}}{\ell 0})^{m\alpha\phi/S-f(\alpha)}$ (43)

である。
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表 1: 風洞実験における乱流の基本量

値

Kolmogorov長 $\eta$ 0.0138 cm
縦速度相関長 17.9 cm
データ点数 $4\cross 10^{8}$

慣性領域 $50<r/\eta<150$

格子の中心間隔 20 cm

3 エネルギー散逸率 PDFの解析

エネルギー散逸率 PDF の理論的表式は 22節で導出した PDF の表式において $\phi=3,$ $\kappa=1$ として与え

られる。中心部分の PDF $\hat{\Pi}_{\phi,cr}^{(n)}(\xi_{n})((39)$ 参照 $)$ に，Tsallis型の試行関数

(44)$e^{-98(\zeta_{n})}=(\frac{\xi_{n}}{\xi_{n}^{*}})^{\theta-1}\{1-(1-q’)\frac{\theta+f’(\alpha^{*})}{w_{3}}[(\frac{\xi_{n}}{\xi_{n}^{s}})^{w\epsilon}-1]\}^{1l(1-q’)}$

を採用する。これには 3つのパラメータ $w_{3},$ $q’$ . $\theta$ が含まれている。最初のパラメータ $w_{3}$ は実験あるいは

数値実験の PDF のピーク近傍の性質から決められる。 2番目のパラメータ $q’$ は，(11) にあらわれるエン
トロピー指数 $q$ とは異なるものである。3番目のパラメータ $\theta$は，$\xi_{n}=0$近傍の PDF の性質により決めら
れる。エネルギー散逸率で $\xi_{\mathfrak{n}}$ の領域は，$[0,\infty)$ である。以下，『MPDFT の枠組みの中では，新しいスケー
リング関係式 (2) により，拡大率 $\delta$ が観測量に影響を与えない』ことを調べるために，実験ならびに数値実
験 (DNS) で得られたエネルギー散逸率 PDF を解析する。

3.1 実験による PDFの解析

ここでは，乱流風洞実験によって得られたエネルギー散逸率 PDF を解析する [19]。この PDF は，実験
で得られた速度場成分の時系列データから抽出したものである。

この時系列データは，毛利ら [25] による大型風洞実験から得られた。風洞の上流に格子が設置され．乱
流が生成される。測定には所定位置に置いた熱線流速計が用いられ，流速計位置での流速場の縦速度成分
(流れ方向成分) と横速度成分 (流れ方向に直交した二次元平面への流遠ベクトルの射影) が同時に取得さ

れた。時間変数を空間変数に変換するにはテイラーの凍結仮説を用いた。乱流風洞実験における基本量 [25]
を表 1に載せた。
実験のエネルギー散逸率 PDF は 4 $x10^{8}$個の時系列データ点を，$\xi_{n}$ に沿った幅 $10^{-3}$ のビンに分け入れ
て作成した。また，作成された PDF を図示する際に，すべてのビンのデータを描いたのではなく，見やす
さを考慮して 5 $x10^{2}$ 個置きのビンを選んでそのデータを描いた。また，ビンに投入されたデータ点の平均
個数の $2.5\cross 10^{-3}$ %より少ないデータ個数のビンは除外した。たとえば，$\delta=2$ の PDF の場合，平均化領
域の直径が $r/\eta=6.57$ と $r/\eta=394$ ではそれぞれデータ個数が 10個と 16個以下のビンを除外した。
拡大率 $\delta=2,$ $\delta=3,$ $\delta=5$ に対して解析したエネルギー散逸率 PDF をそれぞれ図 1, 図 2, 図 3に示

す。 (a) では縦軸を対数目盛でとり，PDF の裾野部分を見易くしてある。 (b) では縦軸を線形目盛でとり，
PDF も中心部分を見易くした。一連の PDF は上から順に $r$ が $\delta$ 倍つつ長くなっている。図見易くするた
めに，各 PDF をずらして表示した。図中の白丸が実験の PDF であり，実線が 22節の手法で算出した理
論 PDF である。
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図 1: 拡大率 $\delta=2$ の一連のエネルギー散逸率 PDF (縦軸:(a) 対数スケール，(b) 線形スケール)。白丸が実

験の PDF$($上から順に．$r/\eta=6.57,13.1,26.3,50.4,98.6,197,394)$ , 実線が理論の PDF $(\mu=0.260$ ,

$(1-q)\ln\delta=0.393,$ $\alpha_{0}=1.15,$ $X=0.310)$ である。 この場合，エントロピー指数は $q=0.433$ となる。

他のパラメータの値は，表 Table 2参照のこと。なお，見易くするために，各 PDF を下方に (a) 1, (b)

0.4ずっずらした。

$0$ 20 40
$\xi_{n}$

図 2; 拡大率 $\delta=3$ の一連のエネルギー散逸率 PDF (縦軸 :(a) 対数スケール，(b) 線形スケール) 。 白
丸が実験の PDF$($上から順に，$r/\eta=6.57,21.9.65.7,197,591)$ , 実線が理論の PDF $(\mu=0.260$,

$(1-q)$ In $\delta=0.393,$ $\alpha 0=1.15,$ $X=0.310)$ である。 この場合，エントロピー指数は $q=0.642$ となる。

他のパラメータの値は，表 Table 2参照のこと。なお，見易くするために，各 PDF を下方に (a) 1, (b)

0.4ずつずらした。
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図 3: 拡大率 $\delta=5$ の一連のエネルギー散逸率 PDF (縦軸 :(a) 対数スケール．(b) 線形スケール)。白丸が
実験の PDF$($上から順に．$r/\eta=8.76,39.4,197)$ , 実線が理論の PDF $(\mu=0.260,$ $(1-q)\ln\delta=0.393$ ,
$\alpha_{0}=1.15,$ $X=0.310)$ である。 この場合，エントロピー指数は $q=0.756$ となる。他のパラメータの値
は，表 Table 2参照のこと。なお，見易くするために，各 PDF を下方に (a) 1, (b) 0.4ずつずらした。

図 4: $\tilde{n}$ の $r/\eta$ 依存性 (Tbble 2参照) 。 $\delta=2(0),$ $\delta=3(\cross),$ $\delta=5$ $(\Delta$ $)$。線は，最小二乗法で求めた
$\tilde{n}=-2.37\log$1$o(r/\eta)+7.18(r=\ell_{n})$ である。一点鎖線で挟まれた領域は，慣性領域を表す。
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図 5: $\alpha^{*}$ の $r/\eta$ 依存性 (Table 2参照) 。 $\delta=2(\circ),$ $\delta=3(x),$ $\delta=5$ $(\triangle$ $)$。線は，最小二乗法で求めた
$\alpha^{*}=-0.239\log$1$o(r/\eta)+0.860(r=\ell_{n})$ である。一点鎖線で挟まれた領域は，慣性領域を表す。

この解析により，扱っている乱流系の間欠性指数の値は $\mu=0.260$ ということがわかり，A&A モデルに
おける PDF の解析に必要なパラメータ，$(1-q)\ln\delta=0.393,$ $\alpha_{0}=1.15$ . $X=0.310$が得られた。 これら
のパラメータの値は $\delta$ に依存しない。エントロピー指数は，$\delta=2$ では $q=0.433,$ $\delta=3$ では $q=0.642$,
$\delta=5$ では $q=0.756$ となった。 この解析によって得られた他のパラメータを表 2に載せる。
観測量の解析により求めた $\tilde{n}$ の $r/\eta=\ell_{n}/\eta$依存性 (表 2参照) を，それらの点より最小二乗法で求め

た線

$\tilde{n}=-1.03\ln(\frac{r}{\eta})+7.18$ (45)

とともに図 4に示す。ただし，解析にあたって $r/\eta=\ell_{n}/\eta$の $10^{1}$ 以下にある点を無視した。 $\eta$ は Kolmogorov
スケールで，その値は表 1に載っている。個の解析結果より $\tilde{n}$ が $\delta$ に依存しないことが分かる。 この図か
ら: $r/\eta=\ell_{n}/\eta$ の慣性領域 (縦の一点鎖線に挟まれた領域) のみならず，その両側の領域にわたってスケー
リング則が見てとれる。
抽出された $\tilde{n}$ についての表式 (45) を理諭的関係式

$\tilde{n}=-\ln(\frac{r}{\eta})+\ln(\frac{p_{0}}{\eta})$ (46)

と比べると，$\ell_{0}/\eta=1.31\cross 10^{3}$ と見積もることができる。 これより $\ell_{0}=18.1$ cm が得られる。 この値は，
風洞内に設置されている格子間隔の大きさ (20 cm) や速度相関長の長さ (17.9 cm) (表 1参照) とほぼ同
程度であることに注目されたい。

$\alpha^{*}$ と $\xi_{n}^{*}$ の $r/\eta$依存性 (表 2参照) は，それぞれ図 5と図 6に示している。それぞれについて全ての点を
使った最小二乗法により

$\alpha^{*}=-0.104\ln(\frac{r}{\eta})+0.860$ , (47)

$\xi_{n}^{*}=1.83\ln(\frac{r}{\eta})+2.80$ (48)

76



図 6: $\xi_{n}^{*}$ の $r/\eta$ 依存性 (Table 2参照) 。 $\delta=2(0),$ $\delta=3(\cross),$ $\delta=5$ $(\triangle$ $)$。線は．最小二乗法で求めた
$\xi_{n}^{*}=4.21\log$1 $o(r/\eta)+2.80(r=\ell_{n})$ である。一点鎖線で挟まれた領域は，慣性領域を表す。

図 7: $q’$ の $r/\eta$ 依存性 (Table 2参照) 。 $\delta=2(\circ),$ $\delta=3(\cross),$ $\delta=5$ $(\triangle$ $)$。線は，最小二乗法で求めた
$q’=-2.16\cross 10^{-2}\log$ 1 $o(r/\eta)+1.01(r=\ell_{n})$ である。一点鎖線で挟まれた領域は，慣性領域を表す。
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図 8: $w_{3}$ の $r/\eta$ 依存性 (Table 2参照) 。 $\delta=2(\circ),$ $\delta=3(\cross),$ $\delta=5$ $(\triangle$ $)$。線は，最小二乗法で求めた
$\log$1$0^{w_{3}=0.332\log_{1}}$0 $(r/\eta)+\log_{10}$ 0.141 $(r=\ell_{n})$ である。一点鎖線で挟まれた領域は，慣性領域を表す。

図 9: $\theta$ の $r/\eta$ 依存性 (Table 2参照) 。 $\delta=2(\circ),$ $\delta=3(\cross)$ . $\delta=5$ $(\triangle$ $)$。線は，最小二乗法で求めた
$\theta=1.72\log$1$o(r/\eta)+371(r=\ell_{n})$ である。一点鎖線で挟まれた領域は，慣性領域を表す。
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図 10: 拡大率 $\delta=2^{1/4}$ の一連のエネルギー散逸率 PDF (縦軸 :(a) 対数スケール，(b) 線形スケール)。白丸
が実験の PDF(上から順に，$r/\eta=27.5,32.8,38.9,46.3,55.1,65.6,78.0,92.7,110,131,156,186$ .
221, 264, 314, 374, 442). 実線が理論の PDF $(\mu=0.345. (1-q)\ln\delta=0.299, \alpha_{0}=1.20, X=0.411)$

である。この場合，エントロピー指数は $q=-0.728$ となる。他のパラメータの値は，表 Table 3参照のこ
と。なお，見易くするために，各 PDF を下方に (a) 1, (b) 01ずつずらした。

が得られる。接続点の位置 $\xi_{n}^{*}$ は，(31) $(\phi=3$ を代入 $)$ , (40) により $\alpha^{*}$ と関連付けられている。 $\xi_{n}^{*}$ の表
式中の $\overline{\xi}_{n}(31)$ は，生の $r/\eta$ 依存性とともに (41) を通しての $r/\eta$ 依存性もある。 したがって，$\xi_{n}^{*}$ は複雑な
$r/\eta$依存性を持っているが，最小二乗法で導かれた表式が簡単なことは興味深い。
同様に，(44) に現れるパラメータ $q’,$ $w_{3},$

$\theta$ の $r/\eta=\ell_{n}/\eta$依存性は，それぞれ，図 7, 図 8, 図 9に示
される。それらの図にも，すべての点による最小二乗法を用いて解析された線

$q’=-9.37 x10^{-3}\ln(\frac{r}{\eta})+1.OL$ (49)

$\ln w_{3}=0.332\ln(\frac{r}{\eta})-1.96$ . (50)

$\theta=0.747\ln(\frac{r}{\eta})+3.71$ (51)

を描いた。

3.2 40963DNS による PDFの解析

本小節では，金田グループの 4096’DNS[26] から抽出されたエネルギー散逸率 PDFの解析を行う [27]。
ここで用いた PDF は，金田グループの DNS データの提供を受け，新たに PDF のピーク部分あたりを詳細
にして抽出したものである。DNS によるエネルギー散逸率 PDF の解析を，図 10, 図 11, 図 12に示す。そ
れぞれの拡大率は $\delta=2^{1/4},$ $\delta=2^{1l2},$ $\delta=2$ であり，いずれも縦軸は，(a) では対数スケール，(b) では線
形スケールである。見やすくするために，各々の PDF は縦軸に沿ってずらして描いてある。 白丸が．DNS
から得られた PDF データ点で，実線が理論的 PDF である。 $r$ は，粗視化領域の直径である $(r=\ell_{n})$

。

乱流物理量の $\delta$ 非依存性を検証するために，拡大率 $\delta$ 毎に与えられた一連の PDF を個々に用いて解析
した。その結果，誤差の範囲でいつれの $\delta$ の場合に対しても同一の間欠性指数値 $\mu=0.345$ を得た。従っ
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図 11: 拡大率 $\delta=2^{1/2}$ の一連のエネルギー散逸率 PDF (縦軸 :(a) 対数スケール，(b) 線形スケール)。白

丸が実験の PDF$($上から順に，$r/\eta=27.5,38.9,55.1,78.0,110,156.221.314,442)$ , 実線が理論の

PDF $(\mu=0.345, (1-q)\ln\delta=0.299, \alpha_{0}=1.20, X=0.411)$ である。 この場合，エントロピー指数は
$q=0.136$ となる。他のパラメータの値は．表 Table 3参照のこと。なお，見易くするために，各 PDF を
下方に (a) 2, (b) 0.2ずつずらした。
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$\xi_{n}$ $\xi_{n}$

図 12: 拡大率 $\delta=2$ の一連のエネルギー散逸率 PDF (縦軸 :(a) 対数スケール，(b) 線形スケール) 。

白丸が実験の PDF $($上から順に，$r/\eta=27.5,55.1,110,221,442)$ , 実線が理論の PDF $(\mu=0.260$ .
$(1-q)\ln\delta=0.393$ . $\alpha_{0}=1.15,$ $X=0.310)$ である。 この場合，エントロピー指数は $q=0.568$ となる。

他のパラメータの値は，表 Table 2参照のこと。なお，見易くするために，各 PDF を下方に (a) 4, (b)

0.4ずっずらした。
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て，A&A モデルでの PDF解析に必要なパラメータの値は，$(1-q)\ln\delta=0.299,$ $\alpha 0=1.20,$ $X=0.411$
となる。 これらの値は $\delta$ に依存しない。エントロピー指数は，$\delta=2^{1l^{4}}(=1.19)$ の場合は $q=-0.728$ に，
$\delta=2^{1/2}(=1.41)$ の場合は $q=0.136$に，$\delta=2$ では $q=0.568$ となる。各 $\delta$ に対して得られた $n.\tilde{n}$ や他
のパラメータの値を，表 3に載せた。
観測量の解析により求めた $\tilde{n}$ の $r/\eta$依存性を図 13に示す。 ただし，DNS における Kolmogorov長 $\eta$ は，

$\eta=5.12\cross 10^{-4}[26]$ である。 この図のすべての点を用いて最小二乗法により得られた線

$\tilde{n}=-0.998\ln(\frac{r}{\eta})+8.37$ (52)

も図 13に載せた。この解析により，$\tilde{n}$ が $\delta$ に依らない事が分かる。図 13から，慣性領域およびそれよりも
かなり小さい領域にわたってスケーリング則の成立が見てとれる。慣性領域は．縦の一点鎖線で挟まれた領
域 $(126<r/\eta<448[26])$ である。 これは，MPDFTでは，$r(=\ell_{n})$ が小さくなるに連れ，一層顕著にな
る特異性をみているからだと推測される。
抽出された $\tilde{n}$ に関する表式 (52) を理論的関係式

$\tilde{n}=-\ln(\frac{r}{\eta})+\ln(\frac{\ell_{0}}{\eta})$ (53)

と比べて，$\ell_{0}/\eta=4.31\cross 10^{3}$ と見積もることができる。DNS における空間格子は $3\eta[26]$ であるから，最
大粗視化領域の直径 $p_{0}$ は，$\ell_{0}/3\eta=1.44\cross 10^{S}$ と見積もれる。見積もった値ゑ 0/3$\eta$ は，DNS の周期的境界
条件による可能な最大の長さ 2048の約 0.5倍となっている。 また，$\ell_{0}/\eta$ が考えている DNS [26] における
積分長 $L/\eta=2.130\cross 10^{\theta}$ の約 2倍である。これは，31節の風洞実験でゑ o/$\eta$ がほぼ速度相関長 (積分長)

と同程度であったことと顕著な相違である。
接続点における $\alpha^{*}$ の値は．$r/\eta$ と $\delta$ によらずほぼ一定である (表 3参照)。接続点 $\xi_{n}^{*}$ の値は，(31) と

(41) を用いて，(40) で与えられる。ただし，$\phi=3$ であり，その値は表 3に載せてある。 $\xi_{n}^{*}$ の $r/\eta$ 依存性
とともに．$\delta=2^{1/4},$ $\delta=2^{1l2},$ $\delta=2$ の場合のすべての点を使った最小二乗法で

$\xi_{n}^{*}=-7.98\ln(\frac{r}{\eta})+55.1$ (54)

と算出された線を，図 14に示した。 この図から，$r/\eta$ の慣性領域のみならず，それよりもかなり小さい領
域にスケーリング則が広がって見出される。慣性領域は，縦の一点鎖線に挟まれた領域 [26] である。 $\xi_{n}^{*}$ が
$r/\eta$ に複雑に依存している ((31). (41), (40) 参照) にも関わらず，ここでも得られ表式はほぼ単純な $r/\eta$

依存性になっていることは興味深い。
中心部分 (39) の PDF$(\phi=3$ と置く $)$ におけるパラメータ $q’,$ $w_{3},$

$\theta$ の $r/\eta$依存性をそれぞれ図 15, 図 16,
図 17に図示した。また，図 15には線

$q’=-9.37 \cross 10^{-3}\ln(\frac{r}{\eta})+1.01$ (55)

も載せた。 $w_{3}$ と $\theta$ の $r/\eta$ 依存性は，それぞれ関係式

$\ln w_{3}=0.280\ln(\frac{r}{\eta})-1.68$ , (56)

$\theta=0.667\ln(\frac{r}{\eta})+0.585$ (57)

で記述されることが分かった。
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図 13: $\tilde{n}$ の $r/\eta$依存性 (Table 3参照)。 $\delta=2^{1/4}(\triangle),$ $\delta=2^{1/2}(x),$ $\delta=2$ (o)。線は，最小二乗法で求め
た $\tilde{n}=-2.30\cross\log$10 $(r/\eta)+8.37(r=P_{n})$ である。一点鎖線で挟まれた領域は，慣性領域を表す。

$10^{1}$ $10^{2}$ $10^{3}$

$r/\eta$

図 14: $\xi_{n}^{*}$ の $r/\eta$依存性 (Table 3参照)。 $\delta=2^{1/4}t\triangle)$ . $\delta=2^{1/2}(x),$ $\delta=2$ (o)。線は，最小二乗法で求
めた $\xi_{n}^{*}=-18.4\cross\log_{10}(r/\eta)+55.1(r=\ell_{n})$ である。一点鎖線で挟まれた領域は，慣性領域を表す。
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図 15: $q’$ の $r/\eta$ 依存性 (Table 3参照)。 $\delta=2^{1/4}(\triangle)$ . $\delta=2^{1/2}(\cross)$ . $\delta=2$ (o)。線は，最小二乗法で求め
た $q’=-3.71\cross 10^{-2}\cross\log_{10}(r/\eta)+1.00(r=\ell_{n})$ である。一点鎖線で挟まれた領域は，慣性領域を表す。

図 16: $\xi_{n}^{*}$ の $r/\eta$依存性 (Table 3参照)。 $\delta=2^{1/4}(\triangle),$ $\delta=2^{1/2}(\cross),$ $\delta=2t\circ)$。線は，最小二乗法で求
めた $\log$1$0^{w_{3}=0.280\log}$1$o(r/\eta)-1.68$ (r $=\ell$のである。一点鎖線で挟まれた領域は，慣性領域を表す。
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図 17: $\theta$ の $r/\eta$ 依存性 (Table 3参照)。 $\delta=2^{1/4}(\triangle),$ $\delta=2^{1/2}(\cross)$ . $\delta=2$ (o)。線は，最小二乗法で求め
た $\theta=0.668\ln(r/\eta)+0.585(r=\ell_{n})$ である。一点鎖線で挟まれた領域は，慣性領域を表す。

4 まとめ

大型風洞内の発達乱流実験 [25] で得られた速度時系列データから抽出されたエネルギー散逸率のPDF(図 1,
図 2, 図 3参照) と 40963DNS [26] から抽出されたエネルギー散逸率 PDF (図 10, 図 11, 図 12参照) を
MPDFT により高精度に解析した。拡大率 $\delta(>1)$ は，一連の PDF を作成する際に．観測者によって任意
に選ばれるものであるので，乱流系の観測量は $\delta$ の値に依存してはならないことが要請される。本論文で
は，MPDFT によるエネルギー散逸率 PDF の高精度な解析を通して，観測量の $\delta$ 非依存性が証明された。
また，$\tilde{n}$ が $\delta$ に依らないことも明らかになった。
充と砺の関係によると，慣性領域 (図の一点鎖線で挟まれた領域) とそれよりもかなり小さい砺の領域
までスケーリング則が見られる (図 4, 図 13参照) ことが分かった。MPDFT は，物理量の特異性 $(\ell_{n}$ が
小さくなるに連れて顕著になる間欠性の起源である特異性) を解析する理論であるから，このことはもっと
もなことであろう。本論文では，PDF のピークと接続点との間で理論 PDF が DNS の PDF に一番よくあ

うように，接続点 $\alpha^{*}$ ひいては $\xi_{n}^{*}$ を選んだ。接続点 $\xi_{n}^{*}$ の $\ell_{n}$ 依存性でも，慣性領域ならびにそれよりも小
さい領域にスケーリング則が成立していることが見て取れる (図 6, 図 14参照)。このような，裾引き PDF
の高精度な解析により，乱流の間欠性に関わる詳細な情報が実験ならびに数値実験データから抽出できるよ
うになったのである。接続点 $\xi_{n}^{*}$ をさらに解析することによって得られる情報は，乱流の間欠性を司る『コ
ヒーレントな渦運動部分』とそれに纏わりつく『揺らぎ部分』を分離検討する際に有用となろう。

$q’$ のゑ n/$\eta$ 依存関係でも同様に，慣性領域およびそれより小さい領域にスケーリング的振る舞いが見られ
る (図 7, 図 15参照)。乱流の間欠性に起因するコヒーレントな乱流運動のまわりの揺らぎに対して，まだ理
論的解釈はない。この $q’$ のスケーリング的振る舞いの発見は，揺らぎの性質を抽出する力強い指針となる。

MPDFT で提案された新しいスケーリング関係式は，力学系 (いわゆるロジスティック写像系) から抽出

されたスケーリング関係式と非常に深い関連が見られる。それより，発達乱流のマルティフラクタル的性質
の起源は，$\delta^{\infty}$ 周期軌道が呈する $\delta$ スケールカントール集合と深い関係にあることが推測される。今回の解
析により，発達乱流系は，あらゆる $\delta$ 値の不安定 $\delta^{\infty}$ 周期軌道で特徴づけられるカントール集合が組み込ま
れ形成されているという描像に到達した。拡大率 $\delta$ で一連の PDF を調べると，乱流を構成する $\delta$ スケール

カントール集合の情報を抽出できるであろう。詳しくは，本数理研講究録掲載論文，本池・有光 [28], 小松
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崎・本池有光 [29] を参照されたい。
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