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概要

充分発達した乱流において、速度差、 エネルギー散逸率等の物理量は、小さい空
問・時間スケールで観測した場合、強い間欠的な振る舞いを示す。マルティフラクタ
ル PDF理論 (MPDFT) は間欠性の源となる特異性の実空間に於ける分布に基づい
たアンサンブル理論である。間欠性の特徴を取り出すために、観測点間隔 $\ell_{0}\delta^{-k}$ を
変えた一連の PDF を解析する。理論の枠組から得られる物理量が、観測点の拡大率
$\delta$ に依存しないという要請から導かれたスケーリング関係式にっいて、 1次元離散力
学系の $\delta^{\infty}$ 超安定周期軌道 (SSPO) の階層構造と軌道の不安定性に内在する間欠性
より解析する。

1 はじめに

充分発達した乱流を記述するマルティフラクタル確率密度関数理論 (MPDFT) [1, 2,
3, 4, 5, 6] は、 Navier-Stokes方程式の尺度不変性に起因する特異性が物理空間にマルティ
フラクタル状に分布しているという仮定に基づくアンサンブル理論である。乱流の間欠
性の特徴は、 長さ $\ell_{k}$

$\ell_{k}=\ell_{0}\delta^{-k}$ $(k=0,1,2, \cdots)$ (1)

を変えた一連の観測より求めた PDF を解析することで得られる。サンプリング間隔を決
める $\delta$ は実験観測者が自由に決めることができるので、理論から導き出される物理量は
観測者が選んだ $\delta$ には依存してはならない。 この要請は、特異性の確率分布のエントロ
ピー指数 $q$ に対してスケーリング関係式 [4, 5, 6]

$\frac{1}{1-q}\frac{\ln 2}{\ln\delta}=\frac{1}{\alpha-}-\frac{1}{\alpha+}$ (2)

が成立を仮定することで満たされる。ただし、 $\alpha\pm$ は乱流のマルティフラクタルスペク
トル $f(\alpha)$ の二つのゼロ点、 すなわち、 $f(\alpha\pm)=0(\alpha_{-}<\alpha_{+})$ である。 $\delta=2$ の場合、

スケーリング関係式 (2) は、 $2^{\infty}$ 周期軌道のマルティフラクタル構造と幕的不安定性の間
のスケーリング関係式 [13, 14] と同等な式となっている。従って、 $\delta\neq 2$ の場合の $\delta^{\infty}$ 周
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期軌道を解析することで MPDFT の要請を満たすスケーリング関係式 (2) の物理的な意
味付けが可能になると予想される。本論文では、 ロジスティック写像の $\delta^{\infty}$ 周期軌道の階
層構造および安定性の解析より軌道の間欠性を特徴付けるスケーリング関係式を導きだ
し、 MPDFT のスケーリング関係式 (2) との関係について考察する。
多くの 1次元離散力学系では、系の制御パラメータを増加させると 1周期軌道から周

期倍分岐を次々と繰り返すことで、 $2^{k}$ 周期軌道 $(k>2)$ が生み出される。系は $2^{\infty}$ 周期
軌道が出現した後に、 カオス状態となる。 カオス状態になった後、更に制御パラメータ
を増やすと、無数の安定周期軌道 (SPO$=$Stable Periodic Orbit) が出現する。 $\delta$ 安定周
期軌道の $\delta$ 本の枝は 1周期軌道と同様に周期倍分岐を繰り返してカオス状態へと至る $(\delta$

周期の窓と呼ぶ)。 $\delta$ 周期の窓の内部にある一本の枝を拡大すると、その中には 1周期軌
道 $arrow$ 2k 周期軌道 $arrow$カオス状態 $arrow\delta$周期の窓という構造が入れ子となって入っている。 $\delta$

本の枝それぞれに $\delta$ 周期の窓が存在するので、全体として $\delta^{2}$ 周期の窓であり、 その中に
は $\delta^{2}$ 安定周期軌道が存在する。 このような $\delta$ 周期の窓の入れ子が繰り返されることで $\delta^{k}$

安定周期が次々と生み出され、 その極限に $\delta^{\infty}$ 周期軌道が存在する。
例として、 ロジスティック写像

$L(z,\mu)=1-\mu z^{2}$ (3)

の $\mu=1.75\sim 1.8$辺りに存在する 3周期の窓を図 1(a) に示す。 $\mu=1.75$ で安定な 3周期
軌道が出現し窓が開く。 この 3周期軌道の三つの枝の一つに着目すると、周期倍分岐に
よって枝分かれを繰り返しカオス状態になった後に再び 3周期の窓が出現する (図 1(a)
破線領域)。同様の窓が、他の二つの枝にも存在するので、全体として 9周期の窓である。
更に、図 l(a) の中央の枝に存在する 9周期の窓の一部を図 1(b) に拡大して示す。 この図
から分かるように、 9周期の枝の一っにも 3周期の窓 (図 1(b) 破線領域) が存在し、全
体として 27周期の窓となっている。 このような 3周期の窓の中に 3周期の窓が入れ子に
なって存在しており、入れ子となった窓の中に $3^{k}$ 周期軌道が次々と存在しており、入れ
子が集積して一点となった $\mu$ に於いて $3^{\infty}$ 周期軌道が現れる。

$\tilde{\aleph}10$

$os$

00

-os

$\mu$ $\mu$

図 1: ロジスティック写像の分岐図。 (a) 3周期の窓内の 9周期の窓 (破線領域) (b) 3周

期窓中央の枝の拡大図。 9周期の枝上の 27周期の窓一部 (破線領域)

$\delta^{\infty}$ 周期軌道は $\delta^{k}$ SPO とカオス軌道の境界に位置し、無限に長い周期を持つ。 この
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軌道に、有限の長さの周期の SPO に対する安定性の判定を適応することができない。
$\delta^{\infty}$ 周期軌道は、 カオス領域の内部に於いては不安定周期軌道として存在し続けるの
で、両者を区別するために、 SPO とカオスの境界に存在する軌道を $\delta^{\infty}$ 超安定周期軌
道 (SSPO$=$Super Stable Periodic Orbit) と呼び、 カオス軌道と共存する軌道を $\delta^{\infty}$ 不
安定周期軌道 (USPO$=$UnStable Periodic Orbit) と呼ぶこととする。 なお、有限周期
SPO は、写像の臨界点 $z_{c}$ を含み超安定となる制御パラメータが必ず存在することと、 $\delta^{\infty}$

周期軌道が存在する制御パラメータ領域は一点に縮退していることから SSPO と見傲す
こととした。

2 $\delta^{\infty}$周期軌道の階層構造と幕的な振る舞い

$\mu=\mu$縛において $\delta^{\infty}$ SSPO が存在するとし、 その軌道点を $\{z_{i}=F^{i}(z_{c}, \mu^{(\delta\rangle}\infty)\}_{i=1}^{\infty}$ と

記す。 写像 $F(z,\mu)$ が上に凸 (下に凸) の場合、 $z_{1}=F(z_{c},\mu)$ は軌道点全体の中の最大
(最小) の点であり、 $z_{2}=F^{2}(z_{c},\mu)$ は軌道点全体の中の最小 (最大) の点である。従っ
て、軌道点全体は区間 $[z_{2}, z_{1}]([z_{1}, z_{2}])$ に含まれる。点 $a$ と $b$ を両端とする線分を、両
端の大小関係を区別せずに $[[a, b]]$ と表記することとすれば、線分 $I_{1}^{(0)}=[[z_{1}, z_{2}]]$ が $\delta^{\infty}$

SSPO の位相空間となる。線分 $I_{1}^{(0)}$ を $\delta^{\infty}$ SSPO の第 $0$ 階層構造と呼ぶこともある。
$\delta^{\infty}$ SSPO の時間 $1\leq i\leq 2\delta^{k}$ 内の $2\delta^{k}$ 個の軌道点 $\{z_{i}\}_{i=1}^{2\delta^{k}}$ を考える。軌道点 $\{h\}_{i=1}^{2\delta^{k}}$ は、

線分 $[[z_{i}, z_{i+\delta^{k}}]](i=1,2, \cdots\delta^{k})$ 上に残りの $2\delta^{k}-2$個の点が存在することはないという性
質がある。 $z_{1}$ から $z_{2}$ に向けて順に $z_{i}$ と $z_{i+\delta^{k}}$ のペアを作り $\delta^{k}$個の線分 $I_{1}^{(k)}=[[z_{i}, z_{i+\delta^{k}}]]$

$(i=1,2, \cdots\delta^{k})$ が出来上がる。以下では、隣り合った軌道点を両端とする線分を ‘島’ と

呼ぶこととする。 $\delta^{k}$ 個の島 $I_{1}^{(k)}$ は、 $\delta^{\infty}$ 周期軌道の第 $k$ 階層を形成する。写像 $F$ が上に

凸ならば、 島 $I_{1}^{(k)}$ は $k$ によらず位相空間上一番右側 (軌道の最大値 $F(z_{c},\mu_{\infty}^{(\delta)})$ を一端と
する) に、島 $I_{2}^{(k)}$ は一番左側 (軌道の最小値 $F^{2}(z_{c},$ $\mu^{(\delta)}\infty)$ を一端とする) に位置し、写像
が下に凸の場合、 $I_{1}^{(k)\text{、}}I_{2}^{(k)}$ の配置は入れ換わる。 また、臨界点 z。を含む島 $I_{\delta^{k}}^{(k)}$ および
$I_{1}^{(k)}$ は、 それぞれ第 $k$ 階層の中で幅が最大および最小の島である。
その後に引き続く時間範囲 $2\delta^{k}+1\leq i\leq 2\delta^{k+1}$ 内の $2(\delta-1)\delta^{k}$ 個の軌道点 $\{z_{\dot{\tau}}\}_{i=2\delta^{k}+1}^{2\delta^{k+1}}$

に注目する。これらの軌道点は、第 $k$階層の $\delta^{k}$個の島各々の内部に $2(\delta-1)$個ずっ配置され
る。即ち、 $I_{i}^{(k)}(i=1,2, \cdots, \delta^{k})$ には、$2(\delta-1)$ 個の軌道点 $\{z_{i+p\cdot\delta^{k}}\}_{p=2}^{2\delta-1}$ が置かれる。島 $I_{i}^{(k)}$

それぞれについて、端から順にペアを作ると、 $\delta$ 個の島 $I_{1+p\delta^{k}}^{(k+.1)}=[[z_{i+p\cdot\delta^{k}}, z_{i+p\cdot\delta^{k}+n^{k+1}}]]$

$(p=0,1, \cdots\delta-1)$ が形成される。 $\delta^{k}$ 個の第 $k$ 階層の各々の島から $\delta$ 個ずっ現れた総数
$\delta^{k+1}$ 個の島 $I_{1}^{(k+1)}=[[z_{i}, z_{i+\delta^{k+1}}]](i=1,2, \cdots, \delta^{k+1})$が $\delta^{\infty}$ SSPO の第 $(k+1)$ 階層であ
る。 $\delta^{\infty}$ SSPO は、 一つの島が $\delta$ 個の島に繰り返し分割を続ける $\delta$ スケール Cantor 集
合としての階層構造を持つことがわかる。

$\delta^{\infty}$ SSPO の近傍には、無数の $\delta^{K}$ SSPO $(\mu=\mu_{K}^{(\delta)}, 1\leq K<\infty)$ が不安定化して共
存している。 これらの USPO も、 $\delta^{\infty}$ SSPO と同様な $\delta$ 個の島への分割が繰り返される
階層構造を持つ。 $\delta^{K}USPO$ の階層構造を調べた結果、 この軌道は第 $(K-2)$ 階層までは
$\delta^{\infty}$ SSPO とほぼ同一の島構造を持ち、 第 $(K-1)$ 階層の島構造は、 その周期性によっ
て $n^{\infty}$ SSPO の構造から多少のずれが生じる。 $K$が十分大きければ、 $\delta^{K}$ SSPOが出現す
る $\mu_{K}^{(\delta)}$ の値は、 $\mu$縛とほとんど同じである。 $\mu=\mu_{K}^{(\delta)}$ に於ける $\delta^{K}$ SSPO の階層構造は、
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$\mu=\mu_{\infty}^{(\delta)}$ に於けるそれとほとんど同一と考えられる。従って、 $\delta^{K}(K\gg 1)$ SSPO は、 第
$(K-2)$ 階層までは $\delta^{\infty}$ SSPO の階層構造を再現していると考えられる。 以後、 $\mu=\mu_{K}^{(\delta\rangle}$

に於ける $\delta^{K}$ SSPO の第 $(K-2)$ までの階層構造を用いて $\delta^{\infty}$ SSPO の階層構造を解析
する。
ロジスティック写像 $L(z, \mu)$ に於いて $\mu=\mu_{12}^{(3\rangle}$ (表 2) で現れる $3^{12}$ SSPO を例に、その階

層構造を調べる。全軌道 $\{z_{i}\}_{i=1}^{3^{12}}$ $($図 $2(a))$ の内、時刻 $i=1$ と $i=2$の軌道点 $z_{1}$ と $z_{2}$ を両
端とする島 $I_{1}^{(0)}=[[z_{1}, z_{2}]]$ が第 $0$階層をなす (図 2(b))。次に先頭 6個の軌道点 $\{z_{i}\}_{i=1}^{2\cdot 3}$ を

端から順にペアを作って出来た三つの島、 $I_{1}^{(1)}=[[z_{1}, z_{4}]]$
、

$I_{2}^{(1)}=[[z_{2}, z_{5}]]$
、

$I_{3}^{(1)}=[[z_{3}, z_{6}]]$

が第 1階層をなす $($図 $2(c))$。引き続く 12個の軌道点 $\{z_{i}\}_{i=2\cdot 3}^{2\cdot 3^{2}}$ は、 島 $I_{i}^{(1)}(i=1,2,3)$ の

内部に配置される。軌道点 $\{Zj\}_{j=7}^{18}$ は、 $\{z_{7}, z_{1}0, z_{13}, z_{16}\}\in I_{1}^{(1)\text{、}}\{z_{8}, z_{11}, z_{14}, z_{17}\}\in I_{2}^{(1)\text{、}}$

$\{z_{9}, z_{12}, z_{15}, z_{1S}\}\in I_{3}^{(1)}$ となるように配置される。
各島 $I_{i}^{(1)}$ 毎に島上の 6個の点を端からペアを作って島 $I_{i}^{(2)}$ を作る。 $I_{1}^{(1)}$ からは、 $I_{1}^{(2)}=$

$[[z_{1}, z_{10}]]$
、

$I_{4}^{(2)}=[[z_{4}, z_{13}]]$ と $I_{7}^{(2)}=[[z_{7}, z_{16}]]$ が、 $I_{2}^{(1)}$ からは、 $I_{2}^{(2)}=[[z_{2}, z_{11}]]$
、

$I_{5}^{(2)}=$

$[[z_{5}, z_{14}]]$ と $I_{8}^{(2)}=[[zs, z_{17}]]$ が、 $I_{3}^{(1)}$ からは、 $I_{3}^{(2)}=[[z_{3}, z_{12}]]$
、

$I_{6}^{(2)}=[[z_{6}, z_{1}s]]$ と $I_{9}^{(2)}=$

$[[z_{9}, z_{18}]]$ が出来上がる。出来上がった九つの島 $\{I_{i}^{(2)}=[[z_{i}, z_{i+3^{2}}]]\}_{i=1}^{3^{2}}$ が第 2階層を形
成する $($図 $2(d))$。このように一つの島から三つの島が繰り返し現れながら、第 11階層
まで順に形成される。第 12階層以降の構造を形成する島 $I_{i}^{(k)}(i=1,2\cdots 3^{k})$ の両端点

$z_{i}$ と $z_{i+3^{k}}(k\geq 12)$ は、 軌道の周期性 $z_{i+j\cdot 312}=z_{i}(i=1,2, \cdots)$ より、 同一の点である。
島 $I_{i}^{(k)}[[z_{i}, z_{i+3^{k}}]]$ の幅は $0$ となり、 新たな島は形成されないため、第 11階層が最も微細
な島構造である。

(a) $3^{12}SSPO$ 全体

(b) 第 $0$ 階層

$z_{2}z_{1}\ovalbox{\tt\small REJECT} I_{1}^{(0)}$

(c) $\phi 1\beta^{\mathfrak{t}}S\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$z_{2}z_{5}rightarrow I_{2}^{(1)}$ $\frac{z_{3}z}{I_{3}^{(1)}}6$ $z_{4}z_{1}I_{1}^{(1)}\sim$

(d) 第 2階層

$”.$
沖鴎$\blacksquare$

.
$s_{\vee}$ ,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }\sim$

$J\backslash !\backslash ’.\aleph_{\backslash }\backslash$

$I_{2}^{(2)}$ $z_{17}z_{8}$ $I_{5}^{(2)}$

$I_{8}^{(2)}$ $I_{9}^{(2)}$ $I_{7}^{(2)}$

図 2: $3^{12}$ SSPO の階層構造 :(a) 軌道全体 (b) 第 $0$ 階層 (c) 第 1階層 (d) 第 2階層

$z_{1}$ と $z_{1}+dz_{1}$ を初期値とする二っの軌道を考える。時刻 $i$ での二つの軌道間の距離 $dz_{i}$
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は

$dz_{i}=|L^{i-1}(z_{1}+\delta z_{1})-L^{i-1}(z_{1})|=\Xi_{i}\delta z_{1}$ (4)

で与えられる。 ただし、 昌は時刻 $i$ に於ける軌道間隔変化率

$–i=| \frac{\partial L^{i-1}}{\partial z}|(z_{1}, \mu)=\prod_{j=1}^{i-1}|L’|_{j}(\mu)$ (5)

であり、写像 $|L_{j}’(\mu)|\ovalbox{\tt\small REJECT} g_{z=zj}$ に於ける導関数の絶対値

$|L’|_{j}( \mu)=|\frac{\partial L}{\partial z}|(z_{j},\mu)$ (6)

とした。第 $k$ 階層の島 $I_{i}^{(k)}=[[z_{i}, z_{i+\delta^{k}}]]$ は写像 $L(z, \mu)$ によって、 $I_{i+1}^{(k)}=[[z_{i+1}, z_{i+1+\delta^{k}}]]$

に写される。 $k$ が十分大きければ島の幅匿 $-z_{i+\delta^{k}}|$ の時間 $i$ に対する時間変化が (4) で近
似できることを考慮すると、島の階層構造は、軌道間隔変化率 3の時間発展と密接な関
係を持つことがわかる。

$3^{12}$ SSPO に対する軌道間隔変化率昌の時間発展を両対数スケールで図 3(a) に示す。
$3^{12}$ 超安定周期軌道の軌道間隔変化率は、軌道の階層構造を反映し複雑に増減を繰り返
す。 時刻 $i=3^{k}(k=1\sim 11)$ の値が時刻 $i$ こ対して幕的に増大する (霧指数 $\sim i^{2.024}$ ) と

いう特徴を持っ。
図 3(b) に時間 $1\leq i\leq 3^{5}$ での $3^{12}$ SSPO の軌道間隔変化率 $\Xi$ を縦軸ログスケールで

示す。時間 $3^{4}+1\leq i\leq 3^{5}$ に於ける軌道間隔変化率 $\Xi$ の振る舞いは、時間 $1\leq i\leq 3^{4}$

とほぼ同じ振る舞いを縦方法にシフト (定数倍) したものが二回繰り返されることが確
認される。 同様に、時間 $3^{k}+1\leq i\leq 3^{k+1}(1\leq k\leq 12)$ に於ける軌道間隔変化率 $\Xi$

は、 時間 $1\leq i\leq 3^{k}$ と同じ振る舞いを二回繰り返される。 $\delta$ SSPO に於いては、時間
$\delta^{k}+1\leq i\leq\delta^{k+1}$ に於ける軌道間隔変化率 $\Xi$ の振る舞いは、時間 $1\leq i\leq\delta^{k}$ と同じ振
る舞いが縦方法にシフトされて $\delta-1$ 回繰り返されるという入れ子構造になっていること
がわかる。

$’$ ’ $\prime O$ $1\infty$ $r$
$i$ $i$

図 3: $3^{12}$ 周期軌道の軌道間隔変化率の時間変化。 (a) $i=3,3^{2},3^{3},3^{4},3^{5},3^{6}$ に於ける軌道
間隔変化率が $\sim i^{2.0244}$ で増大する。 (b) $3^{4}+1\leq i\leq 3^{5}$ に於ける軌道間隔変化率を横軸
のみ対数目盛りで示す。 $1\leq i\leq 3^{4}$ の振る舞いが二つ含まれていることが見て取れる。
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3 $\delta^{\infty}$周期軌道の間欠性構造とスケーリング関係式

3.1 写像導関数の構造

軌道間隔拡大率 $\Xi$ の霧的な振る舞い生み出す、各軌道点に於ける写像の傾きの絶対値
の構造を解析する。 $\mu_{4}^{(5a\rangle}$ (表 2) に於ける $5^{4}$ SSPO の軌道点吻に於ける写像の傾きの絶
対値 $|L’|_{j}(\mu)(1\leq i\leq 25\cross 5^{4})$ を図 4に示す。 ほぼ同じ値に縮退した点列が 4本毎にグ
ループを成し、垂直方向にほぼ等間隔に 4 グループ並ぶ形で、計 16本の点列が観測され
る。 各点列の左端点の時刻

$i=1,2,3,4,5,10,15,20,25,50,75,100,125,250,375,500$ (7)

を添字に持つ島 $I_{i}^{(k)}$ によって、 点列に

$I_{1}^{(0)},$ $I_{2}^{(1)},$ $I_{3}^{(1)},$ $I_{4}^{(1)},$ $I_{5}^{(1)},$ $I_{10}^{(2)},$ $I_{15}^{(2)},$ $I_{20}^{(2)},$ $I_{25}^{(2)},$ $I_{50}^{(3)},$ $I_{75}^{(3)},$ $I_{100}^{(3)},$ $I_{125}^{(3)},$ $I_{250}^{(4)},$ $I_{375}^{(4)},$ $I_{500}^{(4)}$ (8)

と名付ける。 なお、 時刻 $i$ を下付き添え字に持つ複数の島 $I_{i}^{(k)}$ の内、 一番小さい $k$ を持
っ島を点列の名前に採用する。

$|L’|_{i}$ の値がほぼ縮退した点列を、

$\{I_{1}^{(0)}, I_{2}^{(1)}, I_{3}^{(1)}, I_{4}^{(1)}\},$ $\{I_{5}^{(1)}, I_{10}^{(2)}, I_{15}^{(2)}, I_{20}^{(2)}\},$ $\{I_{25}^{(2)}, I_{50}^{(3)}, I_{75}^{(3)}, I_{100}^{(3)}\},$ $\{I_{125}^{(3)}, I_{250}^{(4)}, I_{375}^{(4)}, I_{500}^{(4)}\}$

(9)
とグループ化する。各グループ先頭の下付き添え字の値の一番小さい点列

$I_{1}^{0)},$ $I_{5}^{(1)},$ $I_{25}^{(2)},$ $I_{125}^{(3)}$ (10)

は、 それぞれの属するグループ内で $|L’|_{i}$ の値が最大である。 (9) の左から $p$ 番目 $(p=$

$1,2,3,4)$ のグループに現れる点列 $I_{5^{p-1}}^{(p-1)},$ $I_{2\cdot 5p-1}^{(p)},$ $I_{3\cdot 5^{p-1}}^{(p)},$ $I_{4\cdot 5^{p-1}}^{(p)}$ に属する各々の点の
時刻 $i$ は、

i $=$ [各点列名の下付き添字] $+$ 5pj $(j=0,1,2, \cdots)$ (11)

で与えられる。
一般に、 $\delta^{K}$ SSPO$(\mu=\mu_{K}^{(\delta)})$ における $|L’|_{i}$ は、 $(\delta-1)K$ 本のほぼ水平に並ぶ点列を構

成する。 点列を先頭の時刻 $i$ を下付き添字とする島 $I_{i}^{(k)}$ で名付ける。 $(\dot{\delta}-1)K$本の点列
は、 それぞれが $(\delta-1)$ 個の点列で構成された $K$個のグループ

$\{I_{\delta^{k}}^{(k)}, I_{2\delta^{k}}^{(k+1)}, I_{3\delta^{k}}^{(k+1)}, \cdots, I_{(\delta-1)\delta^{k}}^{(k+1)}\}_{k=0}^{K-1}$ (12)

に分類される。 $K$個のグループは、垂直方向に等間隔に並ぶ。同一グループの $(\delta-1)$ 個
の点列は、 ほぼ同じ $|$ L’』の値を持っ。各グループ内で $|L’|_{i}$ の値が最大の点列は、

$I_{\delta^{k}}^{(k)}$ $(k=0,1,2, \cdots, K-1)$ (13)

である。各グループ内のその他の点列 $I_{j\delta^{k}}^{(k)}(j=1,2,3, \cdots, \delta-1)$ の高低 $(|L’|_{i}$ の値 $)$

は、 考える SSPO によって異なる。 (12) の $p$番目 $($すなわち $k=p-1)$ の点列グループ
$I_{\delta p-1}^{(p-1)},$ $I_{2\delta p-1}^{(p)}$ , $\cdot\cdot\cdot$ , $I_{(\delta-1)\delta p-1}^{(p)}$ の $m(m=1,2, \cdots, \delta)$ 番目の点列に現れる点の時刻 $i$ は

i $=$ [各点列名の下付き添字] $+\delta$pj
$=\delta^{p-1}(m+\delta j)$ $(j=0,1,2, \cdots)$ (14)

で与えられる。
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図 4: $\mu=\mu_{4}^{\langle 5a\rangle}$ (表 2) における $5^{4}$ 超安定周期軌道の (a) 軌道間隔変化率島と (b) 各時
刻の軌道点に於ける写像関数の傾きの絶対値 $|L’|_{i}$

3.2 間欠性の抽出

$\delta^{\infty}$ 不安定周期軌道に対する $|L’|_{i}$ は、 点列 $(\delta-1)$ 本で構成されたグループが垂直方向
にほぼ等間隔で無限

$\{I_{\delta^{k}}^{(k)}, I_{2\delta^{k}}^{(k+1)}, I_{3\delta^{k}}^{(k+1)}, \cdot\cdot\cdot, I_{(\delta-1)\delta^{k}}^{(k+1)}\}_{k=0}^{\infty}$ (15)

と続く。軌道間隔変化率島が顕す間欠性の特徴は、 $|L’|_{i}$ が最大値となる点列 $(I_{1}^{(0)})$ に密
接に関連していると考えられる。 この点列の中で、更に $|L’|_{i}$ の最大値を与える軌道点 $z_{1}$

を端点とする島の推移

$I_{1(,1+\delta^{k})}^{(k)}arrow I_{1(,1+\delta^{k+1})}^{(k+1)}$ $(k=1,2,3, \cdots)$ (16)

を解析する。 ここで、 島の下付添え字に採用されていない左端点の軌道点の時刻を、括
弧を付して添え字に加えた。
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階層 $k$ の島 $I_{1(,1+\delta^{k})}^{(k)}$ は、 階層 $(k+1)$ を構成する $\delta$ 個の島

$I_{1(,1+\delta^{k})}^{(k)}arrow\{I_{1+(p-1)\delta^{k}(,1+(p-1)\delta^{k}+\delta^{k+1})}^{(k+1)}\}_{p=1}^{\delta}$ (17)

に分割される。分割後の $\delta$ 個の島々の端点の内、島の名前に採用されていない端点の時
刻 $1+(p-1)\delta^{k}+\delta^{k+1}(p=1,2,3, \cdots, \delta)$ を考える。 この時刻での $|L’|_{i}$ の値は、 $I_{1}^{(0)}$ で

名付けられている点列に含まれる時刻 $i=1+\delta j(j=0,1,2, \cdots)$ の中で

$j=\delta(p-1)\delta^{k-1}+\delta^{k}$ $(p=1,2,3, \cdots, \delta)$ (18)

の点として現れる。図 5に $\mu=\mu_{4}^{(5b)}$ における $5^{4}$ SSPO の (a) 軌道間隔変化率島 $(\mu_{4}^{\langle 5b)})$

の時刻 $i$ 依存性 $(1 \leq i\leq 5^{4})$ および (b) 写像導関数の大きさ $|L’|_{i}(\mu_{4}^{\langle 5b)})$ の時刻 $i$ 依存
性 $(1\leq i\leq 25\cross 5^{4}$ :25周期幅 $)$ 示す (両対数プロット) 1。 $\delta=5$ の場合、 $k=1$ およ
び $k=2$ について (18) 式の $j$ に対応する時刻 $i$ は、 それぞれ {26, 31, 36, 41, 46} および
{126,151,176,201,226} である。これらの時刻に於ける軌道間隔変化率昌は、ほぼ同じ
指数の寡的増大を示している。

$\delta^{\infty}$ SSPO の間欠性を特徴付ける量として、各 $k$ に鮒し、時刻 $1+(p-1)\delta^{k}+\delta^{k+1}$

$(p=1,2,3, \cdots, \delta)$ に於ける軌道間隔変化率 $–1+(p-1)n^{k}+n^{k+1}-$ $(p=1,2,3, \cdots, n)$ の幕
的増大に注目する。両対数プロットで、 $k$ 毎に $p=1$ の点$(1-)$ と $p=\delta$ の

点 $(1+(\delta-1)\delta^{kk+1-}+\delta,-)$ を結んだ線より求めた幕的増大の指数

$Q_{k}^{(\delta)}= \frac{\ln_{-1+(\delta-1)n^{k}+\delta^{k+1}}^{-}--\ln_{-1+\delta^{k+1}}^{-}-}{\ln[1+(\delta-1)\delta^{k}+\delta^{k+1}]-\ln(1+\delta^{k+1})}$ (19)

の極限として得られる指数
$Q^{(\delta\rangle}= \lim_{karrow\infty}Q_{k}^{(\delta\}}$ (20)

が、 $\delta^{\infty}$ SSPO の間欠性を特徴付けていると考えられる。
図 6の模式図に示すように、 $\delta^{\infty}$ SSPO の軌道間隔変化率島は、二つの普遍的な構造 :

$Fl$ (図 6太実線)

$—2=—1+\delta^{k+1}$ $(k=0,1,2, \cdots)$ , (21)

$F2$ (図 6太一点鎖線)

$—2\delta=\overline{\underline{-}}1+(\delta-1)\delta^{k}+\delta^{k+1}$ $(k=1,2,3, \cdots)$ (22)

を持つことが明らかとなった (図 6参照) 。
一方、 $\mu_{\infty}^{(\delta)}$ が $\mu=2$ (充分発達したカオス) に近づくと、 $|L’|_{i}$ に於ける $\delta$本の点列のグ

ループ
$\{I_{\delta^{k}}^{(k)}, I_{2\delta^{k}}^{(k+1)}, I_{3\delta^{k}}^{(k+1)}, \cdots, I_{(\delta-1)\delta^{k}}^{(k+1)}\}$ $(k=0,1,2, \cdots)$ (23)

の値は、左端の点列 $I_{\delta^{k}}^{(k)}$ の値 $|L’|_{\delta^{k}}$ にほぼ縮退し、 さらに、各グループの左端の点列 $I_{\delta^{k}}^{(k)}$

$(k=0,1,2, \cdots)$ が対数プロットで等間隔に並ぶことが推測される。 これらのことは、
1この $5^{4}$ SSPO は、 図 4の 5周期の窓より充分発達したカオス状態に近い別の 5周期の窓の中に存在す

る。
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図 5: $\mu=\mu_{4}^{(5b)}$ における $5^{4}$ 超安定周期軌道の (a) 軌道間隔変化率昌と (b) 各時刻の軌
道点に於ける写像関数の傾きの絶対値 $|L’|_{i}$

図 4(b) と図 5(b) に示した二種類の $5^{4}$ SSPO に対する 1 $L’|_{i}$ の時刻 $i$ 依存性 $(1\leq i\leq$

$25\cross 5^{4})$ の比較より確認できる。
そこで、 $|L’|_{i}$ について、 以二っの仮定 :

$Cl$

$|L^{l}|_{p}=|L^{l}|_{1}$ $(p=2,3,4, \cdots, \delta-1)$ , (24)

$C2$

$\frac{|L’|_{\delta^{k}}}{|L|_{\delta^{k+1}}}=\frac{|L’|_{1}}{|L’|_{\delta}}$ $(k=1,2,3, \cdots)$ (25)

を置く。 以下、 これらの仮定の下に (19) 式の解析を進めていく。
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図 6: 軌道間隔変化率島の概略図

普遍構造 $Fl$ と $F2$ を (19) 式に代入して

$Q^{(\delta)}= \frac{\ln(--/^{-}-)}{\ln(2-1/\delta)}$ (26)

を得る。定義 (5) と $Cl((24)$ 式 $)$ より、

$Q^{\langle\delta)}= \frac{(\delta-1)\ln|L’|_{1}}{\ln(2-1/\delta)}$ (27)

が得られる。
$\delta$ 本の縮退した点列グループの値を代表する点列 $I_{\delta^{k}}^{(k)}$ $(k=0,1,2, \cdots, \infty)$ に対する時

刻 $i=n^{k}(k=0,1,2, \cdots, \infty))$ に対する、呂の座標点 $(\delta^{k},--)(k=1,2,3, \cdots)$ を結ぶ
線の指数 (両対数プロットにおける傾き)

$q^{\langle\delta)}= \lim_{karrow\infty}q_{k}^{\langle\delta)}$ (28)

を考えてみよう (図 6点線参照)。 ただし、

$q_{k}^{\langle\delta)}= \frac{\ln_{-\delta^{k+1}}^{-}--\ln_{-\delta}^{-}-}{\ln\delta^{k+1}-\ln\delta}$ (29)

である。 $Fl$ と昌の定義およひ $C2$ より得られた関係式

$\frac{--\delta^{k+1}-}{---\delta}=\frac{|L’|_{\delta}}{|L|_{\delta^{k+1}}}=\prod_{j=1}^{k}\frac{|L’|_{\delta j}}{|L|_{\delta j+1}}=(\frac{|L’|_{1}}{|L|_{\delta}})^{k}$ $(k=1,2,3, \cdots)$ (30)

$|L’|_{\delta}=(|L’|_{1})^{-(\delta-2)}$ (31)
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を (29) に適用し
$q^{(\delta\rangle}= \frac{(\delta-1)\ln|L^{l}|_{1}}{\ln\delta}$ (32)

を得る。 (27) と (32) を比較すると、二つの幕的増大の指数 $Q^{\langle\delta)}$ と $q^{(\delta)}$ の間の関係式

$Q^{(\delta)}= \frac{\ln\delta}{\ln(2-1/\delta)}q^{(\delta)}$ (33)

を得る。公式 (33) の検証結果を図 7に示す。図中、 式 (33) は実線で示され、 各、 $2^{18}$

SSPO、
$3^{12}$ SSPO、

$4^{10}$ SSPO、
$5^{8}SSPO$

、
$6^{8}$ SSPO について求めた $Q^{(\delta)}$ と $q^{(\delta)}$ の平均

値より得た $Q^{(\delta\rangle}/q^{(\delta)}$ が黒丸で示されている。

$\delta$

図 7: $Q^{(\delta)}/q^{\langle\delta)}=\ln 2/\ln(2-1/\delta)$ (実線) の検証。黒点は $2^{18}$
、

$3^{12}$
、

$4^{10\text{、}}5a^{8\text{、}}6^{7}$ SSPO
を利用した $Q^{(\delta\rangle}/q^{(\delta)}$

。
$Q^{(\delta\rangle\text{、}}q^{(\delta)}$ の値は、各 $\delta^{K}$ SSPO において、 $1<k<K$ を満たす適

切な範囲で $Q_{k}^{\langle\delta)}$ と $q_{k}^{(\delta\rangle}$ を平均して求めた。

4 $\delta^{\infty}$ SSPOの階層構造と累的増大指数

4.1 Feigenbaumのスケーリング則と SSPOの島構造

ロジスティック写像の 3周期の窓の中において、 $3^{k}PSNB$ によって $3^{k}$ SPO と $3^{k}$ USPO
が出現する。 $3PSNB$発生時の 3SPO 近傍の $L(z, \mu)$ と $L^{3}(z, \mu)$

、 および $9PSNB$ 発生時
の 9SPO 近傍の $L^{3}(z,\mu)$ と $L^{9}(z, \mu)$ を図 8に示す。 3SPO近傍の $L^{3}(z,\mu)$ (図 8点線)

と 9SPO近傍の $L^{9}(z, \mu)$ (図 8一点鎖線) の間に相似関係が成り立つことがわかる。 同

様な相似則が、 $3^{k}$ SPO 近傍の $L^{3^{k}}(z, \mu)$ についても成り立つ。
$3^{k}$ SPO 近傍の $L^{3^{k}}(z,\mu)$ に対する相似則は、一般に、 $\delta^{k}$ SSPO が出現する $\mu_{k}^{(\delta)}$ に於け

る $L^{\delta^{k}}(z, \mu_{k}^{(\delta)})$ についても成り立ち、

$\lim_{karrow\infty}(\alpha_{F}^{(\delta)})^{k}[L^{\delta^{k}}(z_{c}+\Delta z/(\alpha_{F}^{(\delta)})^{k}, \mu_{k}^{(\delta\rangle})-z_{c}]=\hat{g}_{0}^{\langle\delta)}(\Delta z)$ (34)
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図 8: ロジスティック写像の $3^{k}$PSNB: $(a)3PSNB$ に於ける $L(z,\mu)$ (実線) と $L^{3}(z,\mu)$ (点
線 $)$ $(b)9PSNB$ に於ける $L^{3}(z, \mu)$ (点線) と $L^{9}(z,\mu)$ (一点鎖線)

で定義される写像によらない普遍関数 $\hat{g}_{0}^{(\delta)}(z)$ の存在が予想される。一般に $\hat{g}_{0}^{(\delta\rangle}(z)$ を求
めることは難しい。 そこで、 関数列

$\hat{g}_{r}^{(\delta)}(z)=\lim_{karrow\infty}(\alpha_{F}^{\{\delta)})^{k}[L^{\delta^{k}}(z_{c}+z/(\alpha_{F}^{(\delta\rangle})^{k}, \mu_{k+r})-z_{c}]$ (35)

の極限を考えると、 $\hat{g}_{r}^{(\delta)}(z)$ は漸化式

$\hat{g}_{r-1}^{\langle\delta\rangle}(z)=\alpha_{F}^{\langle\delta)}\underline{\hat{g}_{r}^{(\delta)}0\cdots 0\hat{g}_{r}^{\langle\delta)}}(z/\alpha_{F}^{(\delta\rangle})$ (36)
$\delta$

を満たす [7, 8, 9]。 $\hat{g}_{r}^{(\delta\rangle}$ の $rarrow\infty$ での極限

$\hat{g}^{(\delta)}(z)=\lim_{rarrow\infty}\hat{g}_{r}^{(\delta\rangle}(z)$ (37)

の存在を仮定すると、 $\hat{g}^{(\delta\rangle}(z)$ は関数方程式

$\hat{g}^{(\delta)}(z)=\alpha_{F}^{\langle\delta\rangle}\underline{\hat{g}^{(\delta\rangle}0\cdots 0\hat{g}^{(\delta\rangle}}(z/\alpha_{F}^{(\delta)})$ (38)
$\delta$

の解として与えられる。 この関数方程式は、 Feigenbaumが周期倍分岐カスケードに於け
る $2^{k}$ SSPO に対して導出した関数方程式 [7, 8]

$\hat{g}^{(2\rangle}(z)=\alpha_{F}^{(2\rangle}\hat{g}^{(2\rangle}0\hat{g}_{\delta}^{\langle 2\rangle}(z/\alpha_{F}^{(2)})$ (39)

の一般化となっている。
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(35) 式で $k=K-r(K\gg 1)$ とすると、

$L^{\delta^{K-r}}(z_{c}+ \tilde{z}, \mu_{K}^{\langle\delta\rangle})-z_{c}\sim\frac{1}{(\alpha_{F}^{(\delta\rangle})^{K-r}}\hat{g}^{\{\delta\rangle}((\alpha_{F}^{(\delta\rangle})^{K-r}\tilde{z})$ (40)

となる。 ただし、 $\tilde{z}=z/(\alpha_{F}^{\langle\delta\rangle})^{K-r}$ である。 $\delta^{k}$ SSPO の時刻 $i=\delta^{k}$ 番目の点 $z_{\delta^{k}}$ は

$z_{\delta^{k}}-z_{c}=L^{\delta^{k}}(z_{c}, \mu_{k}^{(\delta\rangle})-z_{c}=L^{\delta^{k}}(z_{c}, \mu_{K}^{(\delta\rangle})-z_{c}\sim\frac{1}{(\alpha_{F}^{(\delta)})^{k}}\hat{g}^{(\delta)}(0)$ (41)

というスケーリング特性を持つ。 (41) のスケーリング則および $Fl$ から導いた (31) 式を
(29) 式に代入すると、軌道点 $z_{\delta^{k}}$ のスケーリング則と $q^{(\delta)}$ の関係式

$q^{(\delta\rangle}= \frac{\ln\alpha_{F}^{\langle\delta\rangle}}{\ln\delta}$ (42)

が得られる。
$|L^{l}|j(\mu)$ の上から $k$ 番目のグ，レ $-$プに属する、 島 $I_{\delta^{k-1}}^{(k)}(j=1,2, \cdots, \delta-1)$ で特徴付

けられる $\delta-1$ 本の点列内の値を、左端の時刻 $i=j\delta^{f_{-1}}$ の値で置き換えると、 (41) のス
ケーリング則より第 $k$ 番目の束に含まれる点の導関数の絶対値は、

$| \frac{\partial L}{\partial z}|(z_{\delta^{k}},\mu_{\infty}^{(\delta)})=\frac{|F’|_{1}}{(\alpha_{F}^{(\delta))})^{k}}$ (43)

となる。 軌道点 $z_{\delta^{k}}$ に於ける写像の導関数の絶対値は $1/\alpha_{F}^{(\delta)}$ の間隔で並ぶ。即ち、仮定
$C2$が導き出される。 この近似により各時刻での写像の導関数の絶対値を用いて求めた。
時刻 $i=\delta^{k}+1$ での軌道間隔変化率

$— \delta^{k}+1=\frac{(|L^{l}|_{1})^{\delta^{k}}}{(\alpha_{F}^{(\delta\rangle})^{(\delta^{k}-1)/(\delta-1)}}=\frac{(--)^{\delta^{k}}}{(\alpha_{F}^{(\delta\rangle})^{(\delta^{k}-1)/(\delta-1)}}$ (44)

が、 $karrow\infty$ で有限となる条件より、

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=|L’|_{1}=(\alpha_{F}^{(\delta)})^{T^{\frac{1}{-1}}}$ (45)

と求まる。 (42) 式に (45) 式を代入すると $q_{\delta}$ の結果 (32) 式となることから、Feigenbaum
のスケーリング関係式と島の普遍構造 $Fl,$ $F2$ および仮定 $Cl,$ $C2$ は両立していること
が分かる。

4.2 $\delta^{\infty}$ SSPOのスケーリング関係式
$\delta^{K}$ SSPO の第 $k$ 階層の島 $I_{i}^{(k)}$ 内部にある $\delta^{K}$ 超安定周期軌道の軌道点の総数 $A_{i}^{(k)}$ は

$A_{i}^{(k)}=\delta^{K}-2\delta^{k}$ (46)
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である。第 $k$ 階層のすべての島に同じ個数の軌道点が分配されるので、 $K$ が十分大きけ
れば島 $I_{i}^{(k)}$ を覆うボックス $b_{i}^{(k)}$ に軌道点を見いだす確率 $p_{i}^{(k)}$ は、 $i$ によらず

$p_{i}^{(k)}=p^{(k)}= \frac{A_{i}^{(k)}/\delta^{k}}{\delta^{K}}=\frac{\delta^{K}-2\delta^{k}}{\delta^{K}\delta^{k}}\sim\delta^{-k}$ (47)

となる。 島 $I_{i}^{(k)}(i=1,2, \cdots, \delta^{k})$の特異性を $\alpha_{i}$ とすると、 $p_{i}^{(k)}$ は

$p_{i}^{(k)}=(\ell_{i}^{(k)})^{\alpha_{i}}$ (48)

とも表される。 $\alpha_{i}$ の特異性を持っボックス $b_{i}^{(k)}$ の個数孝 (bi(k)) は、 $\delta^{\infty}$ SSPO のマルティ
フラクタルスペクトル $f(\alpha)$ によって

$\#(b_{i}^{(k)})\sim(\ell_{i}^{(k)})^{-f(\alpha)}$
:

(49)

と与えられる [10, 11]。第 $k$ 階層の最小幅の島 $I_{1}^{(k)}$ および最大幅の島 $I_{\delta^{k}}^{\langle k)}$ を覆うボックス
の個数 $\#(b_{i}^{(k)})$ は 1である。従って、 $\delta^{\infty}$ SSPO のマルティフラクタル・スペクトル $f(\alpha)$

の二つのゼロ点、 すなわち $f(\alpha)=0$ となる $\alpha=\alpha_{-}$ および $\alpha+$
$(\alpha_{-}<\alpha_{+})$ は、 それぞ

れ第 $k$ 階層の最小幅の島 $I_{1}^{\langle k\rangle}$ および最大幅の島 $I_{\delta^{k}}^{(k)}$ の特異性を与える。 (47) および (48)
より

$\ell_{1}^{(k)}=(p^{\{k\rangle})^{1/\alpha_{-}}=\delta^{-k/\alpha_{-}}$ , $\ell_{\delta^{k}}^{(k\rangle}=(p^{(k)})^{1/\alpha_{+}}=\delta^{-k/\alpha+}$ (50)

である。 $k$ が十分大きければ $—\delta^{k}$ は、

$–\delta^{k}$ (51)

と近似できる。 (51) を (29) に代入すると

$q^{(\delta\rangle}= \lim_{karrow\infty}\frac{\ln_{-\delta^{k+1}}^{-}--\ln_{-\delta}^{-}-}{\ln\delta^{k+1}-\ln\delta}=\lim_{karrow\infty}\frac{-k(1/\alpha_{+}-1/\alpha_{-})\ln\delta}{k\ln\delta}=\frac{1}{\alpha_{-}}-\frac{1}{\alpha+}$ (52)

を得る [13,14]。また、 (33) より

$Q^{(\delta)} \frac{\ln(2-1/\delta)}{\ln\delta}=\frac{1}{\alpha_{-}}-\frac{1}{\alpha+}$ (53)

が得られる [12]。
第 $k$階層の最大幅の島 $I_{\delta^{k}}^{(k)}$ の幅 $l_{\delta^{k}}$ は (41) 式より

$\ell_{\delta^{k}}=|z_{\delta^{k}}-z_{2\delta^{k}}|\sim|\frac{1}{(\alpha_{F}^{\langle\delta)})^{k}}\hat{g}^{(\delta\rangle}(0)-\frac{1}{(\alpha_{F}^{\langle\delta)})^{2k}}\hat{g}^{\langle\delta\rangle}(0)|=\frac{1}{(\alpha_{F}^{(\delta\rangle})^{k}}(1-\frac{1}{\alpha_{F}^{(\delta)}})\hat{g}^{(\delta\rangle}(0)$

(54)
となる。 最小幅の島 $I_{1}^{(k)}$ の幅 $\ell_{1}$ も同様に

$\ell_{1}=|z_{1}-z_{1+\delta^{k}}|=\mu_{\infty}^{\langle\delta)}(z_{\delta^{k}})^{2}\sim\frac{1}{(\alpha_{F}^{\langle\delta\rangle})^{2k}}(\hat{g}^{\langle\delta\rangle}(0))^{2}$ (55)
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となる。 (50) 式より

$\alpha_{-}=\frac{\ln\delta}{2\ln\alpha_{F}^{\{\delta\rangle}}$ , $\alpha+=\frac{\ln\delta}{\ln\alpha_{F}^{(\delta)}}$ (56)

を得る。 この結果を (52) に代入すると、Feigenbaum のスケーリングより求めた (42) に
一致する。
実際に、 $3^{12\text{、}}4^{10\text{、}}5^{8}$

、
$6^{7}$ 周期軌道について、 各軌道の軌道点の階層構造より求めた

$\alpha_{\pm}^{(\delta\rangle}$ から (56) 式で得られる $\alpha\pm$ を用いて求めた $q^{(\delta\rangle}$ および $Q^{(\delta\rangle}$ と実際の軌道間隔変化率
のべキ指数から求めた結果を表 1に示す。 $n$ が小さい場合、 $Q^{(\delta\rangle}$ を求めるための点の数
が少ないことによる誤差が大きくなるため、 スケーリング関係式 (53) とのずれが大きく
なる。

表 1: $3^{12\text{、}}4^{10\text{、}}5^{8}$
、

$6^{7}$ 周期軌道での $q_{(\delta)}$ および $Q_{(\delta)}$ の値

5 まとめ

1次元離散力学系のカオス領域には無数の $\delta$周期の窓が開いており、その中には $\delta^{\infty}$ SSPO
が存在する。 $\delta^{\infty}$ SSPO は、 その軌道点を適切に連結することで $\delta$ スケール Cantor集合
と同等な階層構造を持っ。 $\delta^{\infty}$ の第 $k$ 階層は $\delta^{k}$ 個の様々な大きさの島によって構成され
る。写像によって最小幅の島 $I_{1}^{(k)}$ から最大幅の島 $I_{\delta^{k}}^{(k)}$ へと推移する過程は、 $\delta^{\infty}$ SSPO の
軌道間隔変化率 $–i1\leq\delta^{k}$ ) に表れる。 SSPO の間欠性が顕著な領域として、写像導
関数の絶対値が最大となる島 $I_{1}^{(k)}$ から別れ出る $\delta$ 個の島の端に位置する軌道点に着目す
ることとした。着目した軌道点に対する時刻 $i=1+(p-1)\delta^{k}+\delta^{k}(p=1,2, \cdots, \delta)$ に於

ける軌道間隔変化率島を解析した結果、 $k$ によらずほぼ一定の幕指数で寡的に増大し、
その指数 $Q^{(\delta)}$ がスケーリング関係式 (53) 式で与えられることが明らかとなった。
充分発達した乱流の系をスケール $l_{0}\delta^{-k}$ の $k$ を変えながら一連の PDF を求めること

は、 乱流の中から $\delta$ スケール Cantor 集合と同等な階層構造を抽出していると考えられ
る。抽出した $\delta$ スケール Cantor 集合は、 $\delta$ に依存しないマルティフラクタルスペクト
ルを持っている。すなわち、充分発達した乱流系は，あらゆる $\delta$ の値に対する $\delta$ スケール

Cantor集合が、 同じマルティフラクタルスペクトルを持って集積したものと予想され
る。一方で、力学系の $\delta^{\infty}$ SSPO のマルティフラクタルスペクトルは、軌道毎に異なっ
ている。 さらに、 $\delta^{\infty}$ SSPO のマルティフラクタルスペクトルの二つの零点 $\alpha\pm$ の間に
は $\alpha_{-}=2\alpha+$ の関係が成り立っている。従って、充分発達した乱流と離散力学系の $\delta^{\infty}$
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SSPO の階層構造はトポロジカルには $\delta$ スケール Cantor集合として同一であるが、 マル
ティフラクタル構造は異なると思われる。 この構造の違いが、MPDFT の要請に基づく
スケーリング関係式 (2) と、 $\delta^{\infty}$ SSPO に対する関係式 (53) の左辺分子の $\ln$ 中の $1/\delta$ の

項の違いをもたらしていると予想される。
$3^{12}$ SSPO 近傍に存在する軌道の軌道間隔変化率昌を解析すると、 図 9に示すよう

に、 MPDFT のスケーリング関係式 (2) で与えられる罧指数での増大がしばしば観測さ
れる。MPDFT のスケーリング関係式に従って増大する領域の軌道点を抽出し、その構
造を解析した結果、 $3^{5}USPO$ とよく似た構造を持つことが明らかとなった。従って、 $\delta^{\infty}$

SSPOが不安定化して $\delta^{\infty}USPO$ になった後に、MPDFT と同じスケーリング関係式が成
り立つのではないかと予想される。充分発達したカオス状態では、すべての $\delta^{\infty}$ SSPO は

$\delta^{\infty}$USPO となって共存しており、 充分発達した乱流とよく似た状況にある。従って、充
分発達したカオス状態に於ける $\delta^{\infty}$ USPO の階層構造と不安定性を解析することで、充分
発達した乱流に於ける MPDFT のスケーリング関係式の物理的意味が明らかとなると予
想される [15]。

1 10 } $\alpha)$ $|000$ $10^{4}$

$i$

図 9: $3^{12}SSPO$ 近傍の軌道の軌道間隔変化率の罧的振る舞い。MPDFT のスケーリング
関係式 (2) で与えられる幕指数での増大 (実線) が観測される。参考のために、 $q^{(\delta\rangle}$ (点
線 $)$ および $Q^{\langle\delta)}$ (破線) での幕的増大の傾きを示す。
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