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[3] で 積分変換 $\mathcal{R};\mathcal{R}[f(s)](x)=\int_{-\infty}^{\infty}\frac{x^{s}}{\Gamma(1+s)}f(s)ds$ によって

平行移動が分数幕微分に移されること

$\frac{d^{a}}{dx^{a}}\mathcal{R}[f(s)](x)=\mathcal{R}[\tau_{a}f(s)](x)$ , $\tau_{a}f(s)=f(s+a)$ ,

となることを示した。 この式は $f(s)$ が関数でない discrete delta
potential $\sum_{n}c_{n}\delta_{a_{n}},$ $\delta_{c}=\delta(c-s)$ , であっても成立する。 また

$\mathcal{R}[\delta_{c}]$ は (拡張された) Borel 変換 $\mathcal{B}$ ([1]) によって

$\mathcal{R}[\delta_{c}]=\mathcal{B}[x^{c}]$

と表される。 ただし $c$ が負の整数であれば $\mathcal{R}[\delta_{c}]$ には問題がある。
そのため $\mathcal{R},$ $B$ を修正した $\mathcal{R}+,$ $B_{+}$ も導入する。

この報告では、 これらの変換を定数係数分数幕微分方程式に適
用し 解と $Z$ の discrete delta potential の空間での表現との関
係をしめす。 また Schwartz 超関数の枠を超えたところでの $\mathcal{R}_{+}$

の定義についても述べる。

1 分数幕微分と積分変換 $\mathcal{R}$

$f(x)$ が $f(x)= \sum_{n}C_{n}x^{c_{n}}$ と $\mathbb{R}_{+}=\{x|x\geq 0\}$ または $\mathbb{C}\backslash \{x|x<$

$0\}$ で $C^{\infty}$ -収束する級数であらわされるとき

$\frac{d^{a}}{dx^{a}}f(x)=\sum_{n}C_{n}\frac{d_{X^{c_{n}}}^{a}}{d_{X^{a}}}$ , $\frac{d^{a}}{dx^{a}}x^{c}=\frac{\Gamma(1+c)}{\Gamma(1+c-a)}x^{c-a}$

で定義する。 ただし $c-a,.c$ は負の整数ではないとする。 $a$ は実

数でなくても良いが正の実数のときは

$\frac{d^{-a}}{dx^{-a}}f(x)=I_{a}f(x)=\frac{1}{\Gamma(a)}\int_{0}^{x}(x=t)^{a-1}f(t)dt$

である。
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定義 1 。積分変換 $\mathcal{R}$ を

$\mathcal{R}[f(s)](x)=\int_{-\infty}^{\infty}\frac{x^{s}}{\Gamma(1+s)}f(s)ds$

で定義する。

両側 Laplace 変換 $\mathcal{L}[f(s)](t)=\int_{-\infty}^{\infty}e^{st}f(s)ds$ を使えば $\mathcal{R}$ は

$\mathcal{R}[f(s)](x)=\mathcal{L}[\frac{f(s)}{\Gamma(1+s)}](\log x)$ , $x=e^{t}$

と書ける。 この形では $x$ は正だが $x$ を複素数として $\mathbb{C}\backslash \{x|\Re x<$

$0\}$ を定義域とみるか $\mathbb{C}^{\cross}$ での多価関数とみる事も出来る。 また
$\mathcal{R}[f]$ を超関数 (または Miksinski の演算子) とみる事もあり そ

の場合 $x\geq 0$ で定義された台がコンパクトな関数の空間の上の
超関数 (演算子) とみるのが便利である。

変換 $\mathcal{R}$ で $\frac{d^{a}}{dx^{a}}$ と積分が交換すれば ( $a$ が実数のとき)

$\frac{d^{a}}{dx^{a}}\mathcal{R}[f(s)](x)$

$= \int_{-\infty}^{\infty}\frac{\Gamma(1+s)x^{s-a}}{\Gamma(1+s-a)\Gamma(1+s)}f(s)ds$

$= \int_{-\infty}^{\infty}\frac{x^{t}}{\Gamma(1+t)}f(t+a)dt$ , $t=s-a$ ,

だから

定理 1 $A>0,$ $c>0$ があって $|f(s)| \leq\frac{Ae^{c|s|}}{\Gamma(1+s)}$ であれば

$\frac{d^{a}}{dx^{a}}\mathcal{R}[f(s)](x)=\mathcal{R}[f(s+a)](x)$ (1)

である。

注意。 $a$ が複素数 $b+ci$ であれば

$\frac{d^{a}}{dx^{a}}\mathcal{R}[f(s)](x)=\int_{-\infty-ci}^{\infty+ci}\frac{x^{s}}{\Gamma(1+s)}f(s+a)ds$

だが $f(s)$ が $g(s)e^{-ts^{2}},$ $t>0$ と書けて $g(s)$ が有限指数型であれ
ば Cauchy の積分定理から (1) が成り立つ。
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(1) から $\mathcal{R}$ の定義域では $\{\frac{d^{a}}{dx^{a}}|a\in \mathbb{R}\}$ は 1経数群である。 その

生成作用素
$\log(\frac{d}{dx})=\lim_{aarrow 0}\frac{1}{a}(\frac{d^{a}}{dx^{a}}-I)$

([2],[5]), については

$\log(\frac{d}{dx})\mathcal{R}[f(s)](x)=\mathcal{R}[\frac{df(s)}{ds}](x)$ (2)

が成り立つ。 (2) から

$( \log(\frac{d}{dx}))^{a}\mathcal{R}[f(s)](x)=\mathcal{R}[\frac{d^{a}}{ds^{a}}f(s)](x)$

となるはずだが $a=-1$ のときは

$( \log(\frac{d}{dx}))^{-1}\mathcal{R}[f(s)](x)=\mathcal{R}[\int_{-\infty}^{s}f(t)dt](x)$

である。
さらに $f(s)$ 力 $\sim$ $\geq c$ で連続 $s>c$ で微分可能 $s<c$ で $0$ の時

$\frac{1}{h}(\int_{-\infty}^{\infty}\frac{x^{s}}{\Gamma(1+s)}f(s+h)ds-\int_{-\infty}^{\infty}\frac{x^{s}}{\Gamma(1+s)}f(s)ds)$

$= \frac{1}{h}\int_{c-h}^{c}\frac{x^{s}}{\Gamma(1+s)}f$ ( $s$ 十ん)ds $+$

$+l^{\infty} \frac{x^{s}f(s+h)-f(s)}{\Gamma(1+s)h}ds$

だから

$\log(\frac{d}{dx})\mathcal{R}[f(s)](x)=\mathcal{R}[f’(s)](x)+\frac{x^{c}}{\Gamma(1+c)}f(c)$ (3)

となる。 $f(s)$ の超関数の意味での微分は

$f’(s)+f(c)\delta(s-c)$ だから (2) は $f$ が微分可能でなくても $\frac{df}{dx}$ を

超関数の意味での微分とすればなりたつ。 なお定義から以下で
役立つ次の補題が成り立つ。

補題 1 。 $\delta_{c}=\delta(s-c)$ とすれば

$\mathcal{R}[\delta_{c}](x)=\frac{x^{c}}{\Gamma(1+c)}$ (4)

である。 この式は $c$ が複素数でも成り立っ。
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(4) によれば $\mathcal{R}[\delta_{-n}]=0,$ $n=1,2,$ $\ldots$ だから $n-a$ が自然数で
なければ

$\frac{d^{a}}{dx^{a}}\frac{d^{n}}{dx^{n}}\mathcal{R}[\delta]=0\neq\frac{d^{n+a}}{dx^{n+a}}\mathcal{R}[\delta]$

である。 このため 分数罧微分の定義は Riemann-Liouville と

Caputo(-Riesz) の 2種ある。 しかし超関数を使い定義域を Mikusin-
ski の演算子の空間とすればこの問題は解消する。 これに対応す
るのが以下に定義する $\mathcal{R}_{+}$ である。

定義 2 。
$g_{+}(x)$ を

$g_{+}(x)=\{\begin{array}{ll}g(x) x\geq 00 x<0\end{array}$

と定義し変換 $\mathcal{R}_{+}$ を

$\mathcal{R}_{+}[f(s)](x)=\int_{-\infty}^{\infty}\frac{(x^{s})_{+}}{\Gamma(1+s)}f(s)ds$ (5)

で定義する。

定義から $\mathcal{R}_{+}[f(s)](x)$ は $\mathbb{R}_{+}=\{x|x\geq 0\}$ の (超) 関数で

$\int_{0}^{\infty}\frac{x^{\epsilon-1}}{\Gamma(\epsilon)}g(x)dx=-\int_{0}^{\infty}\frac{x^{\epsilon}}{\epsilon\Gamma(\epsilon)}g’(x)dx$

だから $\lim_{\epsilonarrow 0}\mathcal{R}_{+}[\delta_{\epsilon-1}]=\delta$ である。 よって $\mathcal{R}_{+}$ については

$\mathcal{R}_{+}[\delta_{-n-1}]=\delta^{(n)}(=\frac{d^{n}}{dx^{n}}\delta)$ (6)

である。 定義と (6) から

命題 1 。 $\mathcal{R}[f(s)](x)=\mathcal{R}_{+}[f(s)](x),$ $x>0$ であり

$\frac{d^{a}}{dx^{a}}(\frac{d^{b}}{dx^{b}}\mathcal{R}_{+}[f(s)](x))=\frac{d^{a+b}}{dx^{a+b}}\mathcal{R}_{+}[f(s)](x)$ ,

が成り立つ。

2 $\mathcal{R}$ と Borel 変換

$B[ \zeta^{n}](z)=\frac{z^{n}}{n!}$ を線形に拡張した変換を Borel 変換と言う。 $\phi(\zeta)$

が原点の近傍での正則関数のとき

$\mathcal{B}[\phi(\zeta)](z)=\frac{1}{2\pi i}\oint e^{\frac{z}{\zeta}}\frac{f(\zeta)}{\zeta}d\zeta$
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である。 定義から $\mathcal{B}[\phi]$ は有限指数型の整関数で

$\frac{d}{dz}B[\phi(\zeta)](z)=B[\zeta^{-1}\phi(\zeta)](z)$ ,

$\mathcal{B}[\phi(\zeta)\psi(\zeta)](z)=\mathcal{B}[\phi(\zeta)]\#\mathcal{B}[\psi(\zeta)](z)$ ,

$u(x) \# v(x)=\frac{d}{dx}\int_{0}^{\infty}u(x-t)v(t)dt$

である。代数的には $O$ を原点での正則関数の芽の環、 $Exp(\mathbb{C})$ を

全平面上の有限指数型関数の $\#$-積で作る環としたとき Borel 変
換は

$\mathcal{B}:\mathcal{O}\cong Exp(\mathbb{C})$ ,

の同型を与える。
また Borel 変換の積分表示から

$\mathcal{B}[\zeta^{-n}](z)=0$ , $n=1,2,$ $\ldots$ (7)

となる。 これから Borel 変換は 原点での有理型関数の芽の体
$\mathcal{M}$ からの写像に拡張できるがこの場合は (準) 同型ではない。

Borel 変換の逆変換は

$B^{-1}[g(t)](x)= \int_{0}^{\infty}e^{-t}g(tx)dt$

だが この式は $g$ が有限指数型でなくても定義できる。 特に

$\mathcal{B}^{-1}[t^{c}](x)=\Gamma(1+c)x^{c}$ , $\mathcal{B}^{-1}[\log t]=\log x-\gamma$

である。

定義 3([1])。 $x^{c}$ と $\log x$ の Borel 変換を

$B[t^{c}]= \frac{x^{c}}{\Gamma(1+c)}$ , $\mathcal{B}[\log t]=\log x+\gamma$ (8)

と定義する。

ノム$\backslash$ R$\grave$

$\sum_{n=0}^{\infty}\frac{t^{n}}{n!}(\log x)^{\# n}=\frac{e^{-\gamma t}}{\Gamma(1+t)}x^{t}$
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が成立するから ([1]), この定義は Borel 変換の主な性質を保存
する。 また右半平面では広義一様に

$\lim_{\epsilonarrow 0}\mathcal{B}[(t+\epsilon)^{c}](x)=\frac{x^{c}}{\Gamma(1+c)}$ ,

$\lim_{\epsilonarrow 0}\mathcal{B}[\log(t+\epsilon)](x)=\log x+\gamma$

となる。代数的には $F\langle X\}$ を関数環 $F$ と全平面で収束する幕級数
環 (整関数の環，変数 $X$ ) から生成された環としたとき拡張され
た Borel 変換は

$\mathcal{O}\langle X\}/(e^{X}-x)\cong Exp(\mathbb{C})\{X\}/(e^{X}-e^{-\gamma}x)$ ,

の同型を $\Lambda 4\{X\}/(e^{X}-x)$ から $Exp(\mathbb{C})/(e^{X}-e^{-\gamma}x)$ を微分で閉
じるように拡張した環への写像 (準同型ではない) に拡張した

ものである。

一方 $\mathcal{B}_{+}[f]=\mathcal{B}[f]_{+}$ とすれば

$\int_{0}^{\infty}e^{-xt}\delta(t)dt=\frac{1}{x}\int_{0}^{\infty}e^{-s}\delta(s)ds=\frac{1}{x}$

だから $\mathcal{B}_{+}[\frac{1}{t}]=\delta$, 一般に

$\mathcal{B}_{+}[t^{-n-1}]=\delta^{(n)}$ (9)

である。 代数的には

$\mathcal{B}_{+};\mathcal{M}\cong Exp(\mathbb{C})[\delta]$ ,

の同型を与え これを

$\mathcal{M}\langle X\}/(e^{X}-x)arrow(Exp(\mathbb{C})\{X\}/(e^{X}-e^{-\gamma}x)[\delta]$ ,

の写像に拡張したものが拡張された $\mathcal{B}_{+}$ である。 $\mathcal{M}\langle X\}/(e^{X}-x)$

には $1\in Z$ が 1 $\cdot X=X+2\pi i$ で働き この作用で不変な部分環
が $\Lambda 4$ だから Galois 群 $Z$ の Galois拡大的な拡大環である。 ただ
し拡大体では無い。

(9) から

定理 2。次の式が成り立つ。

$\mathcal{R}[\delta_{c}]=\mathcal{B}[x^{c}]$ , $\mathcal{R}_{+}[\delta_{c}]=\mathcal{B}_{+}[x^{c}]$ (10)
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また $\mathcal{R}[\delta_{c}^{(n)}]$ は $\log x$ の $n$-次多項式と $x^{c}$ の積である。

命題 2。拡張された Borel 変換については

$\frac{d^{a}}{dx^{a}}\mathcal{B}[f(t)](x)=\mathcal{B}[t^{-a}f(t)](x)$ , (11)

$\log(\frac{d}{dx})\mathcal{B}[f(t)](x)=-\mathcal{B}[\log tf(t)](x)$ (12)

が成り立つ。

(8) と (11) から

$\mathcal{R}[\delta_{c}^{(n)}]=(\log(\frac{d}{dx}))^{n}\mathcal{B}[t^{c}]=(-1)^{n}\mathcal{B}[(\log t)^{n}t^{c}]$

などが得られる。

注意。 (10) から $\delta_{c},$ $c\in \mathbb{C}$で張られる空間は $\mathcal{R}$ によって $x^{c},$ $c\in \mathbb{C}$

で張られる空間に移される。 $\delta_{c}$ で生成される空間の元

$\sum_{n}V(c_{n})\delta_{c_{n}}$

は ( $\{c_{n}\}$ が離散なとき)discrete delta potential と呼ばれている。
定理 2から $f(x)= \sum_{n=0}^{\infty}c_{n}x^{n}$ と Taylor 展開されていれば

$f(x)= \mathcal{R}[\sum_{n=0}^{\infty}n!c_{n}\delta_{n}](x)$

である。 たとえば

$e^{x}= \mathcal{R}[\sum_{n=0}^{\infty}\delta_{n}],$ $\sin x=\mathcal{R}[\sum_{n=0}^{\infty}(-1)^{n}\delta_{2n+1}]$

などである。 これらの例は $\mathcal{R}$ の定義域としては関数の空間よ
りも discretre delta potential の空間が適切であることを示して
るようである (7節参照)。 連続な世界での微分は discrete な世
界での差分だが定理 1はそのことの反映とも解釈できる。

また $\delta_{c}$ で張られる空間に微 $\theta$ $\frac{d}{dx}$ を作用させて出来る空間は
$x^{c}$ と $\log x$ から和と積で生成される空間に移される。 $\log x=t$ と

すれば 移った先は $t$ と $e^{ct},$ $c\in \mathbb{C}$ から生成された空間である。
ただし無限次元 vector 空間として どのような空間を使うのが
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適切かは 問題である。 また discrete delta potential の $\mathcal{R}$ によ

る像は解析関数になる。解析的でない関数が像に含まれるよう
適当な位相をいれ discrete delta potential の空間を完備化する
のもこれからの課題である。

Borel 変換は原点での関数の芽に対し定義されたが

$\frac{1}{1-x}=\{\begin{array}{l}\sum_{n=0}^{\infty}x^{n}, |x|<1,-\sum_{n=1}^{\infty}x^{-n}, |x|>1\end{array}$

のように $\infty$ の近傍での展開があれば それから形式的に

$\mathcal{B}_{+}[-\sum_{n=1}^{\infty}t^{-n}]=-\sum_{n=1}^{\infty}\delta^{(n)}$

という変換ができる。 この右辺は Schwartz の意味での超関数で
はないが作用が意味のある関数空間は存在する。一般に $f$ が $\infty$

の近傍で Puiseaux展開できれば それを使って形式的に Borel
変換が計算できる。 これを $\mathcal{B}_{\infty},$ $\mathcal{B}_{\infty,+}$ と書くが以下では使わない。

3 Borel変換と定数係数分数幕微分方程式

(7) を利用すれば定数係数分数幕微分方程式の解を作ることが
できる。 最初に良く知られている定数係数微分方程式の解につ
いて説明する。

$P(X)=X^{n}+c_{1}X^{n-1}+\cdots+c_{n}$ , $P( \frac{d}{dx})=\frac{d^{n}}{dx^{n}}+c_{1}\frac{d^{n-1}}{dx^{n-1}}+\cdots;c_{n}$

とする。
$P( \frac{d}{dx})\mathcal{B}[\phi]=\mathcal{B}[P((^{-1})\phi]$

だから $P(X)= \prod_{i}(X-\lambda_{i})^{n}i$ と因数分解されていれば $X^{-1}-\lambda=$

$X^{-1}(1-\lambda X)$ により

$P( \frac{d}{dx})\mathcal{B}[(1-\lambda_{i}\zeta)^{-k}]=0$ , $k\leq n_{i}$ (13)
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である。 $\mathcal{B}[(1-\lambda\zeta)^{-1}](x)=e^{\lambda x}$ である。 また $k\geq 2$ の時 (1-

$\lambda X)^{-k}=\frac{1}{(k-1)!}\sum_{n=0}^{\infty}(n+k-1)\cdots(n+1)X^{n}$ であり

$(n+k-1)\cdots(n+1)$
$n!$

$= \frac{c_{k,1}}{n!}+\cdots+\frac{c_{k,k-2}}{(n-k+2)!}+\frac{1}{(n-k+1)!}$

だから

$B[(1-\lambda\zeta)^{-k}](x)$

$= \frac{1}{(k-1)!}(c_{k,1}e^{x}+\cdots+c_{k,k-2}x^{k-2}e^{x}+x^{k-1}e^{x})$ (14)

である。 $y=\mathcal{B}[\zeta^{-m}(1-\lambda)^{-k}](x)$ も $P( \frac{d}{dx})y=0$ をみたすがこれ
は (12) のかたちの関数の 1次結合であらわされる。 これが Borel
変換による 方程式 $P( \frac{d}{dx})y=0$ の解法である。以下ではこの解

法を分数幕微分方程式 $P( \frac{d^{a}}{dx^{a}})y=0$ に適用する。

Borel 変換を使うと $\frac{d^{a}}{dx^{a}}\frac{d^{b}}{dx^{b}}=\frac{d^{a+b}}{dx^{a+b}}$ は必ずしも成り立たない
ので

$P( \frac{d^{a}}{dx^{a}})=(\frac{d^{a}}{dx^{a}})^{n}+c_{1}(\frac{d^{a}}{dx^{a}})^{n-1}+\cdots+c_{n}$ (15)

とする。 こうすれば $\frac{d}{dx}+c^{2}$ と $( \frac{d^{1/2}}{dx^{1/2}}+c)(\frac{d^{1/2}}{dx^{1/2}}-c)$ は別の作

用素になる。 $P(X)= \prod_{i}(X-\lambda_{i})^{n_{i}}$ により

$P( \frac{d^{a}}{dx^{a}})=\prod_{i}(\frac{d^{a}}{dx^{a}}-\lambda_{i})^{n_{i}}$

である。

定理 3 。
$\Re a>0$ として

$y=B[\zeta^{ka-m}(1-\lambda_{i}\zeta^{a})^{-k}](x)_{i}$ $k\leq n_{i}$

とすれば $P( \frac{d^{a}}{dx^{a}})y=0$ である。

証明。 $P(X)=( \prod_{i\neq j}(X-\lambda_{j})^{n_{j}})(x-\lambda)^{n_{i}-k}$ だから

$P( \frac{d^{a}}{dx^{a}})y=\prod_{j\neq i}(\frac{d^{a}}{dx^{a}}-\lambda_{j})^{n_{j}}(\frac{d^{a}}{dx^{a}}-\lambda_{i})^{n_{i}-k}\mathcal{B}[\zeta^{-m}](x)=0$

43



となり定理が成立する。

特に $k=1$ なら $\eta^{a-m}(1-\lambda\zeta^{a})^{-1}=\sum_{n=0}^{\infty}\lambda^{n}\zeta^{a(n+1)-m}$だから

$\mathcal{B}[\zeta^{a-m}(1-\lambda\zeta^{a})^{-1}](x)$

$= \sum_{n-0}^{\infty}\frac{\lambda^{n}}{\Gamma(a+1-m+an)}x^{a(n+1)-m}$

である。 拡張された Mittag-Leffler 関数
$E_{a,b}(x)= \sum_{n=0}^{\infty}\frac{x^{n}}{\Gamma(na+b)}$ を使えば

$\mathcal{B}[\zeta^{a-m}(1-\lambda\zeta^{a})^{-1}](x)=x^{a-m}E_{a,a-m+1}(\lambda x^{a})$ (16)

と書ける。 よって

系。 $P( \frac{d^{a}}{dx^{a}})(x^{a-m}E_{a,a-m+1}(\lambda x^{a})=0$ である。

$a$ が無理数なら $\mathcal{B}[\zeta^{ka-m}(1-\lambda_{i}\zeta^{a})^{-k}](x),$ $m\in N$ , は総ての自
然数 $m$ について 1次独立だが $a$ が有理数 $\frac{q}{p}$ であれば 1次独立な

ものは $m=1,$ $\ldots,$ $q$ だけである (\S 6)。
なお $\{0<x<\infty\}$ では 広義一様に

$\lim_{aarrow 1}x^{a-m}E_{a,a-m+1}(\lambda x^{a})=e^{\lambda x}$

となる。 また原点の近傍で可積分という条件をつければ $m=1$

以外の解は排除される。

$k\geq 2$ であれば

$\mathcal{B}[\zeta^{ka-m}(1-\lambda\zeta^{a})^{-k}](x)$

$= \frac{1}{(k-1)!}\sum_{n=0}^{\infty}\frac{(n+k-1)\cdots(n+1)}{\Gamma(1-m+(n-k)a)}\lambda^{n}x^{na}$

が $a$ が整数でないとき Mittag-Leffler 関数などで書けるかは 問
題である。

なお \S 6でこれらの解と discretre delta potential との関係 お

よび $\frac{d^{a}}{dx^{a}}$ を Hilbert 空間の作用素として扱う問題を取り上げる。
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4 $\mathcal{R}$ と定数係数分数幕微分方程式

$\Re\alpha_{1}>0,$
$\ldots,$

$\Re\alpha_{n}>0$ とする。

$Ly= \sum_{n=0}^{m}c_{n}\frac{d^{a_{n}}}{dx^{a_{n}}}y$ (17)

を定数係数分数幕微分作用素とする。 $y=\mathcal{R}[f(s)]$ とし (1) が成
り立つとすれば

$Ly= \mathcal{R}[\sum_{n=0}^{m}c_{n}f(s+a_{n})]$ (18)

である。 $a_{0},$ $\ldots$ , $a_{m}$ から $\mathbb{C}$ の中で加法で生成される群を $G(L)=$

$G(a_{0}, \ldots, a_{m})$ とする。 次の事は良く知られているが以下の便宜
のため補題とする。

補題 2 。 $G(L)$ が $\mathbb{C}$ の中で離散群になるのは

1. $G(L)=Z\alpha$ ,

2. $G(L)=Z\omega\oplus Z\psi$ .

の 2種にかぎる。ただし 2の場合 $\omega,$
$\psi$ はある楕円関数の基本周期

である。 また $\mathbb{R}$ の中の離散群になるのは 1の場合だけである。

これらの場合 $L$ は

$L=P( \frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}),$ $P(X)= \sum_{k=0}^{m}c_{k}X^{k},$ $G(L)=Z\alpha$ , (19)

$L=Q( \frac{d^{\omega}}{dx^{\omega}}, \frac{d^{\psi}}{dx^{\psi}})$ , (20)

$Q(X, Y)= \sum_{j+k\leq m}c_{j,k}X^{j}Y^{k},$
$G(L)=Z\omega\oplus Z\psi$ ,

の形になる。 ただし $\Re\alpha>0,$ $\Re\omega>0,$ $\Re\psi>0$ とする。 また $\mathcal{R}$ ,
$B$ を使うときは

$\frac{d^{n\alpha}}{dx^{n\alpha}}arrow(\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}})^{n}$

などの置き換えを行う。 $\mathcal{R}_{+},$ $B_{+}$ を使うときはこの必要はない。
なお (20) の形の意味のある方程式があるかを探るのは今後の課
題である。
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(19), (20) から

$\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}u_{\alpha;\lambda}=\lambda u_{\alpha;\lambda}$, (21)

$\frac{d^{\omega}}{dx^{\omega}}v_{\omega,\psi;\mu,\nu}=\mu v_{\omega,\psi;\mu,\nu},$ $\frac{d^{\psi}}{dx^{\psi}}v_{\omega,\psi;\mu,\nu}=\nu v_{\omega,\psi;\mu,\nu}$ (22)

となる $u_{\alpha;\lambda},$ $v_{\omega,\psi;\mu,\nu}$ が存在すれば

$P( \frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}})u_{\alpha;\lambda}=P(\lambda)u_{\alpha;\lambda}$ ,

$Q( \frac{d^{\omega}}{dx^{\omega}}, \frac{d^{\psi}}{dx^{\psi}})v_{\omega,\psi;\mu,\nu}=Q(\mu, \nu)v_{\omega,\psi;\mu,\nu}$

だから方程式 $Ly=Cy$ は $\lambda$ を $P(\lambda)=C$ , あるいは $\mu,$ $\nu$ を

$Q(\mu, \nu)=C$ と選ぶことにより解ける。

$y=\mathcal{R}[h(s)]$ であれば $\frac{d^{a}}{dx^{a}}\mathcal{R}[h(s+a)]$ だから $u_{\alpha;\lambda}=\mathcal{R}[h_{\alpha;\lambda}]$ ,
$v_{\omega,\psi;\mu,\nu}=\mathcal{R}[h_{\omega,\psi;\mu,\nu}]$ であり

$h_{\alpha,\lambda}(s+\alpha)=\lambda h_{\alpha,\lambda}(s)$ , (23)
$h_{\omega,\psi;\mu,\nu}(s+\omega)=\mu h_{\omega,\psi;\mu,\nu}(s)$ , (24)
$h_{\omega,\psi;\mu,\nu}(s+\psi)=\nu h_{\omega,\psi;\mu,\nu}(s)$ (25)

であれば (21), (22) が満たされる。

(23) をみたす関数は

$h_{\alpha;\lambda}(s)=e^{cs}h(s)$ ; $e^{c\alpha}=\lambda,$ $h(s+\alpha)=h(s)$ ,

であり (24) と (25) を同時に満たす関数は 乗法関数と楕円関数
の積 ; $e^{\zeta(s)}\wp(s)$

、
$\zeta(s)$ はWeierstrass の $\zeta$-関数、 など、 である。 し

かしこれらの関数には $\mathcal{R}$ や $\mathcal{R}+$ は定義できない。 仮に $\mathcal{R}[e^{cs}]$ が

関数 (または Schwartz の超関数) として定義できれば 方

程式 $\frac{dy}{dx}=\lambda y$ が独立な無限の解をもつことになって解の一意性

に矛盾する。 しかし 適当な空間の上の一般化関数としては意
味づけ可能である。 次節で これについて簡単に説明する。

一方 $h(s)$ が discrete delta potential であれば例えば

$\tau_{a}(\sum_{n=-\infty}^{\infty}\lambda^{n}\delta_{na})=\lambda(\sum_{n=-\infty}^{\infty}\lambda^{n}\delta_{na})$ ,
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$\tau_{a}f(s)=f(s+a)$ , であり $a$ が正の整数なら

$\mathcal{R}[\sum_{n=-\infty}^{\infty}\lambda^{n}\delta_{na}]=e^{\lambda x}$

だから意味のある解がえられる場合がある。 一般に

$\sum_{n=-\infty}^{\infty}\lambda^{n}\delta_{n\alpha+\beta}$

に対し $\mathcal{R}_{+}$ が定義できれば (23) をみたす。 また

$\sum_{n=-\infty}^{\infty}\sum_{m=-\infty}^{\infty}\mu^{n}\nu^{m}\delta_{n\omega+m\psi+\kappa}$

に対し $\mathcal{R}_{+}$ が定義できれば (24),(25) を同時にみたす。 しかし (23)
の場合でも形式的な級数

$\mathcal{R}[\sum_{n=-\infty}^{\infty}\lambda^{n}\delta_{n\alpha+\beta}]=\sum_{n=-\infty}^{\infty}\lambda^{n}\frac{x^{n\alpha+\beta}}{\Gamma(1+n\alpha+\beta)}$

は発散するので $\alpha$ が整数でないときは 簡単ではない。 これに
ついては 6節以下で述べる。

5 一般化関数としての $\mathcal{R}_{+}[e^{cs}]$ の定義

$\mathcal{R}_{+}:L^{2}(\mathbb{R})arrow L^{2}(\mathbb{R}_{+})$ と見たとき $f(s),$ $g(x)$ の台がコンパク
トなら

$\int_{0}^{\infty}\mathcal{R}_{+}[f(s)](x)g(x)dx=\int_{0}^{\infty}(\int_{-\infty}^{\infty}\frac{x^{s}}{\Gamma(1+s)}f(s)ds)g(x)dx$

$= \int_{-\infty}^{\infty}\frac{1}{\Gamma(1+s)}(\int_{0}^{\infty}x^{s}g(x)dx)f(s)ds$

だから

$\mathcal{R}_{+}^{\dagger}[g(x)](s)=\frac{1}{\Gamma(1+s)}\mathcal{M}[xg(x)](s)$ ,

である。 ただし $\mathcal{M}[h(x)](s)=\int_{0}^{\infty}x^{s-1}h(x)dx$ は Mellin変換であ
る。 Mellin 変換の逆は

$\mathcal{A}4^{-1}[g(s)](x)=\frac{1}{2\pi i}\int_{c-i\infty}^{c+i\infty}x^{-s}g(s)ds$
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だから $\mathcal{M}^{-1}[e^{-ts^{2}}]$ は定義できないが $\mathcal{M}^{-1}[e^{-ts^{4}}]$ は定義できる。

この事は $\mathcal{R}_{+}[e^{cs}]$ などの定義 (意味づけ) には 「Gauss越え」 が
要る事を暗示している ([4])。

ある $A,$ $B>0$ があって $|h(s)|\leq Ae^{B|s|^{3}}$ となる整関数の空間を
$H_{3}$ とする。 $\{h_{n}\}\subset H_{3}$ が すべての $n$ について $|h_{n}(s)|\leq Ae^{B|s|^{3}}$

とある $A,$ $B>0$ で抑えられ全平面 $\mathbb{C}$ でんに広義一様収束すると
き $\lim_{narrow\infty}h_{n}=h$ と定義して $H_{3}$ に位相をいれる。

定義 3。関数空間 F4を

$F_{4}=\{h(s)e^{-as^{4}}|h(s)\in H_{3}$ , for some $a>0\}$

で定義する。

$F_{4}$ は $e^{-as^{4}}arrow\log a$ で $\{e^{-as^{4}}\}\cong \mathbb{R}$ とみて

$F_{4}\cong H_{3}\cross \mathbb{R}$

となるから積空間の位相を入れる。

さらに $\tilde{F}_{4}=\frac{1}{\Gamma(1+s)}$ F4と置く。 また

$G_{4}=\{g(x)|xg(x)\in \mathcal{M}^{-1}(F_{4})\}$

とする。

定義 4 。
$T:\tilde{F}_{4}arrow \mathbb{C}$ を線形汎関数とする。 $\mathcal{R}_{+}[T]$ を

$\mathcal{R}_{+}[T](g(x))=T(\mathcal{R}^{\dagger}[g])$ (26)

で定義する。

定義から $\mathcal{R}_{+}[T]$ は G4の上の一般化関数である。

定義 5 。
$\mathbb{R}$ 上の関数 $u$ に対し $T_{u}(f)= \int_{-\infty}^{\infty}u(s)f(s)ds$ とし

これが F4の汎関数になるとき

$\mathcal{R}_{+}[u]=\mathcal{R}_{+}[T_{u}]$

と定義する。

$|u(s)|\leq Me^{C}$国 3と評価されれば $T_{u}$ が定義できるから $u=e^{cs}$

や周期関数は この意味では $\mathcal{R}_{+}$ が定義できる。
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$|u(s)|\leq Me^{C|s|}$ であれば $u(s)e^{-ts^{2}},$ $t>0$ には関数として $\mathcal{R}_{+}$

が定義され (1) が成り立つ。また G4の上の一般化関数として

$\lim_{tarrow 0}\mathcal{R}_{+}[u(s)e^{-ts^{2}}]=\mathcal{R}_{+}[u(s)]$

である。 よって $|u(s)|\leq Me^{C}$同であれば (1) が成り立つ (正

しくは (1) の右辺で $\frac{d^{a}}{dx^{a}}\mathcal{R}_{+}[u]$ を定義する : $\frac{d^{a}}{dx^{a}}\mathcal{R}_{+}[u(s)]=$

$\mathcal{R}_{+}[u(s+a)])$
。

$5\backslash$ 意注意。 分数幕微分の積公式は

$\frac{d^{a}}{dx^{a}}(fg)=\frac{d^{a}f}{dx^{a}}g+a\frac{d^{a-1}f}{dx^{a-1}}\frac{dg}{dx}+\frac{a(a=1)d^{a-2}fd^{2}g}{2dx^{a-2}dx^{2}}+\cdots$

([2]), だから $T_{\frac{d^{a}}{dx}a\angle}(g)=-T_{f}[ \frac{dg}{dx}]$ のような式は成り立たない。

この定義に従えば (23) をみたす無限の独立な一般化関数が G4
の上の線形汎関数として存在する。 また (24), (25) を同時に満た
す一般化関数も基本周期 $\omega,$ $\psi$ の楕円関数と 与えられた周期 (表
現 $)$ を持つ乗法関数がともに実軸の上で特異点を持たなければ
$G_{4}$ の上の一般化関数として存在する。 この場合 解の moduli は

$\{x|P(x)=0\}\cross C^{\infty}(\mathbb{R}/\alpha Z)$ ,

(方程式 (19)),

$\{(x, y)|Q(x, y)=0\}\cross F(\mathbb{C}/(\omega Z\oplus\psi Z))$

(方程式 (20)) となる。 ただし $F(\mathbb{C}/(\omega Z\oplus\psi Z))$ は実軸上で正則
な楕円関数の空間である。

これらの一般化関数解がどのような意味があるかは今後の課題
である。

注意。 Borel変換は解析関数に対してだけ定義されている。 し

かし $\mathcal{B}[e^{as}](x)=J_{0}(i\sqrt{2ax}),$ $J_{0}$ は $0$-字 Bessel 関数、 から

$\mathcal{B}[f](x)=\int_{-\infty}^{\infty}J_{0}(\sqrt{-4\pi ixs}\mathcal{F}[f](s)ds$,

$\mathcal{F}[f(t)](s)=\int_{-\infty}^{\infty}e^{-2\pi ist}f(t)dt$ , と Hnakel 変換と Fourier 変換の
合成に分解される。このことから必ずしも解析的でない (超) 関数
にたいしても Borel 変換が定義が出来る。たとえば $B[\delta]=-\delta_{i\infty}$ ,
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$\delta_{i\infty}[f(x)]=\lim_{xarrow+\infty}f(ix)$ , である。 しかしその値は $\mathcal{G}_{4}$ と似た

関数空間の上の一般化関数になる ([1])。 この Borel 変換の拡張
と本節で述べた $\mathcal{R}_{+}$ の拡張との関係を調べるのは今後の課題で
ある。

6 Discrete delta porential から得られる関数解

$\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}\mathcal{R}[\delta_{n\alpha+m}]=\mathcal{R}[\delta_{(n-1)\alpha+m}]$ だから $m$ が負の整数なら

$\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}\mathcal{R}[\delta_{\alpha+m}]=0$

である
$\circ$
また $\mathcal{R}[\delta_{-\alpha+m}]$ を $\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}\mathcal{R}[\delta_{m}]=0$ と計算すれば $( \frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}})^{n}\neq$

$\frac{d^{n\alpha}}{dx^{n\alpha}}$ となっている場合

$\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}\mathcal{R}[\delta_{-n\alpha+m}]=\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}(\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}})^{n}\mathcal{R}[\delta_{m}]=0$

となる。

注意。 $\{\mathcal{R}[\delta_{c}]|c\in \mathbb{C}\}$ で $t$よ $\frac{d^{a}}{dx^{a}}=\frac{d^{a+b}}{dx^{a+b}}$ は必ずしも成立しない

ので $\frac{d^{a}}{dx^{a}}\mathcal{R}[\delta_{c}]$ の計算では $\frac{d^{a}}{dx^{a}}$ をどう解釈して計算しているか

はっきりさせる必要がある。

上記の解釈に従えば

$\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}(\sum_{n=-\infty}^{\infty}\lambda^{n}\mathcal{R}[\delta_{n\alpha+m}])=\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}(\sum_{n=1}^{\infty}\lambda^{n}\mathcal{R}[\delta_{n\alpha+m}])$

$= \lambda(\sum_{n=1}^{\infty}\lambda^{n}\mathcal{R}[\delta_{n\alpha+m}])$

と計算してよい。 これから定理 $3$
、 系の言い換えだが

命題 3 。 $\alpha n+m,$ $N=1,2,$ $\ldots$ が負の整数でないとき

$e_{\alpha,m;\lambda}(x)= \sum_{n=1}^{\infty}\frac{\lambda^{n}}{\Gamma(n\alpha+m)}x^{n\alpha+m}$ (27)

が方程式
$\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}y=\lambda y$ (28)
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をみたす。

一般化された Mittag-Leffler 関数 $E_{a,b}(x)= \sum_{k=0}^{\infty}\frac{x^{k}}{\Gamma(ka+b)}$ を

使うと
$e_{\alpha,m;\lambda}(x)=\lambda x^{\alpha+m}E_{\alpha,\alpha+m}(\lambda x^{\alpha})$

である。 よって \S 3の議論は dsicrete delts potential の $\mathcal{R}$ による

変換として見直せる。 なお $\frac{d^{n\alpha}}{dx^{n\alpha}}\neq(\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}})^{n}$ なので

$e_{\alpha,\lambda;m}\neq e_{n\alpha,\lambda^{n};m}$

である。

$\alpha$ が自然数のときは $n\alpha+m\geq 0,$ $n=1,2$ , . . . となるには

$m=-1$ , . . .
$,$

$-\alpha$ であれば良い。 $e_{\alpha,m,\lambda}(x),$ $m=-1,$ $\ldots,$
$-\alpha$ は

(22) の独立な $\alpha$ 個の解を与える。 これらは指数関数の有限和と
して表されるから複素変数の関数として整関数である。
同様に $\alpha$ が有理数 $\frac{q}{p},$ $(p, q)=1$ であれば $m=-1,$ $\ldots,$ $-q$ で

(22) の独立な解が与えられる。複素変数の関数として これら

は 1価でないが 変数変換 $t^{p}=x$ で一価になる。 $t$ の関数として

全平面で有理型だが原点に高々 $(qp-)1$ 位の極を持つ。
一方 $\alpha$ が無理数なら 総ての $m$ について $e_{\alpha,m;\lambda}(x)$ は独立な (22)
の解である。 よって (22) は境界条件などがなければ無限の独立
な解をもつ。 どのような境界条件が適切か 探るのは今後の課
題であり次節で この問題に関連して分数幕微分の働く Hilbert
空間について述べる。
。 特に $\alpha$ が 1に近いとき $e_{\alpha,m;\lambda}(x)$ が原点の近傍で可積分にな
るためには $m=1$ が必要である。 したがって分数幕発展方程式

$\frac{\partial^{\alpha}}{\partial^{\alpha}t}U(t, x)=D_{x}U(t, x)$

を Fourier の方法で解く時は $e_{\alpha,1;\lambda}(t)$ だけを考えれば良い。

$v_{\alpha,m;\lambda,+}= \sum_{n=1}^{\infty}\lambda^{n}\delta_{n\alpha+m},$ $v_{\alpha,m;\lambda}= \sum_{n=-\infty}^{\infty}\lambda^{n}\delta_{n\alpha+m}$ とすれば
$\mathcal{R}[v_{\alpha,m;\lambda,+}]=e_{\alpha,m;\lambda}$ であり $\tau_{\alpha}v_{\alpha,m;\lambda}=\lambda v_{\alpha,m;\lambda}$ である。 また

$\tau_{\alpha}v_{\alpha,m;\lambda,+}=\lambda v_{\alpha,m\lambda,+}+\lambda\delta_{m}i$

だから極限の意味を適当にとれば

$v_{\alpha,m;\lambda}= \lim_{karrow\infty}(\lambda^{-1}\tau_{\alpha})^{k}\delta_{\alpha,m;\lambda,+}$
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が成立する $\circ \mathcal{R}$ $[v\alpha,m;\lambda,+]=\lambda \mathcal{R}[v_{\alpha,m;\lambda,+}]$ だから $\underline{d^{\alpha}}e_{\alpha,m;\lambda}=\lambda e_{\alpha,m;\lambda}$

$dx^{\alpha}$

は $\tau_{\alpha}v_{\alpha,m;\lambda}=\lambda v_{\alpha,m;\lambda}$ から従う。 $v_{\alpha,m;\lambda}$ から生成される空間 $V_{\alpha,m;\lambda}$

は作用 1 $\cdot v=\tau_{\alpha}v,$ $1\in Z$ で $Z$ の表現空間だから (21) の解と $Z$ の

discrete delta potential の空間での表現は関係がある。

同様に $v_{\alpha,m;\lambda:k,+}= \sum_{n=0}^{\infty}(n+k)\cdots(n+1)\lambda^{n}\delta_{(n+k)\alpha-m}$ とおけば

$\mathcal{R}[v_{\alpha,m;\lambda:k,+}]=(k-1)!\mathcal{B}[s^{k\alpha-m}(1-\lambda s^{\alpha})^{-k}]$

である。 $v_{\alpha,m;\lambda:k}= \sum_{n=-\infty}^{\infty}(n+k)\cdots(n+1)\lambda^{n}\delta_{(n+k)\alpha-m}$ とおけ

ば $k=1$ の場合と同様に

$\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}\mathcal{R}[v_{\alpha,m;\lambda:k}](x)=\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}\mathcal{R}[v_{\alpha,m;\lambda:k,+}](x)$

となる。 これから $v_{\alpha,m;\lambda},$ $v_{\alpha,m;\lambda:2},$ $\cdots,$ $v_{\alpha,m;\lambda:k}$ で張られる空間を
$V_{\alpha,m;\lambda:k}$ とすれば作用 1 $\cdot v=\tau_{\alpha}v$ により $V_{\alpha,m;\lambda:k}$ は $Z$ の表現空間
で 作用 1 $\cdot v$ はただ一つの Jordan block を持つ行列で表現され
る。 よって

観察。 3節で得られた 定数係数分数幕微分方程式の解は

discrete delta potential の空間での $Z$ の表現と関係している。

7 分数幕微分の働く Hilbert 空間

定義 6 。 Hilbert 空間 $H_{\alpha,m}$ を

$H_{\alpha,m}=\{\sum_{n=1}^{\infty}c_{n}x^{n\alpha-m}|\sum_{n=1}^{\infty}|c_{n}|^{2}<\infty\}$

で定義する。

$H_{\alpha,m}=\{\sum_{n=1}^{\infty}c_{n}\delta_{n\alpha,m}|\sum_{n}|\frac{c_{n}}{\Gamma(1-m+n\alpha)}|^{2}<\infty\}$ とおけば

$\mathcal{R}:H_{\alpha,m}\cong H_{\alpha,m}$ である。

$\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}$ をこの空間の上の作用素として扱える。 具体的には

$\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}x^{n\alpha-m}=\{\begin{array}{ll}\frac{\Gamma(1-m+n\alpha)}{\Gamma(1-m+(n-1)\alpha)}x^{(n-1)\alpha-m} n>1,0, n=1.\end{array}$

52



である。 $m$ は $\alpha$ が有理数 $\underline{q}$

であれば 1, . . . $q$ のいずれか 無理

数 (実数でなくても良い) なら任意の自然数である。
$H_{\alpha,m}$ の定義から $\Re\alpha>0$ であれば $\mathcal{B}[s^{k\alpha-m}(1-\lambda s^{\alpha})^{-1}](x)\in$

$H_{\alpha,m}$ である。 しかし $m\neq m’$ であれば $\mathcal{B}[s^{k\alpha-m}(1-\lambda s^{\alpha})^{-1}](x)\not\in$

$H_{\alpha,m’}$ である。

補題 3 。
$\alpha$ が実数のとき $H_{\alpha,m}$ での内積は

$(f(x), g(x))= \frac{\alpha}{2\pi}\int_{-\pi/\alpha}^{\pi/\alpha}f(e^{2\pi i\theta})g(e^{-2\pi i\theta})d\theta$

であたえられる。

この内積の定義から方程式 (21) の境界条件としては

$y(e^{-\frac{-\pi i}{\alpha}})=y(e^{\frac{\pi i}{\alpha}})$ , or $y(1)=y(e^{\frac{2\pi i}{\alpha}})$ ,

が適切である。 $y=e_{\alpha,m;\lambda}(x)$ とすれば この条件は

$E_{\alpha,\alpha+m}(\lambda)=e^{\frac{2m\pi i}{\alpha}}E_{\alpha,\alpha+m}(1)$ ,

となり $m$ に関係した条件になる。

定義 7 。
$H_{\alpha,m}$ の対角作用素 $A\pm$ を

$A_{+}x^{n\alpha-m}= \frac{\Gamma((n+1)\alpha-m+1)}{\Gamma(n\alpha-m+1)}x^{n\alpha-m}$ ,

$A_{-}x^{n\alpha-m}= \frac{\Gamma(n\alpha-m+1)}{\Gamma((n-1)\alpha-m+1)}x^{n\alpha-m}$

で定義する。

また $x^{\alpha}\not\in H_{\alpha,m}$ だが作用素 $x^{\pm\alpha}$ は

$x^{\alpha}(x^{n\alpha-m})=x^{(n+1)\alpha-m}$ ,

$\{\begin{array}{l}x^{-\alpha}x^{n\alpha-m}=x^{(n-1)\alpha-m}, n\geq 2,x^{-\alpha}x^{\alpha-m}=0.\end{array}$

で定義される。 これらを使えば

命題 $4_{\text{。}}H_{m,\alpha}$ の作用素として $\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}$ は次のよう 1こ表される。

$\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}=A_{+}x^{-\alpha}=x^{-\alpha}A_{-}$ . (29)
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命題 4から $\alpha$ が実数であれば $x^{\alpha\uparrow}=x^{-\alpha}$ であり $A\pm$ は対称だ
から

$( \frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}})^{\dagger}=x^{\alpha}A_{+}=A_{-}x^{\alpha}$

である。 $x^{\alpha},$
$\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}$ を変形生成消滅作用素とみれば 交換関係は

$[ \frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}, x^{\alpha}]=A_{+}x^{-\alpha}\cdot x^{\alpha}-x^{\alpha}\cdot x^{-\alpha}A_{-}=A_{+}-A_{-}$

となる。

なお $\frac{d^{n\alpha}}{dx^{n\alpha}}$ も $H_{\alpha,m}$ で定義できるが $\frac{d^{n\alpha}}{dx^{n\alpha}}\neq(\frac{dx^{\alpha}}{dx^{\alpha}})^{n}$ である。

注意。 $\Re\alpha>0$ だから

$\sum_{n=1}^{\infty}|\frac{\lambda^{n}}{\Gamma(n\alpha-m)}|^{2}<\infty$

となって $e_{\alpha,-m;\lambda}\in H_{\alpha,m}$ である。 したがって $H_{\alpha}= \sum_{m}H_{\alpha,m}$ は

$\frac{d^{\alpha}}{dx^{\alpha}}$ を扱うのに適切な空間だろう。

8 Discrete delta 1 otential から得られる仮想解

Discrete delta potential $P= \sum_{n}c_{n}\delta_{a_{n}}$ が $\tau_{\alpha}P=\lambda P$ であれ

ば $P$ は

$P_{\alpha;\beta:\lambda}= \sum_{n=-\infty}^{\infty}\lambda^{n}\delta_{n\alpha+\beta}$

の加算個の和になる。総ての $n\in Z$ で $n\alpha+\beta$ が負の整数になら

なければ 形式的に

$\mathcal{R}_{+}[P_{\alpha;\beta:\lambda}]$

$= \mathcal{B}_{+}[\sum_{\Re(n\alpha+\beta)>-1}\lambda^{n}x^{n\alpha+\beta}]+\mathcal{B}_{+}[\sum_{\Re(n\alpha+\beta)\leq-1}\lambda^{n}x^{n\alpha+\beta}]$

と書く。 この右辺第 1項は収束して関数になる。
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$\Re(n\alpha+\beta)\leq-1$ のとき $[-\Re(n\alpha+\beta)]=m$ とすれば
$\int_{0}^{\infty}x^{n\alpha+\beta}f(x)dx$ の有限部分は

$p.f.\oint_{0}^{\infty}x^{n\alpha+\beta}f(x)dx$

$= \frac{(-.1.)^{m}}{(n\alpha+\beta+1)\cdot(n\alpha+\beta+m)}\int_{0}^{\infty}x^{n\alpha+\beta+m}\frac{d^{m}f(x)}{dx^{m}}dx$ ,

となる。 また $\frac{1}{\Gamma(1-s)}=\frac{\sin(\pi s)\Gamma(s)}{\pi}$ だから

$\frac{1}{\Gamma(1+n\alpha+\beta)}=\frac{\sin(\pi(n\alpha+\beta))\Gamma(-(n\alpha+\beta))}{\pi}$

$= \frac{\sin(\pi(n\alpha+\beta))\Gamma(-(n\alpha+\beta+m))}{\pi}\cross$

$\cross(-1)^{m}(n\alpha+\beta+1)\cdots(n\alpha+\beta+m)$ ,

である。 よって

p.f. $\int_{0}^{\infty}x^{n\alpha+\beta}f(x)dx=\frac{C_{n}}{\pi}\int_{0}^{\infty}x^{n\alpha+\beta+m}\frac{d^{m}f(x)}{dx^{m}}dx$ (30)

$C_{n}=(-1)^{m}\sin(\pi(n\alpha+\beta))\Gamma(-(n\alpha+\beta+m))$ , (31)

である。 $|C_{n}|$ は $n$ について有界だから

$F_{C,M}=\{f(x)\in \mathcal{D}_{R}||\frac{d^{n}f(x)}{dx^{n}}|\leq MC^{n}\}$

とすれば $\lambda$ を適当に選べば $\mathcal{R}_{+}[P_{\alpha;\beta:\lambda}]\hslash^{\grave{\grave{3}}}F_{C,M}$の上の一般化関

数として意味をもつ。ただしこのような解は $\frac{d^{a}}{dx^{a}}Y=\lambda Y$ の一意
性を破るから Schwartz の意味での超関数ではない。

$\mathcal{R}_{+}[\sum_{n\in Z}\sum_{m\in Z}\mu^{n}\nu^{m}\delta_{n\omega+m\psi+\kappa}]$ についても同様に意味づけで
きれば (21) の仮想解がえられる。

注意一例。 $P_{\lambda}= \sum_{n=-\infty}^{\infty}\lambda^{n}\delta_{n}$ とすれば

$\mathcal{R}_{+}[P_{\lambda}]=e_{+}^{\lambda x}+\sum_{n=1}^{\infty}\lambda^{-n}\delta^{(1-n)}$

である。 $\sum_{n=1}^{\infty}\lambda^{-n}\delta^{1-n}$ は $| \frac{d^{n}f}{dx^{n}}(0)|<Ca|^{n},$ $a<|\lambda|$ となる関数

にたいしては作用できる。 $D$ を $x$-空間の正値楕円形方程式で固
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有値 $\lambda_{n}$ , 固有関数 $\phi_{\lambda_{n}}(x),$ $n\in N$
、 と Geen 作用素 $G$ をもつとす

れば発展方程式

$\frac{\partial}{\partial t}U(t, x)+DU(t, x)=0$ ,

の初期値 $f(x)= \sum_{n}c_{n}\phi_{n}(x)$ をみたす解として $U(t, x)=$

$\sum_{n}c_{n}\phi_{n}(x)e^{-\lambda_{n}t}$ のほかに $\mathcal{R}_{+}[P_{\lambda_{n}}]$ を使った

$U(t, x)_{+}+ \sum_{m=1}^{\infty}\lambda^{-m}(\sum_{n=1}^{\infty}\phi_{n}(x))\delta^{1-m}=U(t, x)_{+}+\sum_{m=1}^{\infty}G^{m}\phi(x)\delta^{1-m}$

が適当な test 空間上の一般化関数解として存在する。 ここで

$\sum_{m=1}^{\infty}G^{m}\phi(x)\delta^{1-m}$ は $t$ と $x$-空間の関数との相互作用が始まった
「瞬間」 の影響を表すが「非局所的」である。 この意味を探るの
は今後の課題である。
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