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1 はじめに

コンパクト Riemann 多様体 $(M, m)$ 上の Laplace-Beltrami作用素 $\triangle$ のスペクトル (固
有値の全体) $Spec(M, m)$ は，$(M, m)$ の幾何学的不変量との関係において様々な研究が積
み重ねられている．一方，$(M, m)$ から自然に余接東上の Hamilton 力学系 (測地流の系)
$\mathcal{H}_{m}$ が誘導されることから，$\mathcal{H}_{m}$ の力学的性質と $(M, m)$ の幾何学的性質の関係について
の研究も興味深い．前者の研究における基本的テーマのーつが等スペクトル問題:
『 $Spec(M, m)=Spec(M’, m’)$ ならば，$(M, m)\cong(M’, m’)$ (等長的) であるか ? 』

である．これを巡って，Milnorの反例を皮切りに，1970年代から，肯定的な結果も含め
て，様々な研究がなされて来た．(より広い研究テーマを含むサーベイとして，[5], [16] 等
を参照されたい．)

等スペクトル問題の反例の構成についての (一つの) 統一的な理論が砂田 [14] によっ
て与えられた．これは，有限な被覆変換群による Riemann被覆を利用して，等スペクト
ルな 2つの異なる Riemann 多様体を構成する方法を与えるものである．ここで鍵になる
のは，“almost-conjugate subgroups” と呼ばれる概念である．
一方，同じ頃，C.S. Gordon 達 [7] が計量の等スペクトル変形，すなわち $M$上の Riemann

計量の連続 1 パラメータ族 $m_{t}(t\in(-\epsilon, \epsilon))$ で，$Spec(M, m_{t})=Spec(M, m_{0})$ をみたすも

のの存在を示した．具体的には，ベキ零 Lie群 (または可解 Lie群) $G$ とその $c+compact$
な離散群 $\Gamma$ による商多様体 (ベキ零多様体) $M=\Gamma\backslash G$ に対して，$M$上の Riemann計量の
1 パラメータ族で等スペクトルなものを構成した．ここで鍵になる概念は，$($ almost-inner

automorphisms of $G$”である．

上記 2種類の反例における等スペクトル性については，熱核の跡公式に基づいて統一
的に証明を与えることができるが ([2]), 表現論的な見方など，いろいろな視点からアプ
ローチが可能である ([5] など).

本論説では，力学系の視点から，等スペクトル性 (特に，等スペクトル変形) を議論す
る．すなわち，ラプラシアン (量子力学系) の等スペクトル性と対応する古典力学系の
「同形」との関係に注目して，ベキ零多様体上の力学系の変形について考察する．

(本稿は [11], [12] のアイデアをもとに再考し，まとめたものである．)
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2 ベキ零多様体上の等スペクトル変形 (Gordon et al.)
$G$ を連結，単連結なべキ零 Lie群とする．$G$ の Lie代数を $\mathfrak{g}$ とすると，$\exp$ : $garrow G$ は

全単射である．(逆写像を $\log$ とする．)

$(g^{(1)}:=$ g, g $(i+1):=[g,$ $\mathfrak{g}^{(i)}|$ とすると，ある $r\geq 2$ について，

$\mathfrak{g}=\mathfrak{g}^{(1)}\supset\cdots\supset \mathfrak{g}^{(i)}\supset\cdots\supset \mathfrak{g}^{(r)}(\neq\{0\})\supset g^{(r+1)}=\{0\}$ .

が成り立つ．このような 9を r-stepベキ零 Lie 代数という．)

$\Gamma$ を $G$ の co-compact な離散部分群とし，$M$ $:=\Gamma\backslash G$ とおく．$\mathfrak{g}$ の内積 $\{,$ $\rangle$ から，$G$ の

左不変計量が誘導され，$M$上の Riemann計量 $m$が定義される．このようにして得られる
コンパクト Riemann多様体 $(M=\Gamma\backslash G, m)$ を (r-step) ベキ零多様体 (nilmanifold) と

よぶ．( $r=1$ のとき，$(M,$ $m)$ は平坦トーラスである．)

$G$の自己同形の全体 (群をなす) を Aut $(G)$ で表し，内部自己同形 (inner automorphism)
の全体を Inn$(G)$ で表すことにする :

Inn$(G):=\{\Phi\in$ Aut $(G)|\exists a\in G$ s.t. $\Phi(h)=aha^{-1}(h\in G)\}$ .

$G$ の自己同形は Lie代数 9の自己同形と同一視できる，ie., Aut $(G)\ni\Phi$ に対して，$\Phi_{*}=$
$d\Phi_{e}\in$ Aut $(g)\subset GL(g)$ で，次を満たす :

$\Phi(\exp X)=\exp\{\Phi_{*}(X)\}$ $(X\in \mathfrak{g})$

$\mathfrak{g}$ の微分 (derivation) の全体を Der(g) と表す :

Der(9) $:=\{\phi\in g1(\mathfrak{g})|\phi([X, Y])=[\phi(X), Y]+[X, \phi(Y)] (X, Y\in g)\}$

Der(9) は Aut $(G)\cong$ Aut(g) の Lie 代数と考える．このとき，Inn $(G)$ の Lie 代数は，内
部微分 (inner derivation) の全体 (ID(g) で表す) である : すなわち，$G$ の内部自己同形

$\Phi(h)=aha^{-1}(a\in G)$ に対して，$A=\log a$ とおくと，

$\Phi_{*}(X)=$ Ad$(a)(X)=\exp\{$ad$(A)X\}=\exp([A, X])$ $(X\in \mathfrak{g})$ .

さて，C.S. Gordon達 ([1], [7] など) は，“almost-inner automorphism” という概念を導

入した．

定義 2.1 $\Phi\in$ Aut $(G)$ が $\Gamma$ に関して almost-inner であるとは，次を満たすことである :

$\forall\gamma\in\Gamma$ に対して，$\exists a_{\gamma}\in Gs.t$ . $\Phi(\gamma)=a_{\gamma}\gamma a_{\gamma}^{-1}$ . (2.1)

$G$ の $\Gamma$ に関する almost-inner automorphism の全体を AIA $(G;\Gamma)$ と表す．

命題 2.2 (1) AIA $(G;\Gamma)$ は Aut $(G)$ の連結なべキ零部分群である．

(2) AIA $(G;\Gamma)$ の Lie代数は

AID $(\mathfrak{g};\Sigma)$ $:=\{\phi\in$ Der $(\mathfrak{g})|\phi(X)\in[\mathfrak{g},$ $X]$ for $\forall X\in\Sigma\}$

である．ただし，$\Sigma(\subset \mathfrak{g})$ は $\log\Gamma$ で生成される $\mathfrak{g}$ の ‘格子”である．
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$\phi\in$ Der $(\mathfrak{g})$ に対して，$G$の自己同形写像の 1 パラメータ族 $\Phi_{t}(t\in \mathbb{R})$ で $\Phi_{t*}:=\exp(t\phi)\in$

Aut(g) を満たすものが一意的に定まる．$\Gamma_{t}$ $:=\Phi_{t}(\Gamma)$ とおくと，$\Gamma_{t}$ は $G$ の $c\sim$compact な

離散部分群である．これより，ベキ零多様体の族 $(M_{t}=\Gamma_{t}\backslash G, m)$ が得られる．

定理 2.3 (Gordon et al.) $\phi\in$ AID $(\mathfrak{g};\Sigma)$ から定まる $G$ の自己同形族 $\Phi_{t}\in$ AIA $(G;\Gamma)$

に対して，$Spec(M_{t}=\Gamma_{t}\backslash G, m)=Spec(M=\Gamma\backslash G, m)$ が成り立つ．

$(M_{t}=\Gamma_{t}\backslash G, m)\cong(M=\Gamma\backslash G, \Phi_{t}^{*}m)$ (等長的) だから，

系 2.4 $\phi\in$ AID $(\mathfrak{g};\Sigma)$ から定まる $G$の自己同形族 $\Phi_{t}\in$ AIA$(G;\Gamma)$ に対して，$Spec(M, \Phi_{t}^{*}m)$

$=Spec(M, m)$ が成り立つ．すなわち，$\Phi_{t}^{*}m$ は $M$上の計量の等スペクトル変形である．

註．$\phi$が内部微分，すなわち $\Phi_{t}$が内部自己同形写像の族であるとき，$(M_{t}, m)\cong(M, \Phi_{t}^{*}m)$

は $(M, m)$ に等長的である．実際，$\forall h\in G$に対して，$\Phi_{t}(h)=a_{t}ha_{t}^{-1}(a_{t}\in G)$ とするとき，
$a_{t}$ による $G$上の左移動 $L_{a_{t}}:h\mapsto a_{t}h$ は $(G, m)$ の等長変換であり，また，$h’=\gamma h(\gamma\in\Gamma)$

ならば，$L_{a_{t}}(h’)=\Phi_{t}(\gamma)L_{a_{t}}(h)$ を満たす．よって，$L_{a_{t}}$ は $(\Gamma\backslash G, m)$ から $(\Gamma_{t}\backslash G, m)$ の等
長写像を与える．$\blacksquare$

定理 23(あるいは系 24) の証明は，表現論 (Kirillov理論) によるもの ([1], [7]) や熱
方程式の基本解の跡公式を基づくもの ([2]) などがある．

3 ベキ零多様体上の力学系
$G$ を連結 Lie群とする．余接束 $T^{*}G$ を $T_{h}^{*}G\ni\xi\mapsto(h, L_{h}^{*}\xi)\in G\cross \mathfrak{g}^{*}$ によって，$G\cross \mathfrak{g}^{*}$

と同一視する ( $\mathfrak{g}^{*}$ は $\mathfrak{g}$ の双対空間). $G\cross \mathfrak{g}^{*}(=T^{*}G)$ には自然なシンプレクティック形式
$\omega=-d\theta$ が導入される．

命題 3.1 $T_{(h,\mu)}(G\cross g^{*})\cong T_{h}G\cross \mathfrak{g}^{*}$ とするとき，$\theta,$ $\omega$ は以下のように表される :
(1) $\theta(h, \mu)(v, \rho)=\mu(L_{h^{-1_{*}}}v)$ ,
(2) $\omega(h, \mu)((v, \rho), (w, \sigma))=-\rho(L_{h^{-1_{*}}}w)+\sigma(L_{h^{-1_{*}}}v)+\mu([L_{h^{-1_{*}}}v, L_{h}=1_{*}w])$ .

$G$上の左不変計量 $m$ ( $\mathfrak{g}$の内積 $\{,$ $\rangle$ から誘導) から定まる $G\cross g^{*}$ 上の関数 (Hamiltonian)

を

$H(h, \mu)=\frac{1}{2}\langle\mu,$ $\mu\rangle^{*}=\frac{1}{2}\langle\mu^{\#},$ $\mu^{\#}\}$

で定義する．ただし，$\mu^{\#}\in g$ は $\mu(v)=\langle\mu^{\#},$ $v\rangle(\forall v\in g)$ で与えられる．このようにして，
Hamilton 力学系 (測地流の力学系) $(G\cross g^{*}, \omega, H)$ が定義される．

$H$ から定まる Hamiltonベクトル場 $X_{H}$ , すなわち，フローの接ベクトルは次の通りで
ある :

$X_{H}(h, \mu)=(L_{h*}(\mu^{\#}), ad*(\mu^{\#})\mu)\in T_{h}G\cross \mathfrak{g}^{*}$ . (3.1)

ただし，$ad^{*}(\mu^{\neq})$ は ad $(\mu^{\neq})$ : $garrow \mathfrak{g};w\mapsto[\mu^{\#}, w]$ の随伴作用素 (dual operator) である．
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3.1 ベキ零多様体上の古典力学系

さて，(\S 2での議論と同様に) $G$ を連結，単連結なべキ零 Lie群とし，$\Gamma$ を $G$の co-compact

な離散部分群，$M=\Gamma\backslash G$ とする．$\Gamma$ は $G$ に左から等長変換として作用する．また，この
作用を余接束 $G\cross g^{*}$ に持ち上げた作用は $\omega$ を不変にする．よって，力学系 $(G\cross 9^{*}, \omega, H)$

の商力学系 ( $\mathbb{J}l$ 上の測地流の系)

$\mathcal{H}=(ilI\cross \mathfrak{g}^{*}, \omega, H)$

が得られる．

$G$ の中心を $Z=\exp t$ とする $(\dim Z=r)$ . 商群 $G_{1}$ $:=G/Z$ は連結，単連結べキ零 Lie
群である．射影 $\pi$ : $Garrow G_{1}$ に対し，$\Gamma_{1}:=\pi(\Gamma)\subset G_{1}$ とおく．

補題 3.2 (Malcev基底 [8]) $G$ の co-compactな離散部分群 $\Gamma$ に対して，$g$ の基底 (Malcev

基底と呼ばれる) $\{u_{1}, \ldots, u_{n}\}$ で，以下の (1)$\sim$ (のを満たすものが存在する :
(1) $=<u_{s+1},$ $\ldots,$ $u_{n}>$ .
(2) $\varphi$ : $\mathbb{R}^{n}arrow G;(x_{1}, \ldots, x_{n})\mapsto\exp(x_{1}u_{1})\cdots\exp(x_{n}u_{n})$ が微分同相である．
(3) $\Gamma=\{\exp(m_{1}u_{1})\cdots\exp(m_{n}u_{n})|mj\in Z, 1\leq j\leq n\}$ .

補題 3.3 (1) $Z\cap\Gamma$ は $Z$ の co-compactな離散部分群であり，$T$ $:=Z\cap\Gamma\backslash Z$ は $r$ 次元トー

ラスである．

(2) $\Gamma_{1}$ は $G_{1}$ の co-compactな離散部分群である．

このとき，主 $T$ 東

$\hat{\pi}:Marrow M_{1}:=\Gamma_{1}\backslash G_{1}$ (3.2)

が得られる．ここで，構造群 $T$ が $M$ に右から作用しているとする．

$\blacksquare$ 簡約力学系
$T$ の $M$ 上の作用から，自然に $M\cross g^{*}(=T^{*}M)$ 上のシンプレクティック作用が誘導さ

れ，対応する Ad$*$ -共変運動量写像 $J:M\cross \mathfrak{g}^{*}arrow 3^{*}$ が定義され，次で与えられる :

$J([h], \mu)(v)=\mu(Ad(h^{-1})v)=\mu(v)$ $(\forall v\in\partial\subset \mathfrak{g})$ .

任意の $\kappa\in 3^{*}$ に対して，簡約相空間 $(P_{\kappa}, \omega_{\kappa})$ $(2(n-r)$ 次元シンプレクティック多様
体 $)$ が得られる．ここで，

$P_{\kappa}:=J^{-1}(\kappa)/T=\{([h_{1}], \mu_{0}+\mu_{1})|[h_{1}]\in M_{1}(=\Gamma_{1}\backslash G_{1}), \mu_{1}\in 3^{\perp}\}$

である．ただし，$\mu_{0}\in \mathfrak{g}^{*}$ は $\mu_{0}(v)=\kappa(v)(\forall v\in 3)$ で定義される．また，$T^{*}M$ 上の関数
$H$ より，$P_{\kappa}$ 上の Hamilton 関数 $H_{\kappa}$ が誘導される :

$H_{\kappa}([h_{1}], \mu)=\frac{1}{2}\{\mu,$ $\mu\rangle^{*}$ .
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このように，簡約力学系 $\mathcal{H}_{\kappa}=(P_{\kappa}, \omega_{\kappa}, H_{\kappa})$ が得られる．

$\blacksquare$ 磁場の古典力学系
内積 $\{$ , $\}$ について，$\mathfrak{g}$ の直交分解が得られる :

$\mathfrak{g}=z\oplus W$. (3.3)

これは主 $T$ 束 (3.2) の接続 $\tilde{\nabla}$ を定義する．すなわち，接空間 $T_{h}M\cong g$ において，$\partial$ が垂

直空間，$W$ が水平空間を与える．

命題 34接続 $\overline{\nabla}$ の接続形式 $\tilde{\theta}$ (3値 1形式), 曲率形式 6(3値 2形式) は次で与えられる :
(1) $\tilde{\theta}([h])(X)=(L_{h^{-1_{*}}}X)_{\delta}$ $(X\in T_{[h]}M)$ ,
(2) $\tilde{\Theta}([h])(L_{h*}v, L_{h*}w)=-[v, w]_{f}$ $(v, w\in \mathfrak{g})$ .
ただし，$v\in g$ に対して，$v_{f}$ は $v$ の 3成分を表す．

$M$上の曲率形式 $\tilde{\Theta}$ は $M_{1}$ 上の 2形式 $\Theta$ と見なせる．すなわち，$\pi$ (ん) $=h_{1}\in G_{1}(h\in$

$G),$ $\pi_{*}(v)=v_{1)}\pi_{*}(w)=w_{1}(v, w\in \mathfrak{g}, v_{1}, w_{1}\in \mathfrak{g}_{1})$ とするとき，

$\Theta([h_{1}])(L_{h_{1}*}v_{1}, L_{h_{1}*}w_{1})=-[v, w]_{\delta}=\tilde{\Theta}([h])(L_{h*}v, L_{h*}w)$.

また，$\Theta$ は $G_{1}$ の $M_{1}$ 上左作用で不変である．
直和分解 (33) の双対を考える:

$\mathfrak{g}^{*}=g^{\perp}\oplus W^{\perp}$ , $W^{\perp}\cong z^{*}$ .

このとき，$\mu 0=\kappa\in W^{\perp}=\partial^{*}$ ととると，

$P_{\kappa}=\{([h_{1}], \kappa+\mu_{1})|[h_{1}]\in M_{1}, \mu_{1}\in 3^{\perp}\}$

と表せる．$\pi$ : $Garrow G_{1}=G/Z$より，$W\cong \mathfrak{g}_{1},$ $\mathfrak{g}_{1}^{*}\cong z^{\perp}$ であることに注意して，微分同相
写像

$\chi_{\kappa}:P_{\kappa}arrow M\cross \mathfrak{g}_{1}^{*}(=T_{1}^{*}l\ell_{1});([h_{1}], \kappa+\mu_{1})\mapsto([h_{1}], \mu_{1})$

が定義される．($\chi_{\kappa}$ は直和分解 (3.3) に依存する．)

微分同相写像 $\chi_{\kappa}$ によって，$\Omega_{\kappa}^{(1)}:=(\chi_{\kappa}^{-1})^{*}\omega_{\kappa},$ $H_{\kappa}^{(1)}:=(\chi_{\kappa}^{-1})^{*}H_{\kappa}$ は次のように与えら
れる :

$\Omega_{\kappa}^{(1)}([h_{1}], \mu_{1})(\rho, \sigma)$

$=-\nu(w_{1})+\tau(v_{1})+\mu_{1}([v_{1}, w_{1}])-\kappa\Theta([h_{1}])(L_{h_{1}*}v_{1}, L_{h_{1}*}w_{1})$

$=\omega^{(1)}([h_{1}], \mu_{1})(\rho, \sigma)-\kappa\hat{\Theta}([h_{1}], \mu_{1})(\rho, \sigma)$ ,
$(\rho=(L_{h_{1}*}v_{1}, \nu), \sigma=(L_{h_{1}*}w_{1}, \tau);v_{1}, w_{1}\in \mathfrak{g}_{1}, \nu, \tau\in \mathfrak{g}_{1}^{*})$

$H_{\kappa}^{(1)}([h_{1}], \mu_{1})=\frac{1}{2}\{\mu_{1},$ $\mu_{1}\rangle_{1}^{*}+\frac{1}{2}\Vert\kappa\Vert^{2}$ .
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$\downarrow\hat{\pi}$

$M_{1}$

$M\cross \mathfrak{g}^{*}arrow^{J}3^{*}$

$\uparrow$ incl.

$J^{-1}(\kappa)$

$\downarrow\pi_{\kappa}$

$P_{\kappa}(=J^{-1}(\kappa)/T)$

$\cong\downarrow\chi_{\kappa}$

$M_{1}\cross \mathfrak{g}_{1}^{*}$

図 1: 力学系の簡約

ここで，$\omega^{(1)}$ は $M_{1}\cross \mathfrak{g}_{1}^{*}(=T^{*}M_{1})$ の標準シンプレクティック形式を表し，$\hat{\Theta}$ は $M_{1}$ 上の $f$

値 2形式 $\Theta$ を $T^{*}M_{1}arrow M_{1}$ によって，$T^{*}M_{1}$ 上に持ち上げたものである．また，$\{\cdot,$ $\cdot\}_{1}^{*}$ は

所の内積である．このように，$\mathcal{H}_{\kappa}$ と同値の力学系 $\mathcal{H}_{\kappa}^{(1)}=(M_{1}\cross \mathfrak{g}_{1}^{*}, \Omega_{\kappa}^{(1)}, H_{\kappa}^{(1)})$ が得られ
る．$M_{1}$ 上の実数値 2形式 $\kappa\Theta$ を $M_{1}$ 上の磁場という．

$\blacksquare$ 周期軌道，閉測地線
$\Lambda=3\cap\log\Gamma$ とおく．A は 3の格子である．A に対して，

$\Lambda^{b}:=\{\kappa\in s^{*}|\kappa^{\#}\in\Lambda\}\subset f^{*}$

と定義する．ただし，$\kappa\#$は，$\langle$ , $\}_{b}$ を 3 $(\subset \mathfrak{g})$ の内積とするとき，$\kappa(v)=\langle\kappa^{\neq},$ $v\}_{f}(\forall v\in 3)$

で定義される．$\Lambda^{b}$ を内積 (, $\rangle_{f}$ に関する Aの双対格子と呼ぶ．
$(M, m)$ の閉測地線に対して，力学系 $\mathcal{H}=(\Lambda l\cross \mathfrak{g}^{*}, \omega, H)$ の周期軌道で，最小周期 1の
ものを対応させることができる．

命題 35 $c(t)$ を $\mathcal{H}$ の基本周期 1の周期軌道とする．このとき，$\kappa\in\Lambda^{b}$ が存在し，$c(t)\in$

$J^{-1}(\kappa)$ である．

(証明) $c(t)=([h(t)], \mu(t))\in M\cross g^{*}$ を力学系 $\mathcal{H}$ の周期 1の周期軌道とし，$h(O)=e$

とする．このとき，$J(c(t))(\in 3$りは一定であり，その値を $\kappa$ とする．従って，

$\mu(t)(v)=\kappa(v)$ for $\forall v\in 3$ .

一方，$c(t)=([h(t)], \mu(t))$ の運動方程式は

$\dot{h}(t)=L_{h(t)*}(\mu(t)^{\#})$ , $\dot{\mu}(t)=$ ad$*(\mu(t)^{\#})\mu(t)$ .

従って，任意の $v\in 3$ に対して，

$\langle(L_{h(t)*})^{-1}(\dot{h}(t)),$ $v\}=\{\mu(t)^{\#}, v\}=\mu(t)(v)=\kappa(v)=\{\kappa^{\#},$ $v\rangle($-定 $)$ .
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ゆえに，Malcev基底を使って，

$h(t)=\exp(x_{1}(t)u_{1})\cdots\exp(x_{s}(t)u_{s})\exp(x_{s+1}(t)u_{s+1})\cdots\exp(x_{n}(t)u_{n})$ (3.4)

とおくとき，

$x_{s+1}(t)=\kappa_{s+1}t$ , . . . , $x_{n}(t)=\kappa_{n}t$

である．ただし，$\kappa^{\#}=\kappa_{s+1}u_{s+1}+\cdots+\kappa_{n}u_{n}\in 3$ とする．$[h(t)]$ は $M=\Gamma\backslash G$ 上の周期 1

の周期軌道だから，$h(1)\in\Gamma$ が成り立つ．従って，$\kappa_{j}\in Z(s+1\leq i\leq n)$ , すなわち，
$\kappa\#\in\Lambda=\mathfrak{z}\cap\log\Gamma$ . $\blacksquare$

系 36 $(M, m)$ の閉測地線の集合は

$( \bigcup_{\kappa\in\Lambda^{b}}$ { $\mathcal{H}_{\kappa}$ の周期軌道} $)$ $\cup$ {フアイバー $T$上の閉測地線}

と 1対 1対応がつく．

(証明) $c(t)$ を $J^{-1}(\kappa)$ の周期軌道とする．$\pi_{\kappa}$ : $J^{-1}(\kappa)arrow P_{\kappa}=J^{-1}(\kappa)/T$ とするとき，
(3.4) より，$\pi_{\kappa}(c(t))$ は $P_{\kappa}$ 上の周期軌道であることが分かる．また，$\pi_{\kappa}(c(t))=1$ 点の場
合，$c(t)$ はファイバー $T$ の周期軌道になっている．よって，系がいえる．$\blacksquare$

32 磁場の量子力学系

$\partial$ 内の格子 A に対して，

$\Lambda^{*}:=\{\lambda\in 3^{*}|\lambda(v)\in Z$ for $\forall v\in\Lambda\}$

とおく．各 $\lambda\in\Lambda^{*}$ に対して，$T$ のユニタリ表現 $\rho_{\lambda}$ : $Tarrow \mathbb{C}^{*}:=\mathbb{C}\backslash \{0\}$ :

$\rho_{\lambda}(t)=e^{-2\pi i\lambda(v)}$ $(t=[\exp v]\in T, v\in 3)$

を考える．表現 $\rho_{\lambda}$ によって，主 $T$東介: $Marrow M_{1}$ の同伴 Hermite直線束

$E_{\lambda}:=M\cross_{\rho_{\lambda}}\mathbb{C}arrow M_{1}$

が誘導される．$E_{\lambda}$ には，$\overline{\nabla}$ から誘導された線形接続 $\overline{\nabla}^{(\lambda)}$ が定義される．4つ組

$Q_{\lambda}=(M_{1}, m_{1};E_{\lambda},\overline{\nabla}^{(\lambda)})$

を古典力学系 $\mathcal{H}_{\lambda}^{(1)}$ に対する量子力学系と考える．接続 $\tilde{\nabla}^{(\lambda)}$ より，$E_{\lambda}$ の $L^{2}$ 断面の空間
$L^{2}(E_{\lambda})$ 上の 2階対称楕円型作用素

$D^{(\lambda)}:=- \sum_{j,k}m_{1}^{jk}\overline{\nabla}_{j}^{(\lambda)}\overline{\nabla}_{k}^{(\lambda)}$
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が定義される．これを磁場付き Schr\"odinger作用素と呼ぶ．

$M$ 上の $L^{2}$ 関数 $f$ で $f(xk)=\rho_{\lambda}(k)f(x)(x\in M, k\in T)$ を満たすもののなす空間を
$L_{\lambda}^{2}(M)$ とすると，$L^{2}(M)=\oplus_{\lambda\in\Lambda}.L_{\lambda}^{2}(M)$ であり，また，$L_{\lambda}^{2}(M)$ と $L^{2}(E_{\lambda})$ はユニタリ

同形であることがいえる．この同形によって，$(M, m)$ 上の Laplace-Beltrami作用素 $\triangle$ と
$D^{(\lambda)}$ について，次の対応関係が成り立つ :

$\triangle|_{L_{\lambda}^{2}(M)}\sim D^{(\lambda)}+4\pi^{2}|\lambda|^{2}$ .

(詳細は [11]参照). 従って，$Spec(D^{(\lambda)})=\{\mu_{j}^{(\lambda)}|j\in N\}$ とするとき，古典力学系の系 36
に対応する次の命題が成り立つ．

命題 3.7
$Spec(M, m)=\bigcup_{\lambda\in\Lambda}$.

$\{\mu_{j}^{(\lambda)}+4\pi^{2}|\lambda|^{2}|j\in \mathbb{N}\}$ .

4 PRIT と力学系の変形

4.1 Pseudo-restricted-inner transformations
$G,$ $\Gamma,$ $Z_{9,3},$ $\ldots$ を前節と同様とする．
$\kappa\in s^{*}(\cong \mathfrak{g}^{*}/\delta^{\perp})$ に対して，$\mathfrak{g}^{*}$ の部分集合説を次のように定義する :

$\mathfrak{z}_{\kappa}^{\perp}:=\{\begin{array}{ll}\{\kappa+\mu_{1}|\mu_{1}\in\partial^{\perp}\} (\kappa\neq 0)f^{\perp}\backslash \{0\} (\kappa=0)\end{array}$

$\mathfrak{g}^{*}$

定義 4.1 (PRIT, RIT) $\kappa\in 3^{*}$ とする．9の線形変換 $\phi$ が $\kappa$ に関する pseudo-restricted-
inner transformation (PRIT) であるとは，次の (i), (ii) を満たすことである :

(i) 滑らかな写像琉．$\mathfrak{z}_{\kappa}^{\perp}arrow W\subset \mathfrak{g}$ が存在して，$\forall\mu\in$ 鋤に対し，

$\phi^{*}\mu=ad^{*}(Y_{\kappa}(\mu))\mu$

が成り立つ．( $\phi^{*}$ は $\phi$ の双対変換)

(ii) $Y_{\kappa}(\mu)\in W=(3^{\perp})^{*}$ が鋭上の 1形式として閉形式である．
さらに，$Y_{\kappa}(\mu)$ が鏡上で一定であるとき，$\phi$ を restricted-inner transformation

(RIT) と呼ぶ．
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$\kappa$ に関する PRIT の全体 (resp. RIT の全体) を PRIT $(g;\kappa)$ (resp. RIT $(\mathfrak{g};\kappa)$ ) と表す．

3
$*$ の部分集合 $S$ に対して，

PRIT$(g;S)$
$:= \bigcap_{\kappa\in S}$

PRIT $(\mathfrak{g};\kappa)$ , RIT$(g;S)$
$:= \bigcap_{\kappa\in S}$

RIT $(\mathfrak{g};\kappa)$

とおく．特に，$S=3^{*}$ のとき，PRIT(9), RIT(g) と表す．

註．PRIT についての条件 (ii) は，具体的に述べれば，以下のようになる : $\mathfrak{g}$ の基底
$\{u_{1}, \ldots, u_{n}\}$ で，

$<u_{1},$ $\ldots,$ $u_{s}>=W$, $<u_{s+1},$ $\ldots,$ $u_{n}>=3$ $(s=n-r)$

となるものをとる．$\{u_{1}^{*}, \ldots, u_{n}^{*}\}$ を $\{u_{j}\}$ の双対基底とすると，

$<u_{1}^{*},$
$\ldots,$

$u_{s}^{*}>=\partial^{\perp}$ , $<u_{s+1}^{*},$
$\ldots,$

$u_{n}^{*}>=\delta^{*}=W^{\perp}$ .

鋤の元は $\kappa+\sum_{j=1}^{s}\mu_{j}u_{j}^{*}$ と表されるから，説の座標として，$(\mu_{1}, \ldots, \mu_{s})$ をとると，

$Y_{\kappa}( \mu)=\sum_{j=1}^{s}Y^{j}(\mu_{1}, \ldots, \mu_{s})u_{j}\in W$

と書ける．このとき，条件 (ii) は

$\frac{\partial Y^{j}}{\partial\mu_{k}}-\frac{\partial Y^{k}}{\partial\mu_{j}}=0$ $(1\leq j, k\leq s)$

を意味する．

補題 4.2 (1) $\phi$ が PRIT $(\mathfrak{g};\Lambda^{*})$ または PRIT $(\mathfrak{g};\Lambda^{b})$ の要素ならば，$\phi(3)=\{0\}$ .
(2) $\mathfrak{g}$ が 2-stepベキ零 Lie代数ならば，次が成り立つ :

RIT $(\mathfrak{g})=$ PRIT $(\mathfrak{g})=$ AID $(\mathfrak{g})$ , RIT $(\mathfrak{g};\Lambda^{*})=$ PRIT $(\mathfrak{g}, \Lambda^{*})=$ AID $(\mathfrak{g}:\Sigma)$ .

42 古典力学系の変形

$\phi\in \mathfrak{g}\downarrow(\mathfrak{g})$ に対して，$\Phi_{t*}:=\exp(t\phi)\in GL(\mathfrak{g})$ により，$\mathfrak{g}$ の内積の変形

{X, $Y\rangle_{t}:=\langle\Phi_{t*}(X),$ $\Phi_{t*}(Y)\rangle$ $(X, Y\in \mathfrak{g})$

が定義され，$M=\Gamma\backslash G$ の計量の 1 パラメータ族 $m_{t}$ が得られる．これに対応して，Hamil-
ton 力学系の 1 パラメータ族

$\mathcal{H}_{t}=(T^{*}M, \omega, H_{t})$ , $\mathcal{H}_{\kappa,t}=(P_{\kappa},\omega_{\kappa}, H_{\kappa,t})$ , $\mathcal{H}_{\kappa,t}^{(1)}=(T^{*}M_{1}, \Omega_{\kappa,t}^{(1)}, H_{\kappa,t}^{(1)})$

が得られる．ここで，$\mathcal{H}_{\kappa,t}\cong \mathcal{H}_{\kappa,t}^{(1)}$ である．

註．$\phi\in$ ID(g) ならば，$(M, m_{t})$ は $(M, m_{0})$ と等長的である．すなわち，$M$ の 1 パ

ラメータ微分同相写像 $\psi_{t}:Marrow M$ で $m_{t}=\psi_{t}^{*}m_{0}$ を満たすものが存在する．実際，
$\phi=$ ad$(Y)(Y\in g)$ とするとき，$\psi_{t}:=R$。$xp(tY)(\exp(tY)\in G$ による右移動 $)$ が求める $\psi_{t}$

である．このような 1 パラメータ変形 $m_{t}$ を自明な変形と呼ぶ．
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定理 4.3 ([11]) $\phi$ が PRIT $(\mathfrak{g};\kappa)(\kappa\in 3^{*})$ に属するならば，$\forall t$ に対して，Hamilton力学系
として，$\mathcal{H}_{\kappa,t}\cong \mathcal{H}_{\kappa,0}$ が成り立つ．すなわち，$P_{\kappa}$ の 1 パラメータ微分同相写像 $\psi_{t}$ : $P_{\kappa}arrow P_{\kappa}$

で

$\psi_{t}^{*}\omega_{\kappa}=\omega_{\kappa}$ , $\psi_{t}^{*}H_{\kappa,0}=H_{\kappa,t}$ (4.1)

を満たすものが存在する．

(証明) $\phi\in$ PRIT $(\mathfrak{g};\kappa)$ が

$\phi^{*}\mu=ad^{*}(Y_{\kappa}(\mu))\mu$ $(\mu\in \mathfrak{z}_{\kappa}^{\perp}, Y_{\kappa}(\mu)\in W)$

を満たすとする．$Y_{\kappa}^{(1)}:=\pi_{*}oY_{\kappa}$ : $f_{\kappa}^{\perp}arrow \mathfrak{g}_{1}(=\mathfrak{g}/3)$ として，$P_{\kappa}$ 上のベクトル場琉を

$V_{\kappa}([h_{1}], \mu)=(L_{h_{1}*}(Y_{\kappa}^{(1)}(\mu)), -\phi^{*}\mu)\in T_{[h_{1}]}M_{1}\cross 3^{\perp}$ (4.2)

と定義する．このとき，

$\mathcal{L}_{V_{\kappa}}\omega_{\kappa}=0$ , $V_{\kappa}H_{\kappa,t}=H_{\kappa,t}’(= \frac{d}{dt}H_{\kappa,t})$ (4.3)

が示せる．」$ll_{1}$ がコンパクトだから，1 パラメータ微分同相写像 $\psi_{t}(t\in \mathbb{R})$ で

$\frac{d}{dt}\psi_{t}=V_{\kappa}o\psi_{t}$

を満たすものが存在し，(4.1)が成り立つ．$\blacksquare$

$Y_{\kappa}^{(1)}( \mu)=\sum_{j}^{s}=1Y^{j}$ $(\mu$ $)\iota$りについて，説上の 1形式 $\alpha=\sum_{j=1}^{s}Y^{j}(\mu)d\mu j$ を考えると，$\alpha$

は閉であり，ある関数 $f_{\kappa}$ によって，$\alpha=df_{\kappa}$ となる．このとき，$P_{\kappa}$ 上の関数凡を

$F_{\kappa}([h_{1}], \mu):=-f_{\kappa}(\mu)$

で定義すると，ベクトル場聾は凡の Hamiltonベクトル場であることが分かる，すなわ
ち，$V_{\kappa}$」$\omega_{\kappa}=dF_{\kappa}$ . よって，(4.3) より，

$\{F_{\kappa}, H_{\kappa,t}\}_{\kappa}=H_{\kappa,t}’$ (4.4)

が成り立つ．ただし，$\{\cdot,$ $\cdot\}_{\kappa}$ は Poisson括弧を表す．
さらに，$\chi_{\kappa,t}$ : $P_{\kappa}arrow T^{*}1\downarrow I_{1}$ によって，$T^{*}M_{1}$ 上の “変形”方程式

$\{F_{\kappa,t}^{(1)}, H_{\kappa,t}^{(1)}\}_{\kappa,t}^{(1)}=H_{\kappa,t}^{\prime(1)}$ . (4.5)

が得られる．ここで，$H_{\kappa,t}^{\prime(1)}:=(\chi_{\kappa,t}^{-1})^{*}(H_{\kappa,t}’)$ である．

$\blacksquare$ Length spectrum
一般に，コンパクト Riemann 多様体 $(M. m)$ に対して，$Spec_{L}(M, m)$ を $(M, m)$ の閉

測地線の長さの集合とする．ここで，$l\in Spec_{L}(M, m)$ の重複度を長さ $l$ の互いにホモ

トピックでない閉測地線の個数として，重複度を込めて考える．$Spec_{L}(M, m)$ を length
spectrum と呼ぶ．
ベキ零多様体 $M=\Gamma\backslash G$ について，系 36と定理 43より，次がいえる．
定理 4.4 $\phi$ が PRIT $(\mathfrak{g};\Lambda^{b})$ に属するならば，$\forall t$ に対して，$Spec_{L}(\Lambda l, m_{t})=Spec_{L}(M, m_{0})$

が成り立つ．

註．Gordon達の AIA$(G, \Gamma)$ による定式化における同様な結果は [3] を参照されたい．
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4.3 Lax方程式 - 等スペクトル性
$\lambda\in\Lambda^{*}$ とする．古典力学系の 1 パラメータ族 $\mathcal{H}_{\lambda,t}^{(1)}$ に対応して，量子力学系の 1 パラ

メータ族 $Q_{\lambda,t}$ における磁場付き Schr\"odinger作用素 $D_{t}^{(\lambda)}$ を考える．$D_{t}^{(\lambda)}$ に対して，歪対
称作用素 $B_{t}$ で

$[B_{t}, D_{t}^{(\lambda)}]=(D_{t}^{(\lambda)})’$ (4.6)

を満たすものが存在したとする．このとき，(適当な条件の下で)

$U_{t}’=B_{t}U_{t}$ , $D_{t}^{(\lambda)}=U_{t}D_{0}^{(\lambda)}U_{t}^{-1}$

をみたすユニタリ作用素の 1 パラメータ族が得られる．よって，$D_{t}^{(\lambda)}$ は等スペクトル作
用素族である．(4.6) 式 (ソリトン理論に倣って Lax方程式と呼ぶことにする) は古典力
学系の変形方程式 (45) の量子化版である．適当な量子化ルールを定義し，(45) 式を満た
す $F_{\lambda,t}^{(1)}$ の量子化作用素 $B_{t}$ が Lax方程式 (4.6) を満たすことを示したい．
$\blacksquare$ 量子化ルール

$M_{1}$ の局所座標を $(x_{1}, \ldots, x_{s})$ とし，$(x_{1}, \ldots, x_{s}, \xi_{1}, \ldots, \xi_{s})$ を $T^{*}M_{1}$ の正準座標とする．
量子化ルール $Q$ :{ $T^{*}M_{1}$上の多項式関数} $arrow$ {L2 $(E_{\lambda})$ の対称作用素} を以下のように
定義する:

$\bullet$
$\overline{D}_{j}^{(\lambda)}:=-i\overline{\nabla}_{j}^{(\lambda)}$ として，$\xi_{1},$

$\ldots$ , $\xi_{s}$ の $p$次同次多項式

$F_{p}(x, \xi)=\sum a^{j_{1}\cdots j_{p}}(x)\xi_{j_{1}}\cdots\xi_{j_{p}}$

に対して，

$Q_{p}(F_{p})= \sum_{q=0}^{p}c_{p-q}^{(p)}\sum_{j_{1}\cdots j_{p}}(D_{j_{1}}\cdots D_{j_{p}}a^{j_{1}\cdots j_{p}})\overline{D}_{j_{q+1}}^{(\lambda)}$ . . . $\overline{D}_{j_{p}}^{(\lambda)}$

とおく．ここで，実数値係数 $c_{p-q}^{(p)}(0\leq q\leq p)$ は $Q_{p}(F_{p})$ が対称作用素になるように次の
ように定義される:

$c_{p}^{(p)}=1$ , $c_{p-2k}^{(p)}=0$ $(k=1,2, \ldots)$ ,

$c_{p-2k+1}^{(p)}= \frac{1}{2}\{(\begin{array}{ll} p2k -1\end{array})- \sum_{j=1}^{k-1}(\begin{array}{ll}p-2j +12k -2j\end{array})c_{p-2j+1}^{(p)} \}$ $(k=1,2, \ldots)$

$\bullet$ 一般の多項式

$F(x, \xi)=\sum_{p=0}^{m}\sum a^{j_{1}\cdots j_{p}}(x)\xi_{j\text{、}}\cdots\xi_{j_{p}}$

に対して，$Q(F)= \sum_{p=0}^{m}Q_{p}(F_{p})$ と定義する．

さて，$\phi\in$ PRIT $(\mathfrak{g};\Lambda^{*})$ に対する $M$ の計量の変形 $m_{t}$ について考える．これについて，
以下の結果が得られる ([12]).
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補題 45(1) $(M, m_{t})$ および $(M_{1}, m_{1,t})$ の体積要素は $t$ に依らず一定である．
(2) $\hat{\pi}$ : $Marrow M_{1}$ のファイバー $T$ の計量は $t$ に依らず一定である．
(3) $\phi(\mathfrak{g})\subset\delta$ ならば，$(M_{1}, m_{1,t})$ は $t$ に依らず不変である．

系 4.6 $\phi(\mathfrak{g})\subset\partial$ を満たすとき，各 $\lambda\in\Lambda^{*}$ に対して，Hermite直線束 $E_{\lambda}arrow(M_{1}, m_{1})$ に

おける接続の 1 パラメータ族 $\overline{\nabla}_{t}^{(\lambda)}$ が得られる．

補題 4.7 $Q(H_{\lambda,t}^{(1)})= \frac{1}{2}D_{t}^{(\lambda)},$ $Q(H_{\lambda,t}^{\prime(1)})= \frac{1}{2}(D_{t}^{(\lambda)})’$ .

定理 4.8 $\phi\in$ RIT $(\mathfrak{g};\lambda)\cap$ PRIT $(\mathfrak{g};\Lambda^{*})$ とする．このとき

(1) $F_{\lambda,t}^{(1)}$ は $\xi$ の 1次多項式である : $F_{\lambda,t}^{(1)}(x, \xi)=\sum_{j=1}^{s}c^{;}(x)\xi j+f(t)$ .

(2) $B_{t}=Q(F_{\lambda,t}^{(1)})= \sum_{j=1}^{s}c^{;}(x)\tilde{\nabla}_{j}^{(\lambda)}+\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{s}\nabla_{j}c(x)+if(t)$ は Lax方程式 (4 $\cdot$ 6)を満たす．

(3) $E_{\lambda}$ の自己同型写像 $\psi_{t}$ が存在し，$\overline{\nabla}_{t}^{(\lambda)}=\psi_{t}^{*}\overline{\nabla}_{0}^{(\lambda)}$ が成り立つ．すなわち，$(E_{\lambda},\overline{\nabla}^{(\lambda)})$

の自明な変形 i.e., $Q_{\lambda,t}\cong Q_{\lambda,0}$ を与える．

系 4.9 $\phi$ が RIT $(\mathfrak{g};\Lambda^{*})$ に属するならば，$Spec(M, \Phi_{t}^{*}m)=Spec(M, m)(t\in \mathbb{R})$ が成り
立っ．

例 1(2-step ベキ零多様体)

Lie代数 $\mathfrak{g}$ を，基底 $\{u_{1}, u_{2}, v_{1}, v_{2}, w_{1}, w_{2}\}$ が

$[u_{1}, v_{1}]=[u_{2}, v_{2}]=w_{1}$ . $[u_{1}, v_{2}]=w_{2}$ , other $=0$ .

$\mathfrak{z}=<w_{1},$ $w_{2}>$

を満たすものとして定義する．対応する単連結 Lie群は

$G=\exp \mathfrak{g}$ $=$ $\{\{\begin{array}{lllllll}1 x_{1} x_{2} z_{1} 0 1 0 y_{1} 1 Ox_{1} z_{2}0 oO 1 y_{2} 0 1 y_{2}0 0 0 1 0 0 1\end{array}\}$ $|x_{i},$ $y_{i},$
$z_{i}\in \mathbb{R}\}$

$=$ $\{(x_{1}, x_{2}, y_{1}, y_{2,12i,y_{i,\sim i}}z, z)|x\vee\in \mathbb{R}\}$ .

ここで，

$(x_{1}, x_{2}, y_{1}, y_{2}, z_{1}, z_{2})\cdot(x_{1}’, x_{2}’, y_{1}’, y_{2}’, z_{1}’, z_{2}’)$

$=$ $(x_{1}+x_{1}’, x_{2}+x_{2}’, y_{1}+y_{1}’, y_{2}+y_{2}’, z_{1}+z_{1}’+x_{1}y_{1}’+x_{2}y_{2}’, z_{2}+z_{2}’+x_{1}y_{2}’)$ .
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$\Gamma:=\{(x_{1}, x_{2}, y_{1}, y_{2}, z_{1}, z_{2})|X_{i,y_{i},z_{i}}\in Z\}$ とおくと，$\Gamma$ は $G$ の co-compact な離散部分群で
ある．

$\{u_{1}^{*}, u_{2}^{*}, v_{1}^{*}, v_{2}^{*}, w_{1}^{*}, w_{2}^{*}\}$ を佳* の基底 (双対基底) とすると，$\mathfrak{z}^{\perp}=<u_{1}^{*},$ $u_{2}^{*},$ $v_{1}^{*},$ $v_{2}^{*}>$ .
$\mathfrak{g}$ の線形変換 $\phi$ を

$\phi(v_{2})=w_{2}$ , $\phi(other)=0$

によって定義すると，$\phi\in RIT(g)$ である．実際 $\mu=\sum_{i=1}^{2}(\mu_{i}u_{i}^{*}+\nu_{i}v_{i}^{*}+\kappa_{i}w_{i}^{*})\in \mathfrak{g}^{*}$ に

対して，

$\phi^{*}(\mu)=\{\begin{array}{ll}ad^{*}(u_{1})\mu (\kappa_{1}=0)ad^{*}(\frac{\kappa 2}{\kappa_{1}}u_{2})\mu (\kappa_{1}\neq 0)\end{array}$

が成り立つ．このとき，

$F_{\kappa}([h_{1}], \mu)=\{\begin{array}{ll}-\mu_{1} (\kappa_{1}=0)-\frac{\kappa_{2}}{\kappa_{1}}\mu_{2} (\kappa_{1}\neq 0)\end{array}$

このように，$\forall\kappa\in \mathfrak{g}^{*}$ に対して，

$\mathcal{H}_{\kappa,t}\cong \mathcal{H}_{\kappa,0}$ (古典力学系の同形).

また，$\forall\lambda\in\Lambda^{*}$ に対して，

$Q_{\lambda,t}\cong Q_{\lambda,0}$ (量子力学系の同形)

が成り立っ．

註．$T^{*}M=M\cross 9^{*}$ 上の力学系としては (適当な $\mathfrak{g}$ の内積をとるとき),
$(M\cross \mathfrak{g}^{*}, \omega, H_{t})\not\cong(M\cross \mathfrak{g}^{*}, \omega, H_{0})$ である ([4], [6])が，$U:=\mathfrak{g}^{*}\backslash \{\kappa_{1}=0\}$ とおくと，$T^{*}M$

の conic, open dense な部分集合 $M\cross U$ において，

$(M\cross U,\omega, H_{t})\cong(M\cross U, \omega, H_{0})$

が成り立つ ([10]).

$\blacksquare$ (RIT でない) PRIT による変形について
$\phi\in$ PRIT $(\mathfrak{g};\Lambda^{*})$ の場合，一般に，$F_{\lambda,t}^{(1)}$ は $\xi$ の 1次多項式ではない．このとき，

$FB_{t}=iQ(F_{\lambda,t}^{(1)})$ が Lax方程式を満たすか ? 』
が問題である．

これについて，ここでは肯定的である例を 1つ挙げる．([12] で他の例を挙げている．)

例 2 ($3$-stepベキ零多様体)

Lie代数 $\mathfrak{g}$ を，基底 $\{u_{1}, u_{2}, v_{1}, v_{2}, w\}$ が

$[u_{1}, v_{1}]=v_{2}$ , $[u_{1}, v_{2}]=w$ , $[u_{1}, w]=[u_{1}, u_{2}]=0$ ,
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$[u_{2}, v_{1}]=w$ , $[u_{2}, v_{2}]=[u_{2}, w]=0$ , $[v_{1}, v_{2}]=0$

を満たすものとして定義する．$\mathfrak{g}$ は $3$-stepベキ零 Lie代数であり，中心 $3=<w>$ である．

対応する単連結 Lie群は

$G=\exp \mathfrak{g}$ $=$ $\{(\begin{array}{llll}1 x_{1} x_{2} z0 1 x_{1} y_{2}0 0 1 y_{1}0 0 0 1\end{array})$ $|x_{i},$ $y_{i},$ $z\in \mathbb{R}\}$

$=$ $\{(X_{1},$ $X_{2,y_{1},y_{2},z)}|X_{i,y_{i},z\in \mathbb{R}\}}$ .

ここで，

$(x_{1}, x_{2},y_{1}, y_{2}, z)$ . $(x_{1}’, x_{2}’, y_{1}’, y_{2}’, z’)$

$=$ $(x_{1}+x_{1}’, x_{2}+x_{2}’+x_{1}x_{1}’, y_{1}+y_{1}’, y_{2}+y_{2}’+x_{1}y_{1}’, z+z’+x_{1}y_{2}’+x_{2}y_{1}’)$.

$\Gamma:=\{(x_{1}, x_{2}, y_{1}, y_{2}, z)|x_{i}, y_{i}, z\in Z\}$ とおくと，$\Gamma$ は $G$ の co-compact な離散部分群である．

$\{u_{1}^{*}, u_{2}^{*}, v_{1}^{*},v_{2}^{*}, w\}$ を $\mathfrak{g}^{*}$ の基底 (双対基底) とすると，$\mathfrak{z}^{\perp}=<u_{1}^{*},$ $u_{2}^{*},$ $v_{1}^{*},$ $v_{2}^{*}>$ .

$\mathfrak{g}$ の線形変換 $\phi$ を

$\phi(u_{2})=w$ , $\phi(other)=0$

で定義すると，$\phi\in$ PRIT$(g)\cap RIT(g;0)$ である．実際 $\mu=\sum_{j=1}^{2}(\mu_{j}u_{j}^{*}+\nu_{j}v_{j}^{*})+\kappa w^{*}\in \mathfrak{g}^{*}$

に対して，

$\phi^{*}(\mu)=\{\begin{array}{ll}0 (\kappa=0)ad^{*}(-v_{1}+\frac{\nu_{2}}{\kappa}v_{2})\mu (\kappa\neq 0)’\end{array}$

$F_{\kappa}([h_{1}], \mu)=\{\begin{array}{ll}C (\kappa=0)\nu_{1}-\frac{1}{2\kappa}\nu_{2}^{2} (\kappa\neq 0)\end{array}$

さらに，$\lambda=2\pi kw^{*}(k\in Z)$ に対して，

$F_{\lambda,t}^{(1)}(x, \xi)=\{\begin{array}{ll}C (k=0)-\frac{1}{4\pi k}\xi_{4}^{2}+\xi_{3}+x_{1}\xi_{4} (k\neq 0)\end{array}$

となる．ただし，$M_{1}$ の局所座標を $(x_{1}, x_{2}, x_{3}, x_{4})=(x_{1}, x_{2}, y_{1}, y_{2})$ とおいた．このように，
$F_{\lambda,t}^{(1)}(\lambda\neq 0)$ が $\xi$ の 2次多項式になり，

$B_{t}=iQ(F_{\lambda,t}^{(1)})= \frac{i}{4\pi k}$(鮒) $)$
2 $+\nabla$-3$(\lambda$ $)+$ xl $\nabla$

-

$\nu$ $(k\neq 0)$ .

このとき，$B_{t}$ が Lax方程式を満たすことを直接確かめることができる．
まとめると，次が得られる．
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命題 410例 2における $M=\Gamma\backslash G$ の計量の変形 $m_{t}$ について，以下が成り立つ :
(1) $(M_{1}, m_{1,t})=(M_{1}, m_{1,0})$ .
(2) 主 $S^{1}$ 東介: $Marrow M_{1}$ の接続豆の曲率 (磁場) $\Theta_{t}$ について，$\Theta_{t}=\Theta_{0}$ .
(3) $\mathfrak{g}$ の適当な内積をとれば，$\forall\lambda\in\Lambda^{*}\backslash \{0\}$ に対して，$(E_{\lambda},\overline{\nabla}_{t}^{(\lambda)})\not\cong(E_{\lambda},\tilde{\nabla}_{0}^{(\lambda)})$ .
(4) $\forall\lambda\in\Lambda^{*}$ に対して，$Spec(D_{t}^{(\lambda)})=Spec(D_{0}^{(\lambda)})$ .

(証明) (1),(2) $,(4)$ は定理 43, 補題 44,(3) および易が Lax方程式を満たすことから
従う．

(3) ある $\lambda\neq 0$ について，$\tilde{\nabla}_{t}^{(\lambda)}$ が自明な変形とすると，$\hat{\pi}$ : $Marrow i1l_{1}$ の接続も自明な変
形であり，従って，$M$ の計量の変形 $m_{t}$ も自明な変形である．ところで，このような自明
な変形は内部微分から誘導されることが [7, Proposition 5.2]で示されている．$\blacksquare$

このように，例 2は「$Riemann$ 多様体上の Hermite直線束における接続の非自明な等
スペクトル変形」の例を与える．(離散的な場合の例は，“砂田の方法”に基づいて，[9] で
与えられている．)

5 おわりに

本論説では，ベキ零多様体における左不変計量の PRIT による変形を定義し，その変形
のもとで，以下のことを示した:

(1) 対応する古典力学系は不変である．
(2) 条件 RIT のもとで，あるいは RIT でないある例で，対応する Schr\"odinger 作用素

の固有値は不変である．また，固有値の不変性を導く (無限小) intertwining operators は
微分作用素として与えられる．

(2) の主張が無条件に成り立つために残された問題 (課題) は以下である:
$\bullet$ PRIT $(\mathfrak{g};\Lambda^{*})$ に対応する関数 $F_{\lambda,t}^{(1)}(x, \xi)$ は $\xi$ の多項式か ?
$\bullet$ $F_{\lambda,t}^{(1)}(x, \xi)$ が $\xi$ の (2次以上の) 多項式のとき，$B_{t}=iQ(F_{\lambda,t}^{(1)})$ が常に Lax方程式をみ
たすことがいえるか ?

註．(2) に関連して，等スペクトル性の背景にある intertwining operators に関する興味
深い研究として [13], [15] をあげておく．
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