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1 Introduction
超伝導の巨視的現象を記述するモデル方程式としてギンツブルクランダウ (GL) 方程式
は古くから知られているが ([3]), 1990年代に入ると色々な条件下で，超伝導の特徴的な
現象に対応する解の数学的研究が急速に発展した．
ここでは，以下のように単純化された次の時間発展の GL 方程式をとりあげよう．ま

ず
$,$

$\psi$ をマクロな超伝導電子の波動関数に対応する複素関数で，$|\psi|^{2}$ は超伝導電子密度を
表す秩序変数として導入する．正規化した方程式として

$(1+i\gamma)\psi_{t}=\nabla_{A}^{2}\psi+\lambda(1-|\psi|^{2})\psi$ $(x\in D)$ (1.1)
$\nu\cdot\nabla_{A}\psi=0$ $(x\in\partial D)$ (1.2)

を考える．ここで $D$ は $\mathbb{R}^{n}(n\leq 3)$ の有界な領域で，$\partial D$ はその境界，$\nu$ は境界上の外向き
単位法線ベクトルである．$\lambda$ は $\gamma$ はパラメータで $\lambda>0$ , また，$A_{a}$ を $divA_{a}=0$ を満たす
与えられたベクトル関数として

$\nabla_{A}:=\nabla-iA_{a}$ ,

とする．この方程式は次のエネルギー関数

$\mathcal{E}(\psi):=\int_{\Omega}\{\frac{1}{2}|\nabla_{A}\psi|^{2}+\frac{\lambda}{4}(1-|\psi|^{2})^{2}\}dx$ (1.3)

を Lyapunov関数として持つ．実際，$\psi(x_{:}t)$ を $($ 1. $1)-(1.2)$ の解とすると

$\frac{d}{dt}\mathcal{E}(\psi(\cdot,t))=-\int_{\Omega}|\psi_{t}|^{2}dx\leq 0$

が成り立つ．特に $\gamma=0$ のとき $(1.1)-(1.2)$ は汎関数 (1.3) の勾配系である．
超伝導のモデルとしては，通常は磁場のベクトルポテンシャル $A$ とその磁場のエネル

ギーを考慮する必要がある．例えば，超伝導体に対応する領域 $\Omega\subset \mathbb{R}^{3}$ における秩序変数
を $\Psi$ とし，外部が真空のような絶縁体で囲まれているとすると，その正規化されたエネ
ルギー汎関数は

$\mathcal{G}(\Psi, A)$ $:= \int_{\Omega}\{\frac{1}{2}|(\nabla-iA)\Psi|^{2}+\frac{\lambda}{4}(1-|\Psi|^{2})^{2}\}dx+\frac{1}{2}\int_{\mathbb{R}^{3}}$ curl$A-H_{a}|^{2}dx$ . (1.4)
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となる．ここで $H_{a}$ は外部磁場を表す．これを単純化するモデルとして，いま超伝導体が
薄膜のような場合，すなわち $\Omega$ が 2次元の領域 $D$ を基底領域にもつ薄く膨らませた領域

$\Omega=\{(x’, z):x’\in D, 0<z<\epsilon\}$

の場合を考える．(14) を適当にスケーリングして，第一近似をとると，$\Psi(x^{l}, z)$ は $\psi(x^{l})=$

$\Psi(x’, 0),$ $A$ は $A_{a}(x’)$ でそれぞれ近似され，近似エネルギーとして (1.3) が得られる．た
だし，$H_{a}=cur1A_{a}$ で，薄膜の表面は平らな場合を考えている (この近似の数学的な正当
化については，[1] や [7], [11] を参照するとよい).
これから (1.3) や時間発展の $(1.1)-(1.2)$ は，単純化されているが，超伝導のある種の

特徴的な現象を数学的に記述するモデルであることが期待できる．以下では GL 方程式
$(1.1)-(1.2)$ の解について数学的な結果の一部を紹介する．

2 現象に対応する解の存在と安定性
方程式 $(1.1)-(1.2)$ において外部磁場に対応する効果が無い場合，すなわち $A_{a}=0$ の場合
についてまず概説しよう．そのときのエネルギー汎関数は

$\mathcal{E}_{0}(\psi):=\int_{11}\{\frac{1}{2}|\nabla\psi|^{2}+\frac{\lambda}{4}(1-|\psi|^{2})^{2}\}dx$ (2.1)

で，対応するその定常問題は

$\nabla^{2}\psi+\lambda(1-|\psi|^{2})\psi=0$ $(\tau_{\text{ノ}}\in O)$ (2.2)
$\frac{\partial\psi}{\partial\iota \text{ノ}}=0$ $(x\in\partial O)$ (2.3)

となる．領域が凸の場合，この方程式は自明な定数解 $\psi=e^{ic}$ ( $c$ : 実数) と $\psi=0$ を持つ
が，安定な解は $\psi=e^{ic}$ のみで，非定数解は全て不安定であることがわかっている ([4]).
一方，超伝導の永久電流は外部磁場がなくても安定な状態として観察される現象である．
今の場合のモデル方程式は，導体内の電流によって誘導される磁場の効果が小さいと仮
定したモデルと見ることができるので，永久電流に対応する解が存在すると期待される．
実際，円環領域やドーナツ領域では安定な非定数解を構成することができる．もっと一般
に，非自明な位相をもつ領域において，その領域から $S^{1}$ 上への連続関数全体の空間にお
いて各ホモトピー類に属する解を，$\lambda$ を十分大きくとることで構成でき，その解が安定で
あることが数学的に証明されている ([9]). そして，これらの解は永久電流に対応する解と
して特徴でけることができる．
なお，文献の数学的結果は $\gamma=0$ の場合についての議論であるが，$\gamma\neq 0$ についてもそ

の安定性は変わらない ([10] を参照). しかし，以下では特にこのことを特に明記しない．
次に外部磁場の効果によって現れる超伝導の特徴的な現象として，第 2種超伝導体で

観測される常伝導と超伝導が混合した状態を考えよう．超伝導体に磁場をかけると，ある
値を境に超伝導体は磁場の侵入を許し，磁場の量子化現象により渦糸構造が現れる現象で
ある．GL モデルではこの渦糸構造に対応する解は零点を持つ解として特徴づけられる．
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すなわち，秩序パラメータの零点が常伝導状態に対応し，一般的に考える領域で余次元 1
の集合になる (2次元なら点の集合，3次元なら 1次元の曲線).
外部磁場が無いときには安定な渦糸構造をモデル方程式の解として実現することは一

般には難しい (ただし領域の幾何学的形状を考えて渦糸を安定化することは数学的には可
能ではある．[5], [6] 参照). しかし，次の 2次元領域 $D$ におけるエネルギー汎関数

$\mathcal{G}(\Psi, A)=\int_{D}[\frac{1}{2}|(\nabla-iA)\Psi|^{2}+\frac{\lambda}{4}(1-|\Psi|^{2})^{2}+\frac{1}{2}|$curl$A-h|]dx$ (2.4)

については，多数の零点をもつ解 (渦糸解) がエネルギーを最小にするような磁場の強さ
$|h|$ と $\lambda$ についての十分条件が得られている (この場合 $h$ と $\lambda$ は十分大きくとる必要があ
る．[12], [13] 参照). なお (2.4) は垂直方向に無限に延びるシリンダー状の領域の切断面 $D$

における問題である．このときの外部磁場は $H_{a}=(0,0_{:}h)$ であるが，鉛直方向は一様と
仮定して 2次元の問題に帰着される．また，

curl $(A_{1}, A_{2})=\partial A_{2}/\partial x_{1}-\partial A_{1}/\partial x_{2}$

である．この結果は大変興味ある結果であるが，解自体を明示的に表すような手法で得ら
れた結果ではなく，エネルギーを最小にする解について，そのエネルギーをうまく評価す
ることによって得られる．
さて $(1.1)-(1.2)$ にもどってその定常問題を 2次元の単位円盤領域で考えてみよう．$A_{a}=$

$\frac{h}{2}(-x_{2}, \prime r_{1})$ とする．領域は $D=\{|x|<1\}$ と与えられるから，極座標表示を用いると

$A_{a}= \frac{hr}{2}(-\sin\theta,\cos\theta)$ , $\nu=(\cos\theta,\cdot\sin\theta)$ ,

より

$\frac{1}{r}(r\psi_{r})_{r}+((1/r)\partial/\partial\theta-ihr)^{2}\psi+\lambda(1-|\psi|^{2})\psi=0$ $(0<r<1)$ , (2.5)

$\psi_{r}=0$ $(r=1)$ (2.6)

となる．一つの零点をもつ渦糸に対応する解として

$\psi=w(r)\exp(ik\theta)$ , $w(r)>0(0<r\leq 1)$ , $w(O)=0$

と表されるものを見つけるため，方程式に代入すると各 $k\in Z$ に対して $w$ に関する方程式

$\frac{1}{r}(rw_{r})_{r}-(k/r-hr)^{2}w+\lambda(1-w^{2})w=0$ $(0<r<1)$ , (2.7)

$w_{r}=0$ $(r=1)$ (2.8)

が得られる．自明解 $?r$ ) $=0$ における線形化方程式

$\frac{1}{r}(rw_{r})_{r}-(k/r-hr)^{2}w+\lambda w=0$ , $w(r)>0$ $(0<r<1)$ , $w_{r}(1)=0(2.9)$
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の解が存在するパラメータに関する条件は，$(h, \lambda)$ パラメータ平面において曲線として得
られる．それを

$\lambda=\lambda_{k}(h)$ (2.10)

としよう．この曲線は自明解 $\psi=0$ から非自明な解 $\psi=811(r)\exp(ik\theta)$ の分岐が起こる分
岐曲線を表している．

$k\neq 0$ の場合は $w(O)=0$ を満たす解を探すことになり，これは原点を零点にもつ渦糸
解となる．しかし，複数個の孤立した零点を持つ解を $(2.7)-(2.8)$ からは構成できない．こ
の点から見ても渦糸解の数学的な難しさが想像できる．
ここでは，[2] で議論されているアイデアによって，複数個の零点を持つ解を自明解か

ら分岐する解として構成する方法を述べることにする．
$0\leq k<m$ に対して曲線 $\lambda=\lambda_{k}(f\iota)$ と $\lambda=\lambda_{m}(h)$ が交わる点を考える．そのような点

を $(h_{k+m}, \lambda_{k+m})$ とする．線形化方程式 (2.9) の解を $w^{(k)}(r)$ とすると，分岐点 $(h_{k+m}, \lambda_{k+m})$

において，$(2.5)-(2.6)$ の線形化方程式は，$\alpha,$
$\beta$ を任意の定数として (実定数としてよい)

$\alpha w^{(k)}(r)\exp(ik\theta)+\beta w^{(m)}(r)\exp(im\theta)$

を解にもつ．これを第一近似にして分岐点の周りで

$\psi=\epsilon[\alpha w^{(k)}(r)\exp(ik\theta)+\beta w^{(m)}(r)\exp(im\theta)]+O(\epsilon^{2})$

と展開できる解の存在が期待できる．この解の零点は $\beta\neq 0$ として近似的に

$\frac{\alpha}{\beta}+\frac{w^{(m)}(r)}{w^{(k)}(r)}\exp(i(n\iota-k)\theta)=0$

の解として得られる．すなわち

$\frac{\alpha}{\beta}+\frac{w^{(m)}(r)}{w^{(k)}(r)}\cos((m-k)\theta)=$ O, sin$((m-k)\theta)=0$

から，$m-k$ 個の零点が存在する可能がある．実際，適当なパラメータ $(h, \lambda)$ の範囲で
$m-k$個の零点を持つ解の存在が期待できる (数学的に厳密な議論については，少しモデ
ル方程式は異なるが [2] を参照するとよい).
こうして，2つの異なるモードを持つ解の混合によって零点を持つ渦糸解の自明解か

らの分岐が示される．

3 おわりに

GL 方程式の解とその安定性についての数学的研究は [8] に詳しいが，全ての重要な結果
を網羅しているわけではない．実際，まだまだ未解決の問題も多く，特に渦糸の運動に関
する数学的な研究は十分な成果が得られていない．流体の渦とは共通点もあるが，量子渦
とよばれる量子力学的な渦糸の性質についての数学的な研究手法が発展することが望ま
れる．
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