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本稿は，論文 [13] の概説である．

1 導入

以下，位相空間はすべてハウスドルフ空間，ベクトル空間はすべて実ベクト
ル空間であるとする．$\mathbb{R}$ は実数全体の集合，$N$は自然数全体の集合，$\kappa$ は無限基
数をあらわす．また，$X$ 上の下半連続，上半連続，連続実数値関数 $f$ : $Xarrow \mathbb{R}$

全体を，それぞれ，$LSC(X,\mathbb{R}),$ $USC(X,\mathbb{R}),$ $C(X,\mathbb{R})$ であらわす．
$X$ の位相的性質を特徴づけるような $X$ 上の関数組への挿入定理として，

以下がよく知られている．

Kat\v{e}tov-Tong の挿入定理 ([6], [10]; 距離空間 $X$ に関しては Hahn; パラコ
ンパクト空間 $X$ に関しては Dieudonn\’e; [4] $)$ . $X$ を位相空間とする．このと
き，$g\in USC(X,\mathbb{R}),$ $h\in LSC(X,\mathbb{R}),$ $g\leq h$ である関数の対 $g,$ $h$ に対し，関
数 $f_{(g,h)}\in C(X, \mathbb{R})$ が $g\leq f_{(g,h)}\leq h$ となるようにとれるための必要十分条
件は，$X$ が正規空間となることである．

Dowker-Kat\v{e}tov の挿入定理 ([3], [6]; パラコンパクト空間 $X$ に関しては
Dieudonn\’e; [4] $)$ . $X$ を位相空間とする．このとき，$g\in USC(X, \mathbb{R}),$ $h\in$

$LSC(X, \mathbb{R}),$ $g(x)<h(x)(x\in X)$ , である関数の対 $g,$ $h$ に対し，関数 $f_{(g,h)}\in$

$C(X,\mathbb{R})$ が $g(x)<f_{(g,h)}(x)<h(x)(x\in X)$ となるようにとれるための必要
十分条件は，$X$ が正規かつ可算パラコンパクト空間となることである．

Michael の挿入定理 ([7]). $X$ を位相空間とする．このとき，$g\in USC(X,\mathbb{R})$ ,
$h\in LSC(X,\mathbb{R}),$ $g\leq h$ である関数の対 $g,$ $h$ に対し，関数 $f_{(g,h)}\in C(X, \mathbb{R})$ が
$g\leq f_{(g,h)}\leq h$ で，かつ，$g(x)<h(x)$ となる $x\in X$ について $g(x)<f_{(g,h)}(x)<$
$h(x)$ となるようにとれるための必要十分条件は，$X$ が完全正規空間となるこ
とである．

Kat\v{e}tov-Tong の挿入定理において，終域 $\mathbb{R}$ ’は他の可分バナッハ束 $c_{0},$ $l_{p}$

$(1\leqq p<\infty)$ に置き換えられるが，別の可分バナッハ束 $c$ には置き換えられ
ないことが知られている ([5], [8], [12]).
本稿では，Dowker-Kat\v{e}tov や Michael の挿入定理における終域 $\mathbb{R}$

” は，
どんな非自明な可分バナッハ束にも置き換えられることを示す．すなわち，非

数理解析研究所講究録
第 1781巻 2012年 103-107 103



自明な可分バナッハ束は常に，Dowker-Kat\v{e}tov や Michael の挿入定理の終
域のテスト空間となりうることを示す．

2 用語と主定理

ベクトル空間 $Y$ が $Y\neq\{0\}$ のとき，非自明であるという．ここで，$0$ は $Y$

の原点をあらわす．
以下の用語は [9] による．半順序の入ったベクトル空間 $(Y, \leq)$ が次の (i),

(ii) をみたすとき順序線形空間，(i), (ii), (iii) をみたすときベクトル束と呼
ばれる:

(i) $x,y,$ $z\in Y$ について，$x\leq y$ のとき $x+z\leq y+z$ である;

(ii) $x,y\in Y$ と $r\geq 0$ となる $r\in \mathbb{R}$ について，$x\leq y$ のとき $rx\leq ry$ で

ある ;

(iii) $Y$ の任意の 2点集合 $\{x,y\}$ は最小上界 $x\vee y$ と最大下界 $x\wedge y$ をもつ．

ベクトル束 $Y$ と $A\subset Y$ について，$x\in A$ で $|y|\leq|x|$ のとき $y\in A$ である’

ならば，$A$ は solid であると呼ばれる．ここで，$z\in Y$ に対し，$|z|=z\vee(-z)$
と定義する．線形位相空間 $Y$ が，ベクトル束であり，かつ，solid 集合からなる

$0$-近傍基をもつとき，位相ベクトル束であると呼ばれる．
バナッハ空間 $(Y,$ $|\overline{|\cdot\Vert)\text{が}}$ベクトル束であり，かつ，次の条件 (iv) をみた

すとき，バナッハ束と呼ばれる:

(iv) $x,y\in Y$ について，$|x|\leq|y|$ のとき $\Vert x\Vert\leq\Vert y\Vert$ である．

バナッハ束の球 $\{y\in Y :\Vert y\Vert\leq r\}(r>0)$ ?は solid であるので，バナッハ束
は位相ベクトル束である．
順序線形空間 $Y$ に対し，集合 $\{y\in Y:y\geq 0\}$ を $Y$の正錐，$[y_{1},y_{2}]=\{z\in$

$Y:y_{1}\leq z\leq y_{2}\}(y_{1},y_{2}\in Y, y_{1}\leq y_{2})$ を $Y$ の区間と呼ぶ．順序線形空間 $Y$

が線形位相空間であり，その正錐が閉集合であるとき，順序線形位相空間と
呼ばれる．位相ベクトル束における正錐 (や区間) は閉集合であるので，位相
ベクトル束は順序線形位相空間である．また，$y_{1},y_{2}\in Y$ について，$y_{1}\leq y_{2}$

かつ $y_{1}\neq y_{2}$ であるとき，$y_{1}<y_{2}$ であらわす．
位相空間 $X$ , ベクトル束 $Y$ と写像 $f,g:Xarrow Y$ に対し，各 $x\in X$ につい

て $f(x)\leq g(x)$ となるとき，$f\leq g$ とあらわす．
$x$ を位相空間，$Y$ を位相ベクトル束とする．このとき，写像 $f$ : $Xarrow Y$ が

下半連続 (resp. 上半連続) であるとは，任意の $x\in X$ と $Y$ の任意の $0$-近傍
$V$ に対し，$x$ の近傍 $G$ を

任意の $x’\in G$ について，$f(x)-f(x)\wedge f(x’)\in V$ $($resp. $f(x)\vee f(x^{l})-f(x)\in V)$
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となるようにとれるときをいう．この定義は，[12, Proposition 2.2] によるも
のであるが，Borwein-Th\’era [1] が順序線形位相空間 $Y$ に対して導入していた
定義と一致する．また，この定義は，Gutev-Ohta-Yamazaki [5] がバナッハ束
$Y=C_{0}(Z)$ に対して導入した定義とも一致する ([12, Corollary 2.3]). 位相構
造と束構造をもつ空間 Yへの上下半連続写像としては様々な定義が知られて
おり，挿入定理に関する研究報告も多い．本稿で上述の定義を採用する理由
は，この定義が実数値半連続関数がもつ自然な性質を引き継いでいるからで
ある．実際，(i) $f$ : $Xarrow Y$ の上下半連続関数の定義は $Y=\mathbb{R}$の場合，実数値
の上下半連続関数のものと一致する，(ii) $f$ : $Xarrow Y$ が上かつ下半連続写像
であることと $f$ が連続であることが同値である，(iii) $f$ : $Xarrow Y$ が下半連続
写像であることとー $f$ : $Xarrow Y;x\mapsto-f(x)$ , が上半連続であることが同値
である，などが成り立つ．
位相空間 $X$ と位相ベクトル束 $Y$ に対し，下半連続，上半連続，連続写像 $f$ :

$Xarrow Y$ 全体からなる集合を，それぞれ，$LSC(X,Y),$ $USC(X,Y),$ $C(X,Y)$
であらわす．

Dowker-Kat\v{e}tov, Michael の挿入定理は，以下のように拡張できる．すな
わち，Kat\v{e}tov-Tong の挿入定理とは異なり，いかなる非自明な可分バナッハ
束も Dowker-Kat\v{e}tov, Michael の挿入定理の写像の終域になりうる．

定理 2.1. $X$ を位相空間，$Y$ を非自明な可分バナッハ束とする．このとき，
$g\in USC(X, Y),$ $h\in LSC(X, Y),$ $g(x)<h(x)(x\in X)$ である写像の対 $g,$ $h$

に対し，写像 $f_{(g,h)}\in C(X, Y)$ が $g(x)<f_{(g,h)}(x)<h(x)(x\in X)$ となるよう
にとれるための必要十分条件は，$X$ が正規かつ可算パラコンパクト空間とな
ることである．

定理 2.2. $X$ を位相空間，$Y$ を非自明な可分バナッハ束とする．このとき，
$g\in USC(X, Y),$ $h\in LSC(X, Y),$ $g\leq h$ である写像の対 $g,$ $h$ に対し，写像
$f_{(g,h)}\in C(X, Y)$ が $g\leq f_{(g,h)}\leq h$ で，かつ，$g(x)<h(x)$ となる $x\in X$ につ
いて $g(x)<f_{(g,h)}(x)<h(x)$ となるようにとれるための必要十分条件は，$X$

が完全正規空間となることである．

ある種の位相的性質をもつ空間 $x$ 上の関数の挿入定理を導く場合に，集合
値関数の選択定理 [1], [2], [7], [11] を用いることができる．よって，本研究に
おける関心は，終域 $\mathbb{R}$

” がいかなるバナッハ束でも置き換えられるのかとい
う方向にあり，鍵になるのは以下の補題である．

補題 2.3. $X$ を位相空間，$Y$ を非自明な位相ベクトル束で $g\in USC(X, Y)$ ,
$h\in LSC(X, Y),$ $g(x)<h(x)(x\in X)$ となる写像の対 $g,$ $h$ に対し，写像
$f_{(g,h)}\in C(X, Y)$ が $g(x)<f_{(g,h)}(x)<h(x)(x\in X)$ となるようにとれると
する．このとき，$X$ は正規空間である．また，$Y$ が更に距離空間であると仮定
すると，$X$ は可算パラコンパクトになる．
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補題 2.4. $X$ を位相空間，$Y$ を非自明な距離空間である位相ベクトル束で
$g\in USC(X, Y),$ $h\in LSC(X, Y),$ $g\leq h$ となる写像の対 $g,$ $h$ に対し，写像
$f_{(g,h)}\in C(X, Y)$ が $g\leq f_{(g,h)}\leq h$ で，かつ，$g(x)<h(x)$ となる $x\in X$ につ

$\mathfrak{U}^{\backslash }$て $g(x)<f_{(g,h)}(x)<h(x)$ となるようにとれるとする．このとき，$X$ は完
全空間である．

3 可分とは限らない終域Yの場合

位相空間 $x$ が $\kappa$-族正規であるとは，$|\mathcal{F}|\leq\kappa$ であるような $x$ の疎 $(=$ 離
散，discrete) な閉集合の族 $\mathcal{F}$ に対し，$X$ の互いに素 ( $=$ disjoint) な開集合の
族 $\{U(F):F\in \mathcal{F}\}$ が $F\subset U(F)(F\in \mathcal{F})$ となるようにとれることである．
位相空間 $Y$ に対し，$w(Y)$ は $Y$ の位相濃度をあらわす．
バナッハ束 Y が可分でない場合へ挿入定理の終域を一般化することには，

いくつかの技術的な困難な点があらわれる．本稿では，形式を少し変えた “挿
入関数の拡張” を用いた結果を紹介する．

定理 3.1. $\kappa\geq\omega$ とし，$x$ を位相空間，$Y$ をバナッハ束で $w(Y)=\kappa$ かつ $Y$

の任意の区間がコンパクトであるとする．このとき，$x$ の任意の閉集合 $A$ 上
の写像 $g\in USC(A,Y),$ $h\in LSC(A,Y)$ で $g\leq h$ となる写像の対 $g,h$ に対

し，写像 $f_{(g,h)}\in C(X,Y)$ が $g\leq f_{(g,h)}|A\leq h$ となるようにとれるための必
要十分条件は，$x$ が $\gamma$ -族正規空間となることである．

定理 3.2. $\kappa\geq\omega$ とし，$x$ を位相空間，$Y$ をバナッハ束で $w(Y)=\kappa$ かつ $Y$

の任意の区間がコンパクトであるとする．このとき，$x$ の任意の閉集合 $A$ 上
の写像 $g\in USC(A,Y)_{f}h\in LSC(A,Y)$ で $g(x)<h(x)(x\in A)$ となる写像
の対 $g,$ $h$ に対し，写像 $f_{(g,h)}\in C(X, Y)$ が $g(x)<f_{(g,h)}(x)<h(x)(x\in A)$ と

なるようにとれるための必要十分条件は，$x$ が $\gamma$族正規かつ可算パラコンパ
クト空間となることである．

定理 3.3. $\kappa\geq\omega$ とし，$X$ を位相空間，$Y$ をバナッハ束で $w(Y)=\kappa$ かつ $Y$ の

任意の区間がコンパクトであるとする．このとき，$x$ の任意の閉集合 $A$ 上の
写像 $g\in USC(A,Y),$ $h\in LSC(A, Y)$ で $g\leq h$ となる写像の対 $g,$ $h$ に対し，
写像 $f_{(g,h)}\in C(X, Y)$ が $g\leq f_{(g,h)}\leq h$ で，かつ，$g(x)<h(x)$ となる $x\in A$

について $g(x)<f_{(g,h)}(x)<h(x)$ となるようにとれるための必要十分条件は，
$x$ が $\gamma$ -族正規かつ完全正規空間となることである．

注 3.4. 定理 3.1, 32, 33において ‘Y の任意の区間がコンパクト’ という条
件は，$\kappa>\omega$ については落とせない．

バナッハ束 $c_{0}(\kappa)$ や $l_{p}(\kappa)(1\leq p<\infty)$ の区間はコンパクトである ([5, Lemma
2.5], [12, Lemma 4.4] $)$ . よって，定理 3.1, 3.2, 3.3 により $,$

$[5$ , Theorems 4.1,
4.5 and 4.6] にある挿入定理の終域 $c_{0}(\kappa)$ は $l_{p}(\kappa)(1\leq p<\infty)$ に変えること
ができる．
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