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1 はじめに

限量記号消去アルゴリズム (quantifier elimination (QE) algorithm) とは，与えられた形式的理論 (formal
theory) について「限定記号付きの式 (一階述語論理式)」を入力とし 「等価で限定記号無しの式」 を出力

するアルゴリズムのことである．Cylindrical Algebraic Decomposition (CAD) [4] は，与えられた多
項式集合に対して，変数空間を多項式の符号が不変である領域に分割する手法で，CAD を用いた QE の解
法が提案されている．

QE は工学や産業上の問題などの多くの応用があり重要なアルゴリズムである．QE を用いると，多項式
最適化問題を正確に解くことができる．QE は最悪の場合の計算量が限量記号がっいた変数の数に対し二重
指数であることが示されており，本質的に大きな問題を解くことができない．
本稿では，多項式最適化問題において，効率的に最適値関数を求めるパラメトリック最適化問題専用 CAD
アルゴリズムについて述べる．また，専用 CAD の適用事例として，確定的な多項式動的計画問題への適用
を紹介する．

2 パラメトリック多項式最適化問題と数式処理による解法

2.1 パラメトリック多項式最適化問題

最適化問題 (optimization problem) とは，与えられた制約条件 (constraints) の元で，目的関数 (objective
function) $f(x)$ が最小 (または最大) になるような決定変数 (decision variables) $x=(x_{1}, \ldots,x_{n})\in \mathbb{R}^{n}$ の
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値を見つける問題である．一般に最適化問題は以下のように定式化される．

Minimize $f(x)$
(1)

subject to $\varphi(x)$

制約条件 $\varphi$ により表される集合を実行可能領域 (feasible region), 実行可能領域の目的関数 $f$ による像を

目的関数の実行可能領域 (feasible objective region), 目的関数 $f$ が最小となるときの $x$ を最適解 (optimal

solution), そのときの目的関数値を最適値 (optimal value) という．
パラメータ $\theta=(\theta_{1}, \ldots, \theta_{m})$ を含む最適化問題はパラメトリック最適化問題と呼ばれ，以下のように定式

化される．
Minimize $f(x, \theta)$

(2)
subject to $\varphi(x, \theta)$

パラメトリック最適化問題の場合，最適値はパラメータを用いて表現され，最適値関数 (optimal value func-
tion) とよぶ．本稿では，目的関数や制約条件がすべて多項式で記述される多項式最適化問題 (polynomial

optimization problem) を扱う．ここで，制約条件 $\varphi(x, \theta)$ は半代数的集合で与えられており，問題を簡単に
するため制約条件を満たす点集合はコンパクトであると仮定する．
多項式最適化問題の記述能力は高く，工学および産業などでさまざまな応用がある．そのため半正定値緩

和を用いるアプローチなど多項式最適化問題に対する研究が活発に行われている力$\nwarrow$ 非凸な問題やパラメト

リックな最適化問題を正確に解くことは困難である．しかし，次節で紹介する限量記号消去法を用いると正
確に解を得ることができる．

22 限量記号消去法

限量記号消去 (Quantifier Elimination: QE) とは実数を動く変数に対して $\exists,$ $\forall$ のような限量記号のつい

た一階述語論理式 (first-order formula) (多項式の等式，不等式とそれらを $\wedge,$ $\vee$ 等で結合した論理式) か

らそれと等価で限量記号のない論理式を計算するアルゴリズムのことである．例えば $\exists x(x^{2}+bx+c=0)$

に対して，QE は $x$ がない等価な論理式 $b^{2}-4c\geq 0$ を返す．この入力は 2次関数 $x^{2}+bx+c$ が $x$ 軸と交

わる条件を求める問題で，その判別式が非負であることに等価である．
QE は，豊かな記述能力を持つ一階述語論理式によって表現される広い範囲の重要な応用問題を統一的に
システマチックに取り扱うことが可能であるため，計算機科学や各種の理工学分野の研究者が QE を活用す
るようになっている．

23 QE によるパラメトリック多項式最適化手法

本節では，パラメトリック多項式最適化問題を QE を用いて正確に解く手法について述べる．
多項式最適化問題 (2) を QE を用いて解くために，新しい変数 $y$ を導入して，以下の一階述語論理式を考

える．

$\exists x(y\equiv f(x, \theta)\wedge\varphi(x, \theta))$ (3)

この一階述語論理式は，$y$ が目的関数の実行可能領域に属する場合に真となる論理式である．したがって，
この論理式から決定変数 $X$ を消去するとパラメータ $\theta$ を用いた目的関数の実行可能領域を表す論理式

$\psi_{Feasib\downarrow e}(\theta, y)$ を得ることができる．
$\psi_{Feasib\downarrow e}$ を用いて，最適値関数は次のように定式化できる．

$\psi_{Feasible}(\theta,y)\wedge\neg\exists z(\psi_{Feasible}(\theta, z)\wedge z<y)$ (4)
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ここで，$\neg$ は否定を表す論理記号である．$\neg$ 以下の論理式で，$y$ よりも小さい目的関数値が存在しないこと

を表現している．この論理式から，変数 $z$ を消去することで最適値関数を表す論理式 $\psi_{opt}(\theta, y)$ を得るこ
とができる．

最後に，最適解を求める．最適解は，その $f$ による像が最適値となるような実行可能解なので，以下のよ
うに定式化できる．

$\exists y(y\equiv f(x, \theta)\wedge\varphi(x, \theta)\wedge\psi_{opt}(\theta, y))$

この論理式から変数 $y$ を消去すると，最適解を表す論理式を得ることができる．

例 1

以下の多項式最適化問題を考える．

Maximize $\sum_{i=1}^{4}x_{i}$

subject to $\sum_{i=1}^{4}x_{i}^{2}\leq 1$ ,
$x_{i}\geq 0(i=1, \ldots, 4)$

目的関数の実行可能領域は新しい変数 $y$ を用いて以下のように定式化される．

$\exists x_{1}\exists x_{2}\exists x_{3}\exists x_{4}(y=\sum_{i=1}^{4}x_{i}\wedge\sum_{i=1}^{4}x_{i}^{2}\leq 1\wedge x_{1}\geq 0\wedge x_{2}\geq 0\wedge x_{3}\geq 0\wedge x_{4}\geq 0)$

$QE$ を用いて決定変数 $x_{i}(i=1, \ldots, 4)$ を消去すると，以下の論理式を得る．

$0\leq y\leq 2$

この結果から目的関数の最大値は 2となることがわかる．

例 2

以下のパラメトリック最適化問題を考える．
Problem $P(\theta),$ $\theta\geq 0$ :

Minimize $-x_{1}-\theta$

subject to $x_{1}\geq 0\wedge x_{1}^{2}+\theta^{2}\leq 1$

目的関数の実行可能領域は以下のように定式化される．

$\exists x_{1}(y=-x_{1}-\theta\wedge x_{1}\geq 0\wedge\theta\geq 0\wedge x_{1}^{2}+\theta^{2}\leq 1)$

$QE$ を用いて決定変数 $x_{1}$ を消去すると，以下のような論理式を得る．

$\psi_{Feasible}(\theta, y)\equiv y^{2}+2\theta y+2\theta^{2}\leq 1\wedge y\leq\theta\wedge 0\leq\theta\leq 1$

図 1は $\psi_{Feasible}$ を描画したものである．目的関数の最小値のパラメータ表現は以下のように定式化できる．

$\psi_{Feasible}(\theta, y)$ A $\neg\exists z(\psi_{Feasible}(\theta, z)\wedge z<y)$

$=$ $\forall z(\psi_{Feasible}(\theta, y)\wedge(\psi_{Feasible}(\theta, z)arrow(z\geq y)))$

$=$ $\forall z(y^{2}+2\theta y+2\theta^{2}\leq 1\wedge y\leq\theta\wedge 0\leq\theta\leq 1\wedge((z^{2}+2\theta z+2\theta^{2}\leq 1\wedge z\leq\theta)arrow(z\geq y)))$

変数 $z$ を消去すると以下の論理式が得られる．

$\psi_{opt}(\theta, y)\equiv(y^{2}+2\theta y+2\theta^{2}=1\wedge y\leq\theta\wedge 0\leq\theta\leq 1)$
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$\theta$

図 1: 例 2の目的関数の実行可能領域

最小値を与える最適解のパラメータ表現は以下のように定式化される．

$\exists y(y=-x_{1}-\theta\wedge x_{1}\geq 0\wedge\theta\geq 0\wedge x_{1}^{2}+\theta^{2}\leq 1\wedge\psi_{opt}(\theta, y))$

$QE$ を適用して変数 $y$ を消去すると，最適解を表す論理式

$x^{2}+\theta^{2}=1\wedge x\geq 0$

を得ることができる．

QE を用いると，上記のようにパラメトリック多項式最適化問題のすべての大域的最適解を誤差なく正確
に求めることができる．QE は式の等価変換を行うだけで，その入力に次数や制約式の数などの制限はなく，
数値手法が得意でない非凸な最適化問題でも正確に解くことができることが特徴である．しかし，最悪の場
合の計算量が限量記号がついた変数の数に対し二重指数 [7] であるため，本質的に規模が大きい問題が解く
ことができない．そのため，数値手法と組み合わせた方法 [1,6,11,12,16] や特別な入力に対する専用アル
ゴリズム [13,17,18] などの研究が行われている．
制約条件を満たす点集合はコンパクトであると仮定したが，コンパクトでない場合にも QE によって正確

に解くことは可能である．ただし，最小値が存在しない場合，(4) に QE を適用すると偽 (false) を復帰する

ため，注意が必要である．最小値を持たない場合にも極小値を定式化することは可能であるが本稿では説明
は省略する．

2.4 Cylindrical Algebraic Decomposition

Cylindrical Algebraic Decomposition (CAD) [4] は 1975年に，G. E. Collins により提案された代
数的手法で，与えられた多項式集合に対して変数空間を各多項式の符号が不変であるセル (cell) とよばれ

る領域に分割する．CAD を用いることにより QE 問題を効率的に解くことが可能となる．

CAD アルゴリズムは射影段階 (projection phase), 底段階 (base phase), 持ち上げ段階 (lifting phase)

の 3つの段階から構成される．射影段階では，入力の多項式集合 $F_{r}\subset \mathbb{Q}[x_{1}, \ldots, x_{r}]$ に射影演算を繰り返

し適用して，多項式集合列 $\{F_{i}\}_{i=1,\ldots,r-1}$ を計算する．$F_{i+1}\subset \mathbb{Q}[x_{1}, \ldots, x_{i+1}]$ に射影演算を適用すると，

一変数消去された $F_{i}\subset \mathbb{Q}[x_{1}, \ldots, x_{i}]$ が得られる．$\{F_{i}\}_{i=1,\ldots,r}$ に含まれる多項式を既約因子分解して得ら
れる多項式集合を射影因子という．底段階では，$\mathbb{R}(=\mathbb{R}^{1})$ の分解を行う．これは射影段階で得られた 1変
数多項式の集合 $F_{1}$ の実根の分離により求める．最後の持ち上げ段階では，$\mathbb{R}^{k}$ の分解 $D_{k}$ と $F_{k+1}$ を用い
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て $\mathbb{R}^{k+1}$ の分解 $D_{k+1}$ を構築する $(k=1, \ldots, r-1)$ . CAD により得られるセルでは多項式集合の符号が
一定なので，標本点 (sample point) と呼ばれる任意の一点の符号を評価すればセル全体での符号を得られ
る．図 2は CAD の 3つの段階の流れを表している．

$F_{r}\subset \mathbb{Q}[x_{1}, \ldots, x_{r}]$ $arrow$ $\mathbb{R}^{r}=\lfloor\lrcorner C^{(r)}$

$\downarrow$ projection $\uparrow$ lifting
$F_{r-1}\subset \mathbb{Q}[x_{1}, \ldots, x_{r-1}]$ $\mathbb{R}^{r-1}=uC^{(r-1)}$

$\downarrow$ projection $\uparrow$ lifting
: :.

$\downarrow$ projection $\uparrow$ lifting
$F_{2}\subset \mathbb{Q}[x_{1}, x_{2}]$ $\mathbb{R}^{2}=uC^{(2)}$

$\downarrow$ projection base $\uparrow$ lifting
$F_{1}\subset \mathbb{Q}[x_{1}]$ $arrow$ $\mathbb{R}^{1}=[sqcup] C^{(1)}$

図 2: Flow of CAD

CAD を用いて QE 問題を解く場合には，変数順序を適当な変更と，同値な論理式への基本的な変形を行
うことで以下の形式に変形する．

$\mathcal{Q}_{q}x_{q}\mathcal{Q}_{q+1}x_{q+1}\cdots \mathcal{Q}_{r}x_{r}(\psi(x_{1}, \ldots,x_{r}))$

ここで，$\mathcal{Q}_{i}\in\{\exists, \forall\}(i=q, q+1, \ldots, r)$ であり，$\psi$ は限量記号を持たない論理式である．次に，この変数順
序で CAD を構築し，できたセルで代数的命題文 $\psi$ が成り立っかどうかを判定する．これは各セル $C$ の標

本点を代入することで評価する．各セルでは多項式の符号が一定であることが保証されているので，一階述
語論理式の真偽値も一定であることが保証される．この情報をもとに $C$ が有効なセル (true cell) であるか

を判断する．最後に有効なセルをすべて集め，それらを定義する代数的命題文の論理和をとれば，それが限
量記号のない等価な論理式となる．
持ち上げ段階についてもう少し詳細に述べる．セル $C\subset \mathbb{R}^{k}$ を持ち上げる場合には，標本点 $s\in C$ を

$F_{k+1}$ に代入することで $x_{k+1}$ に関する一変数多項式の集合を得る．底段階と同様に，実根の分離により実現
される．$C$ 上で $F_{k+1}$ の異なる実根の個数は一定で，これらを表す代数関数が交わらないことを描画可能と
いい，描画可能であることは射影演算で保証されている．$B_{1},$

$\ldots,$
$B_{p}$ を環 $+$ 1の $C$ 上での実根を与える代

数関数とし，$C$ 上 $B_{1}<\cdots<B_{p}$ とする．このとき，$C\cross \mathbb{R}$ の中の $F_{k+1}$ が符号不変なセルは，

$C_{1}$ $=$ $\{(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k}, \alpha_{k+1})|(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k})\in C, \alpha_{k+1}<B_{1}\}$

$C_{2}$ $=$ $\{(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k}, \alpha_{k+1})|(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k})\in C, \alpha_{k+1}=B_{1}\}$

$C_{3}$ $=$ $\{(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k}, \alpha_{k+1})|(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k})\in C, B_{1}<\alpha_{k+1}<B_{2}\}$

$C_{4}$ $=$ $\{(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k}, \alpha_{k+1})|(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k})\in C, \alpha_{k+1}=B_{2}\}$

$C_{5}$ $=$ $\{(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k}, \alpha_{k+1})|(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k})\in C, B_{2}<\alpha_{k+1}<B_{3}\}$

$C_{2p-1}$ $=$ $\{(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k}, \alpha_{k+1})|(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k})\in C, B_{p-1}<\alpha_{k+1}<B_{p}\}$

$C_{2p}$ $=$ $\{(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k}, \alpha_{k+1})|(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k})\in C, B_{p}=\alpha_{k+1}\}$

$C_{2p+1}$ $=$ $\{(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k}, \alpha_{k+1})|(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k})\in C,\alpha_{k+1}>B_{p}\}$

77



となる．ここでは，$C$ 上の分割をスタック，$C_{i}$ を $C$ の子供のセル，$i$ を $C_{i}$ のインデックスとよぶ．図 3は
$C$ 上のスタックの様子を表したものである．$C_{i}$ の標本点を考えると，$k+1$ 座標はインデックスが偶数の場
合には代数関数で表現される値であるため代数的数となり，インデックスが奇数の場合には区間内の任意を
とることができるので計算量を小さくするために通常有理数の値を選択する．したがって，一般にインデッ
クスが奇数のセルのほうが偶数のセルに比べて効率的に計算できることに注意する．

図 3: $C$ 上のスタック

3 パラメトリック多項式最適化問題専用 CAD
QE を用いて最適値関数を求める場合には (3) と (4) の 2つの QE 問題を解く必要がある．より効率的
に最適値関数を求めるため，(3) を入力として，(2) の最適値関数を求める専用 CAD を開発した．

partial CAD [5] は $QE$ 問題に CAD を適用する場合の持ち上げ段階に対する手法で，真偽値をはやく評
価することで不要なセルの持ち上げを回避することにより，実行時間の効率化を実現する．専用 CAD は

partial CAD の改良で，すべての実行可能領域を求める必要がなくなるため通常の CAD よりも高速に計算
が可能となる．

ここではパラメトリック多項式最適化問題 (2) を解く場合を考える．専用 CAD ではまず目的関数の実行
可能領域を表す一階述語論理式 (3) を構築する．変数順序を $\theta<y<x$ と設定し，(3) を解くことを考える．
射影段階および底段階は通常の CAD と同様に計算を行う．

$m$ を $\theta$ の次元とし，$C\subset \mathbb{R}^{m}$ をセル，$s=(s_{1}, \ldots, s_{m})=\mathbb{R}^{m}$ をその標本点とする．セル $C$ の持ち上げ

により $c_{1},$
$\ldots,$

$c_{p}\subset \mathbb{R}^{m+1}$ が得られたとする．このとき，c。が最適なセルとなるとき，それは代数関数で表
現されるものなのでインデックス $0$ は偶数で，(3) が真となるすべてのセルのインデックスの値以下である．
したがって以下が成立する．. ci が (3) で真であるとすると，同じスタック上にある $c_{j}(j>i)$ は最適値ではない．

. ci のインデックス $i$ が奇数であり，(3) が真であるとき，$c_{i-1}$ が最適値の候補となる．

この性質を用いることで，partial CAD よりも不要なセルの持ち上げを回避することが実現できる．また，
計算量の大きい代数拡大体上での演算を回避できる．パラメトリック最適化問題専用 CAD アルゴリズムを
Algorithm 1に示す．
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Algorithm 1 パラメトリック最適化問題専用 CAD
Input: パラメトリック最適化問題 Minimize $f(x, \theta)$ subject to $\varphi(x, \theta)$

Output: 最適値関数
1: $\psi=\exists x(y=f(x, \theta)\wedge\varphi(x, \theta))$

2: 射影因子および底段階の計算
3. リスト $Larrow \mathcal{D}_{1}$ のセルたち

4: while $L$ が空でない do
5: $c_{i}arrow L$ の要素，$L$ から $c_{i}$ を削除

6. if $c_{i}$ の真偽値が未定である then
7: $c_{i}$ を持ち上げスタックを構築する．できた子供たちのセルを $L$ に追加する

8: partial CAD の手法を用いて $c_{i}$ の子供のセルの $\psi$ に対する真偽値を評価する．
9: 子供の真偽値情報を用いて $c_{i}$ および先祖の真偽値情報を設定する．

10: else if (ci の真偽値が真) かつ (ci のレベルが $m+1$ ) then
11: for $c_{j}\in$ { $ci$ と同じスタック}do
12: if $j>i$ then
13: $c_{j}$ の真偽値 $arrow$ 偽

14. end if
15: end for
16: if $i$ が奇数 then
17: $c_{i}$ の真偽値 $arrow$ 偽

18: $c_{i-1}$ の真偽値 $arrow$ 真
19: end if
20. end if
21: end while
22: 真のセルに対応する限量記号のない論理式を構築する．
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10行目から 20行目までが改良部分である．11行目から 15行目までの処理により，レベル $m+1$ の真

のセルが見つかった場合には，同じスタック上にあるセルの真偽値を決定できるので，それらのセルの持ち
上げを回避することが可能となる．また，16行目から 19行目の処理により，インデックスが奇数のセルの
持ち上げによってインデックスが偶数の真偽値を決定できるため，計算量が大きくなる代数拡大体上での演
算の回避につながっている．

3.1 実験結果

SyNRAC 上に実装した通常の CAD アルゴリズムと専用 CAD アルゴリズムをパラメトリック最適化問題
に対して適用した場合の実験結果を示す．実験は，Intel(R) Core(TM) i3 CPU U3301.20 GHz, 2.92 GByte
メモリ上で行った．

例 3
以下の非線形パラメトリック最適化問題を考える $[10J$ :
Problem $P(\theta),$ $-\infty<\theta<\infty$ :

Minimize $g(x_{1}, x_{2}, \theta)\equiv 45\theta^{2}+80\theta x_{1}+120\theta+x_{2}-43x_{1}^{2}-70x_{1}x_{2}-78x_{2}^{2}$

subject to $\theta\geq x_{1}+x_{2},$ $x_{1}\geq 0,$ $x_{2}\geq 0$ ,
$15\theta\geq 10x_{1}+19x_{2}+1000000$.

目的関数の実行可能領域を求めるための一階述語論理式は以下のようになる．

$\exists x_{1}\exists x_{2}$ $(y=g(x_{1}, x_{2}, \theta)\wedge\theta\geq x_{1}+x_{2}\wedge x_{1}\geq 0\wedge x_{2}\geq 0\wedge$

(5)
$15\theta\geq 10x_{1}+19x_{2}+1000000)$ .

式 (5) に $QE$ を適用すると以下の目的関数の実行可能領域が得られる．

$\psi_{jeasible}(\theta, y)\equiv$ $(3\theta\geq 20000\wedge 4y\leq 273\theta^{2}+1960480\theta-17200000000\wedge$

$y\geq 45\theta^{2}+120\theta)$ V $(312y\leq 14040\theta^{2}+37440\theta+1\wedge$

$361y\geq-1305\theta^{2}+234043605\theta-780001900000\wedge$

$2340\theta\geq 15600019)$ V $(43y\leq 3535\theta^{2}+5160\theta\wedge$

$312y\geq 14040\theta^{2}+37440\theta+1\wedge 49\theta\geq 860000)$ .

この計算は 7.54秒で，50,393個のセルを生成した．
提案手法を用いると以下の最適値関数を表す論理式が得られる．

$\psi_{opt}(\theta, y)\equiv$ $( \frac{20000}{3}\leq\theta\leq\frac{7800019}{1170}\wedge y=45\theta^{2}+120\theta)\vee$

$( \theta\geq\frac{7800019}{1170}\wedge 361y=-1305\theta^{2}+234043605\theta-780001900000)$ .

この計算は 351秒で，17,777個のセルを生成した．

例 4
以下の非線形パラメトリック最適化問題を考える [14, p. 311:
Problem $P(\theta_{1}, \theta_{2}),$ $-\infty<\theta_{1}<\infty,$ $-$ oo $<\theta_{2}<\infty$ :

Minimize $f(x_{1}, x_{2})\equiv x_{1}^{3}+2x_{1}^{2}-5x_{1}+2x_{2}^{2}-3x_{2}-6$

subject to $2x_{1}+x_{2}\leq 2.5+\theta_{1}$ ,
$0.5x_{1}+x_{2}\leq 1.5+\theta_{2}$ ,
$x_{1}\geq 0,$ $x_{2}\geq 0,0\leq\theta_{1}\leq 0.25,0\leq\theta_{2}\leq 0.25$ .
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目的関数の実行可能領域を求めるための一階述語論理式は以下のようになる．
$\exists x_{1}\exists x_{2}$ $(y=f(x_{1}, x_{2})\wedge 2x_{1}+x_{2}\leq 2.5+\theta_{1}\wedge$

$0.5x_{1}+x_{2}\leq 1.5+\theta_{2}\wedge$ (6)
$x_{1}\geq 0\wedge x_{2}\geq 0\wedge 0\leq\theta_{1}\leq 0.25\wedge 0\leq\theta_{2}\leq 0.25)$ .

式 (6) に $QE$ を適用すると以下の目的関数の実行可能領域が得られる．

$\psi_{feasible}(\theta_{1},$ $\theta_{2y)}\equiv$ $1728y^{2}+11056y-47349\leq 0$ A $y\leq 2\theta_{2}^{2}+3\theta_{2}-6\wedge$

$0 \leq\theta_{1}\leq\frac{1}{4}$ A $0 \leq\theta_{2}\leq\frac{1}{4}$ .

この計算は 8603秒で，325,613個のセルを生成した．
提案手法を用いると以下の最適値関数を表す論理式が得られる．

$\psi_{opt}(\theta_{1},$ $\theta_{2,y)}\equiv 1728y^{2}+11056y-47349=0$ A $y\leq-6$ A $0 \leq\theta_{1}\leq\frac{1}{4}\wedge 0\leq\theta_{2}\leq\frac{1}{4}$ .

この計算は 769秒で，35,825個のセルを生成した．
提案手法により不要なセルの生成を回避し，効率的に最適値関数の計算ができていることが確認できる．

4.1 最適性の原理とパラメトリック最適化

4 動的計画法

動的計画法 (Dynamic Programming: DP) は，最適化問題の計算効率を高めるために R. E. Bellman に
よって提案された逐次的手法であり，問題を解きやすい小問題 (部分問題) の列に分割して繰り返し解くテク
ニックである [2,15,19]. すなわち，多変数の最適化問題を 1つ解く代わりに，パラメータを含む 1変数の
最適化問題を繰り返し解くというものである．DP は最短経路問題，ナップサック問題，巡回セールスマン
問題など実世界の様々な最適化問題に対し適用できる．また効率的ではないが線形計画問題も適用範囲であ
り非常に広い範囲の問題を含んでいる．

DP を解く場合には何らかの方法で小問題であるパラメトリック最適化問題を正確に解くことが必要とな
る．確定的な多項式 DP 問題の場合には，ここに QE を用いればシステマチックに解くことができる．

DP の基本的な考え方を示すために，マクシマックス定理について述べる．まず $y,$ $z$ を 2つの空でな

い集合とし，各 $y\in \mathcal{Y}$ に対し，$Z$ の空でない部分集合 $Z(y)$ が対応しているとする．また，2つの関数
$f$ : $\mathcal{Y}\cross \mathbb{R}arrow \mathbb{R}$ と $g$ : $\mathcal{Y}\cross Zarrow \mathbb{R}$ が与えられているとする．

定理 1

ヌクシマックス定理 [8]$)$ 各 $y\in \mathcal{Y}$ に対して，$f(y, .)$ : $\mathbb{R}arrow \mathbb{R}$ が単調増加であり，${\rm Max} f(y,{\rm Max} g(y, z))y\in \mathcal{Y}z\in Z(y)$

が存在するならば ${\rm Max} f(y, g(y, z))$ も存在して両者は等しい．
$z\in Z(y)y\in \mathcal{Y}$
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定理 1は目的関数 (非線形であっても構わない) に再帰性と単調性があるときに，「 2変数同時最適化を 2段階
逐次最適化で置き換えることができる」ことを保証している．これが最適性の原理 (principle of optimality)

と呼ばれるものである．ただし，2段階逐次最適化における第 1段階 $z\in \mathcal{Z}(y){\rm Max} g(y, z)$
は最適値を $y$ の関数と

して求めるパラメトリック最適化問題であることに注意しなければならない．したがって，小問題に分割し
たのちパラメトリック最適化問題をどのように解くかについては (非線形の常として) 汎用的な万能アリゴ

リズムは存在せず，問題に依存する．DP の汎用ソルバーに関する研究は探索が容易な離散変量の問題に焦
点を当てており，連続変量の問題に対してはグリッド幅を設定した離散近似が行われる．それは連続変量の
パラメトリック最適化問題をシステマティックに解く方法がないことが要因となっている．
以下に例を用いて連続変数の最適化問題に対する DP による解法を紹介する．

例 5
(最適配分問題 $[2J)$ 連続変数の最適化問題を考える．

Maximize $\sum_{i=1}^{4}\sqrt{x_{i}}$

subject to $\sum_{i=1}^{4}x_{i}\leq 1$ ,
$x_{i}\geq 0(i=1, \ldots, 4)$

$DP$ を用いて解く場合には以下のパラメトリック最適化問題を考える．
Problem $P_{n}(c),$ $0\leq c<\infty$ :

Maximize $\sum_{i=1}^{n}\sqrt{x_{i}}$

subject to $\sum_{i=1}^{n}x_{i}\leq c$ ,
$x_{i}\geq 0(i=1, \ldots, n)$

ここで問題 $P_{n}(c)$ の最適値を $v_{n}(c)$ とおく．このとき，各部分問題に対する最適値関数 $v_{n}(n=1, \ldots, 4)$

は次の再帰式を満たす．

$v_{n}(c)= \max_{0\leq x_{n}\leq c}\{\sqrt{x_{n}}+v_{n-1}(c-x_{n})\}$ , $0\leq c<\infty$ , $n=2,3,4$ . (7)

このような最適値関数が満たす関数方程式はベルマン方程式 (Bellman equation) あるいは $DP$方程式 $(DP$

equation) と呼ばれる．再帰式 (7) を用いて部分問題を次のように逐次的に解くことができる．

$v_{1}(c)=_{0} \max_{\leq x_{1}\leq c}\sqrt{x_{1}}=\sqrt{c}$, $\pi_{1}^{*}(c)=c/1$ ,

$v_{2}(c)=_{0} \max_{\leq x_{2}\leq c}\{\sqrt{x_{2}}+\sqrt{c-x_{2}}\}=\sqrt{2c}$, $\pi_{2}^{*}(c)=c/2$ ,

$v_{3}(c)=_{0} \max_{\leq x_{3}\leq c}\{\sqrt{x_{3}}+\sqrt{2(c-x_{3})}\}=\sqrt{3c}$, $\pi_{3}^{*}(c)=c/3$,

$v_{4}(c)=_{0} \max_{\leq x_{4}\leq c}\{\sqrt{x_{4}}+\sqrt{3(c-x_{4})}\}=\sqrt{4c}-$ , $\pi_{4}^{*}(c)=c/4$ .

ただし，$\pi_{i}^{*}$ は上式において第 $i$ 行の右辺を最大にする $x_{i}$ を $c$ の関数として表したものである．したがって，
与問題の最適値 $v_{4}(1)=\sqrt{41}=2$ が得られる．また，最適解 $(x_{1}^{*}, x_{2}^{*}, x_{3}^{*}, x_{4}^{*})$ は次のようにして得られる．

$x_{4}^{*}=\pi_{4}^{*}(1)=1/4$ ,

$x_{3}^{*}=\pi_{3}^{*}(1-x_{4}^{*})=\pi_{3}^{*}(3/4)=1/4$ ,

$x_{2}^{*}=\pi_{2}^{*}(1-x_{4}^{*}-x_{3}^{*})=\pi_{2}^{*}(1/2)=1/4$,

$x_{1}^{*}=\pi_{1}^{*}(1-x_{4}^{*}-x_{3}^{*}-x_{2}^{*})=\pi_{3}^{*}(3/4)=1/4$ .

例 5は，$\sqrt x_{i}$ を新しい変数に置き換えることにより，多項式最適化問題に変換することができる．そのた
め QE を用いて直接解くこともできる．例 1は QE で例 5を解いた結果となっている．
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42 多段階決定過程

現実に遭遇する意思決定問題の多くは，決定という行為が一度で完了せず，一度とった決定の結果から生
じる状況の変化に応じて何度も決定を下すという多段階の問題に帰着されることが多い．DP はこの種の多
段決定過程 (multi-stage decision processes) に効果を発揮する．一般に，確定的な状態推移の下での $n$ 段
決定過程は以下のような構造を持つ : $i$ 段階において，状態が $x_{i}\in$ 蕩であり，決定 $u_{i}\in \mathcal{U}_{i}(x_{i})$ が選択さ

れた場合，コスト ci $(x_{i}, u_{i})$ が発生し，状態は確定的推移法則 $f$ に従って推移し，次の段階における状態は
$x_{i+1}=f_{i}(x_{i}, u_{i})$ となる．ただし，$\mathcal{U}_{i}(x_{i})$ は $i$ 段階での状態が $x_{i}$ であるときに選択可能な決定全体である．
図 4は 3段階決定過程を表す．したがって，コストの総和を最小化する問題は以下のように定式化される．

time: $0$ 1 2 3
decision: $u_{0}\in \mathcal{U}_{0}(x_{0})$ $u_{1}\in \mathcal{U}_{1}(x_{1})$ $u_{2}\in u(x_{2})$

$v^{:}$

:
$\dagger$

$v^{:}$

;

state : $Ox_{0}arrow Ox_{1}arrow Ox_{2}arrow Ox_{3}$

$v^{;}$

’ $f_{0}(x_{0}, u_{0})$

$v^{1}$

: $f_{1}$ (xi, $u_{1}$ )
$v^{\dot{j}}|$

$f_{2}(x_{2},u_{2})$
$\gamma^{!}$

cost: $c_{0}(x_{0},u_{0})$ $c_{1}(x_{1},u_{1})$ $c_{2}(x_{2}, u_{2})$ $c_{3}(x_{3})$

図 4:3段階決定過程

Problem $P(x_{0}),$ $x_{0}\in \mathcal{X}_{0}$ :

Minimize $\sum_{i=0}^{n-1}$ ci $(x_{i}, u_{i})+c_{n}(x_{n})$

subject to $x_{i+1}=f_{i}(x_{i}, u_{i})$ , $i=0,1,$ $\ldots,$ $n-1$ ,
$u_{i}\in \mathcal{U}_{i}(x_{i})$ , $i=0,1,$ $\ldots,$ $n-1$ .

ここで，任意の初期状態 $x\in$ 絢に対し，$v_{0}(x)$ を問題 $P(x)$ の最適値とする．このとき，以下のベルマン方
程式を後ろ向きに解くことにより最適値関数 $v_{0}$ : $\mathcal{X}_{0}arrow \mathbb{R}$ を求めることができる．

$v_{n}(x)=c_{n}(x)$ , $x\in \mathcal{X}_{n}$ , (8a)

$v_{i}(x)= \min_{u\in \mathcal{U}_{i}(x)}\{c_{i}(x, u)+v_{i+1}(x_{i+1})\},$
$x\in \mathcal{X}_{i},$ $i=0,$ $\ldots,$ $n-1$ (8b)

$=$ $\min$ $\{c_{i}(x, u)+v_{i+1}(f_{i}(x, u))\},$ $x\in \mathcal{X}_{i},$ $i=0,$ $\ldots,$ $n-1$ . (8c)
$u\in \mathcal{U}_{l}(x)$

部分問題の最適値関数 $v_{i}$ を求めるためには，式 (8c) の右辺で表現される 1変数 1 パラメータのパラメト
リック最適化問題を解く必要がある．DP はこの部分問題を繰り返し解くことよる解法の正当性は保証して
いる．しかし，部分問題が可解かどうか，あるいはどんな手法が必要かは $c_{i}$ およびゐに依存する．

43 多項式動的計画問題への専用 CAD の適用

DP と QE の特徴をもう一度挙げる．. DP は与えられた最適化問題を 1変数，1 パラメータの複数の小問題に分割し，その小問題の正確な最
適値関数を要求する．. QE はパラメトリック多項式最適化問題を正確に解くことができる．しかし，その計算量は最悪の場
合，限量記号がついた変数の数に対し二重指数的であり，大きな問題を解くことができない．
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DP は正確な最適値関数を要求し，確定的な多項式 DP 問題を解く場合には QE はそれを実現する．また
QE は計算量が大きいため問題を分割し，変数の数が少ない問題にすることを要求し，DP はそれを実現す

る．このように，DP と QE はお互いの不足部分を補完しあう関係にあると考えられる．以下に，DP と QE
を組み合わせることにより効率的にとける多項式最適化問題を紹介する．ここで最適値関数を求める際に，
専用 CAD を用いることで効率的に計算している．

例 6
タイルを焼く窯の温度に関する最適化問題 [14, P. $152J$ について考える．

Problem $P(x_{0}),$ $-$ oo $<x_{0}<\infty$ :

Minimize $u_{0}^{2}+u_{1}^{2}+u_{2}^{2}+100(x_{3}$ –1500 $)$
2 (9a)

subject to $x_{1}=0.55x_{0}+0.45u_{0},$ $x_{2}=0.60x_{1}+0.40u_{1},$ $x_{3}=0.65x_{2}+0.35u_{2}$ , (9b)

$200\leq x_{1}\leq 400$ , $500\leq x_{2}\leq 1000$ , (9c)

$0\leq u_{i}\leq 3000$ $(i=0,1,2)$ . (9d)

窯は図 5に示すように 3 っのオーブンが連結した構成になっている．窯の温度 $u_{i}$ はオーブン毎に個別に

設定できる．最終的なタイルの温度 $x_{3}$ が目標温度になるようにうまく $u_{i}$ を設定する．

kiln
$::=.\cdot\cdot$ ::

. temperature $temperature_{:^{i}}^{:}$

図 5: Schematic diagram of the ceramic kiln

ここで，$x_{0}$ はタイルの初期温度，$x_{i}(i=1,2,3)$ はオーブン $i$ から出たときのタイルの温度，$u_{i-1}(i=1,2,3)$

はオーブン $i$ の温度を表す．また，式 (9b) は 3つのオーブンにおける熱伝導現象を表現している．目的関数
(9a) はできるだけ少ないエネルギーでタイルの最終温度を 1500に近づけることを表現している．式 (9C)

はタイルの仕上がりをよくするための制約である．
まず、 値関数 $v_{3}$ を終端コストで初期化する．

$v_{3}(x_{3})=100(x_{3}-1500)^{2}$ $(-\infty<x_{3}<\infty)$ . (10)

次にオーブン 3での段階は以下の部分問題を考える．
Problem $P_{2}(x_{2}),$ $500\leq x_{2}\leq 1000$ :

Minimize $u_{2}^{2}+v_{3}(x_{3})$

subject to $x_{3}=0.65x_{2}+0.35u_{2}$ ,
$0\leq u_{2}\leq 3000$ .

$x_{3}$ は代入することで消去できるので，P2 $(x_{2})$ は以下のように書き換えられる．

Problem $P_{2}’(x_{2}),$ $500\leq x_{2}\leq 1000$ :

Minimize $u_{2}^{2}+v_{3}(0.65x_{2}+0.35u_{2})$

subject to $0\leq u_{2}\leq 3000$ .
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$P_{2}’(x_{2})$ は $u_{2}$ が決定変数で $x_{2}$ がパラメータの多項式最適化問題である．専用 CAD を用いることで以下の
ように正確な最適値関数を効率的に得ることができる．

$v_{2}(x_{2})=\{\begin{array}{ll}\frac{169}{4}x_{2}^{2}-58500x_{2}+29250000 (500\leq x_{2}\leq\frac{51000}{91})\frac{169}{53}x_{2}^{2}-\frac{780000}{53}x_{2}+\frac{900000000}{53} (\frac{51000}{91}<x_{2}\leq 1000).\end{array}$

最適な設定温度 $u_{2}^{*}$ は以下のようになる．

$u_{2}^{*}=\pi_{2}^{*}(x_{2})=\{\begin{array}{ll}3000 (500\leq x_{2}\leq\frac{51000}{91})-\frac{91}{0^{r}3}x_{2}+\frac{210000}{53} (\frac{0^{r}1000}{91}<x_{2}\leq 1000).\end{array}$

次にオーブン 2におけるパラメトリック最適化問題を考える．これは $u_{1},x_{2}$ が決定変数で $x_{1}$ がパラメー

タのパラメトリック多項式最適化問題である．目的関数にオーブン 3での最適値関数 $v_{2}(x_{2})$ を用いる．
Problem $P_{1}(x_{1}),$ $200\leq x_{1}\leq 400$ :

Minimize $u_{1}^{2}+v_{2}(x_{2})$

subject to $x_{2}=0.60x_{1}+0.40u_{1}$ ,
$500\leq x_{2}\leq 1000$ ,
$0\leq u_{1}\leq 3000$ .

この問題も $x_{2}$ を代入により消去することで，1変数，1 パラメータのパラメトリック最適化問題になる．
Problem $P_{1}’(x_{1}),$ $200\leq x_{1}\leq 400$ :

Minimize $u_{1}^{2}+v_{2}(0.60x_{1}+0.40u_{1})$

subject to $500\leq 0.60x_{1}+0.40u_{1}\leq 1000$ ,
$0\leq u_{1}\leq 3000$ .

$P_{1}’(x_{1})$ を専用 CAD を用いて解くと，以下の最適値関数 $v_{1}(x_{1})$ および最適解 $u_{1}^{*}$ を得ることができる．

$v_{1}(x_{1})= \frac{507}{667}x_{1}^{2}-\frac{3900000}{667}x_{1}+\frac{7500000000}{667}$ ,

$u_{1}^{*}= \pi_{1}^{*}(x_{1})=-\frac{338}{667}x_{1}+\frac{1300000}{667}$ .

最後にオーブン 1におけるパラメトリック最適化問題を考える．ここでは目的関数にオーブン 2での最適
値関数 $v_{1}(x_{1})$ を用いる．

Problem $P_{0}(x_{0}),$ $-\infty<x_{0}<\infty$ :

Minimize $u_{0}^{2}+v_{1}(x_{1})$

subject to $x_{1}=0.55x_{0}+0.45u_{0}$ ,
$200\leq x_{1}\leq 400$ ,
$0\leq u_{0}\leq 3000$ .

$x_{1}$ を代入により消去することで以下のパラメトリック最適化問題を得る．
Problem $P_{0}’(x_{0}),$ $-$ oo $<x_{0}<\infty$ :

Minimize $u_{0}^{2}+v_{1}(0.55x_{0}+0.45u_{0})$

subject to $200\leq 0.55x_{0}+0.45u_{0}\leq 400$ ,
$0\leq u_{0}\leq 3000$ .
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P\’o はパラメータは鋤，決定変数は $u_{0}$ であり，専用 CAD を用いて目的関数の最適値および最適解を $x_{0}$

の関数として求める．

これが与えられた最適化問題の最適値および最適解になる．

与えられた最適化問題は多項式最適化問題なので，理論的には QE を用いて解くことは可能である．しか
し，CAD を用いて解いた場合には変数の数が多いために射影段階で射影因子の数が増加し，1時間以上経過
しても計算が停止しなかった．しかし，例 6で現れる部分問題は 1変数，1 パラメータであり，CAD による

QE の計算はすべて 1秒以内で停止した．
例 6のように DP を用いることで直接 QE では解けなかった問題を効率的に解くことができるようにな
る．ただし，段の数 $n$ が増えると最適値関数の場合分けが増えることになる．確定的な多項式DP 問題に対
する QE を用いたツールの実装はまだできておらず，どの程度の規模の問題が解けるかはまだ確認できてい
ない．

5 おわりに

QE を用いたパラメトリック多項式最適化問題の解法を紹介した．より効率的に問題を解くために，パラ
メトリック多項式最適化問題専用 CAD アルゴリズムを提案し，実験結果によりその効果を示した．専用
CAD アルゴリズムの適用事例として確定的多項式動的計画問題を紹介した．
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