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1 はじめに．

優決定最小二乗問題

$\min_{x\in R^{n}}\Vert b-Ax\Vert_{2}$ , $m\geq n$ (1.1)

を解くことを考える．ここで，$A\in R^{m\cross n}$ がランク落ちである場合も許し，$b\in \mathcal{R}(A)$ とは限らないものと

する．ただし．$\mathcal{R}(A)$ は $A$ の像空間である．(1.1) は正規方程式

$A^{T}Ax=A^{T}b$ (1.2)

と同値である．劣決定問題 $(m\leq n)$ の場合については [15] を参照されたい．
問題 (1.1) に対する直接法には QR分解や特異値分解がある．行列 $A$ が大規模疎の場合は，反復法であ

る CGLS 法 [12] や LSQR 法 [16] が一般に用いられる．しかし，$\kappa_{2}(A^{T}A)=\kappa_{2}(A)^{2}$ であり．$A$ が悪条件の

場合は．それら反復法の収束は遅い．ここで，$\kappa_{2}(A)=\sigma_{\max}/\sigma_{\min}$ は $A$ の条件数であり，$\sigma_{\max}$ と $\sigma_{\min}$

はそれぞれ $A$ の最大および最小の非零の特異値である．従って，反復法には収束を加速し記憶容量が少な
くてすむ前処理が欠かせない [4].
この問題に対する改善法としては，Robust Incomplete Factorization(RIF [3]) 前処理付き GMRES 法

[11] があるが，計算時間に関して RIF 前処理付き再直交化型 CGLS 法と同等だが，決定的に優れてはいな
かった．さらに RIF は $A$ の非ゼロ要素数に匹敵する記憶容量を必要とし，ランク落ち行列に対して破綻の
可能性があった．
最小二乗問題に対する内部反復前処理に関しては，[1] において特異な正方行列を係数行列としてもっ

連立一次方程式に対して，修正した逐次過緩和 (SOR) 法による内部反復前処理を施した一般化共役残差
(GCR) 法が提案されている．しかし．その特異な前処理された系に対して GCR法の収束が理論的に保証
されておらず，数値実験によっても収束しない例があった．
本論文ではこれらの問題を克服するため，大規模な最小二乗問題を解くための共役勾配 (CG) 法および

一般化最小残差 (GMRES) 法の前処理として定常反復法を内部反復に用いる手法を提案する．用いる定常
反復法は，正規方程式に対する加速パラメータ付きの Jacobi 法と逐次過緩和 (SOR) 法であり: $A^{T}A$ を陽

に構成する必要がない．この利点は．従来の前処理法 [14,17,23,2.3.24:7,11,8] のように前処理行列を
陽に構成しないですむことである．その代わりに，定常反復法を用いて正規方程式を近似的に解くことに
より前処理を実現する．提案手法の目的は，計算時間と必要記憶容量を小さくし，適用可能な問題を拡張
することである．

本論文の構成を述べる．第 2節では内部反復前処理付き GMRES 法と CG 法の枠組みを導入する．第 3
節では内部反復前処理に用いる具体的な定常反復法を導入し，それらを第 2節のGMRES 法と CG 法に適
用したときの収束性を解析する．第 4節では従来法と提案法の比較を数値実験により行う．第 5節では本
論文をまとめる．
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本論文を通じて．ボールド体は列ベクトル．$e_{j}$ は単位行列の第 $i$ 列，$(a, b)$ は $a$ と $b$ の内積 $a^{T}b$ を表す．
内部反復数 $k$ での変数にはカッコ付きの上付き添字を用い (例えば $x^{(k)}$ ). 外部反復数 $k$ での変数にはカッ
コなしの下付き添字を用いる (例えば $x_{k}$).

2 内部反復前処理の枠組み．

本節は最小二乗問題に対する CG 法と GMRES 法に内部反復前処理を用いる枠組みを導入する．
[11] により提案された最小二乗問題に対する左前処理付き GMRES は BA-GMRES 法と呼ばれ，

$\min_{x\in R^{n}}\Vert Bb-BAx\Vert_{2}$ に対して GMRES 法を適用する．ここで，$B\in R^{nxm}$ は前処理行列である．
$B$ の条件に関する定理を [11] より以下に引用する．ただし，$\mathcal{R}(A)$ は $A$ の像である．

Theorem 2.1. 任意の $b\in R^{m}$ に対して $\min_{x\in R^{n}}\Vert b-Ax\Vert_{2}$
と $\min_{x\in R^{n}}\Vert Bb-BAx\Vert_{2}$ が同値であるための必

要十分条件は $\mathcal{R}(A)=\mathcal{R}(B^{T}BA)$である．口

Theorem 2.2. $\mathcal{R}(A)=\mathcal{R}(B^{T})$ ならば，BA-GMRES法が任意の $b\in R^{m}$ および任意の $x_{0}\in R^{n}$ に対し
て破綻することなく $\min_{x\in R^{n}}\Vert b-Ax\Vert_{2}$ の最小二乗解を与えるための必要 $+$分条件は $\mathcal{R}(A^{T})=R(B)$ であ

る 口

$k$ 反復目の Krylov 部分空間は $\mathcal{K}_{k}(BA,\tilde{r}_{0})=$ span $\{\tilde{r}_{0},$ $BA\tilde{r}_{0},$
$\ldots,$

$(BA)^{k-1}\tilde{r}_{0}\}$ となる．ただし: $\tilde{r}0=$

$Br_{0}$ である．

以下では一般性を失わずに初期近似解を $x_{0}=0$ とし，初期残差は $r_{0}=b$ とする．$x_{0}\neq 0$ の場合は，
$r_{0}=b-Ax_{0}$ として $\min_{\overline{x}\in R^{n}}\Vert Br_{0}-BA\overline{x}\Vert_{2}$ の近似解 $\tilde{x}$ を求め，$x:=x_{0}+\tilde{x}$ とすればよい．

2.1 内部反復前処理付き BA-GMRES 法．

内部反復前処理付き BA-GMRES 法では．$B$ を陽には構成せず，ある反復法を何反復か適用することに
より，陰的に $B$ を構成し GMRES 法に適用する．その内部反復として例えば定常反復法を用い．その反復
数が一定ならば各外部反復で $B$ は変化しない．Algorithm21は本手法の一般的な枠組みを与える．ただ
し，$P$ はリスタート周期，$\epsilon$ は外部反復の停止条件のしきい値である

Algorithm 2.1. 内部反復前処理付き BA-GMRES$(p)$ 法．

1. Roughly solve $A^{T}Az=A^{T}r_{0}$ to obtain $z\simeq\tilde{r}_{0}=Br_{0}$ by using an iterative method.
2. Compute $\beta=\Vert\tilde{r}_{0}\Vert_{2},$ $v_{1}=\tilde{r}_{0}/\beta$

3. For $k=1,2,$ $\ldots,p$ , Do
4. Roughly solve $A^{T}Az=A^{T}Av_{k}$ to obtain $z\simeq w_{k}=BAv_{k}$ by using an iterative method.
5. For $l=1,2,$ $\ldots,$

$k$ , Do
6. $h_{l,k}=(w_{k}, v_{l}),$ $w_{k}=w_{k}-h_{l,k}v_{l}$

7. $EndDo$

8. $h_{k+1,k}=\Vert w_{k}\Vert_{2},$ $v_{k+1}=w_{k}/h_{k+1,k}$

$g$. Find $y\in R^{k}$ that minimizes $||\beta e_{1}-\overline{H}_{k}y\Vert_{2}=\Vert Br_{k}\Vert_{2}$ .
10. $x_{k}=x_{0}+[v_{1}, v_{2}, \ldots, v_{k}]y_{k}$

11. If $\Vert A^{T}(b-Ax_{k})||_{2}<\epsilon\Vert A^{T}b\Vert_{2}$ , then stop.
12. $EndDo$

13. $x_{0}=x_{p},$ $r_{0}=b-Ax_{0}$ and go to 1
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ここで，$\overline{H}_{k}\equiv\{h_{pq}\}\in R^{(k+1)\cross k}$ である．本手法は $h_{k+1,k}=0$ ならば破綻する．$x_{k}$ が最小二乗解なら
ば．本手法は停止する．

Algorithm 21の 1行目は，ある最小二乗問題 $\min_{z\in R^{n}}\Vert r_{0}-Az\Vert_{2}$ もしくはその正規方程式 $A^{T}Az=A^{T}r_{0}$

をある反復法を用いて近似的に解くものと解釈できる．4行目も同様である．これを内部反復と呼ぶ．外
部の反復法 (いまの場合では GMRES 法) は外部反復と呼ぶ．内部反復の最小二乗問題を効率よく近似的
に解くために．正規方程式を解くための簡単な定常反復法を用いる．その際 $A^{T}A$ を陽に構成しない．

$B$ を固定すると，各外部反復毎に $\Vert Br_{k}\Vert_{2}$ を最小化し $x_{k}\in x_{0}+\mathcal{K}_{k}(BA,\tilde{r}_{0})$ を決定する．右前処理型で
ある FGMRES[18] や GMRESR[21] とは異なり．本手法は各外部反復ごとに内部反復数を変えられない．
外部反復毎に $B$ を変えると，第 $k$ 外部反復に対する $B$ を $B_{k}$ として．最小化されるのは $\Vert B_{k}r_{k}\Vert_{2}$ となる．

すると，近似解 $x_{k}$ は

$x_{0}+$ span $\{B_{0}r_{0}, (B_{1}A)B_{0}r_{0}, (B_{2}A)(B_{1}A)B_{0}r_{0}, \ldots, (B_{k}A)(B_{k-1}A)\cdots B_{0}r_{0}\}$

中で探索されるが，これはもはや Krylov部分空間ではない．実際，$B$ を外部反復毎に変えた数値実験では
本手法は収束しなかったため，以下では $B$ (内部反復数) を固定する．

2.2 内部反復前処理付き CGLS 法．

同様に内部反復前処理を CGLS 法に対しても適用できる．以下がそのアルゴリズムである．

Algorithm 2.2. 内部反復前処理付き CGLS法．
1. Roughly solve $A^{T}Az=A^{T}r_{0}$ to obtain $\tilde{z}_{0}=CA^{T}r_{0}$ by using an iterative method.
2. $p_{0}=\tilde{z}_{0},$ $s_{0}=A^{T}r_{0},$ $\gamma_{0}=(s_{0},\tilde{z}_{0})$

3. For $k=0,1,$ $\ldots$ , Do
4. $q_{k}=Ap_{k}$

5. $\alpha_{k}=\gamma_{k}/(q_{k}, q_{k})$

6. $x_{k+1}=x_{k}+\alpha_{k}p_{k}$

7. If II $A^{T}(b-Ax_{k+1})\Vert_{2}<\epsilon\Vert A^{T}b\Vert_{2}$ , then stop.
8. $r_{k+1}=r_{k}-\alpha_{k}q_{k}$

9. $s_{k+1}=A^{T}r_{k+1}$

10. Roughly solve $A^{T}Az=A^{T}r_{k+1}$ to obtain $\tilde{z}_{k+1}=CA^{T}r_{k+1}$ by using an itemtive method.
11. $\gamma_{k+1}=(s_{k+1},\tilde{z}_{k+1})$

12. $\beta_{k}=\gamma_{k+1}/\gamma_{k}$

13. $p_{k+1}=\tilde{z}_{k+1}+\beta_{k}p_{k}$

14. $EndDo$

1行目と 10行目において定常反復法を用いて正規方程式を近似的に解くことで前処理を実現する．た
だし，ここで $C$ は正定値対称でなければならない．

3 内部反復前処理．

本節では，2節の内部反復前処理に用いる定常反復法を 2つ導入する．$(k+1)$ 反復目と $k$ 反復目の近似
解との差分の第 $i$ 要素を $\delta_{j}^{(k)}$ とする．つまり $x=x+\delta_{j}^{(k)}$ とする．行列 $A$ にはゼロ列がないこ

とを仮定して，$\delta_{j}^{(k)}$ を

$(A^{T}b-A^{T}A(x^{(k)}+\delta_{j}^{(k)}e_{j}), e_{j})=0$ $\Leftrightarrow$ $\delta_{j}^{(k)}=\frac{(r^{(k)},a_{j})}{\Vert a_{j}||_{2^{2}}}$ (3.1)
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により定める．
以下では，内部反復法の初期近似解は $x^{(0)}=0$ . $a_{j}$ は $A$ の第 $i$ 列とする．ベクトルの要素を非ボールド

体で表し．要素番号に下付き添字を用いる．

3.1 Cimmino-NR内部反復前処理

Cimmino-NR 法 [6, 19] は (1.2) に対して加速パラメータ付き Jacobi 法を適用したものと同値である．
加速パラメータ $\omega$ と (3.1) により $k$ 反復目の近似解ベクトルの要素を一度に更新することで，以下のアル
ゴリズムを得る．

Algorithm 3.1. Cimmino-NR $\grave{\iota}\yen$ .
1. Let $r^{(0)}=b$ .
2. For $k=0,1,$ $\ldots,$ $q$ , Do
3. $\delta^{(k)}=D_{n}A^{T}r^{(k)}$

4. $x^{(k+1)}=x^{(k)}+\omega\delta^{(k)}$

5. $r^{(k+1)}=r^{(k)}-\omega A\delta^{(k)}$

6. $EndDo$

ただし，$D_{n}=$ diag $(1/\Vert aj\Vert_{2})$ である．
本手法を内部反復前処理の観点から解析する．Algorithm31から，$k$ 反復目の近似解は

$x^{(k+1)}= \omega\sum_{l=0}^{k}(I_{n}-\omega D_{n}A^{T}A)^{l}D_{n}A^{T}$

である．行列 $B^{(k)}$ を

$B^{(k)} \equiv\omega\sum_{l=0}^{k}(I_{n}-\omega D_{n}A^{T}A)^{l}D_{n}A^{T}$ (3.2)

と定義すれば $x^{(k+1)}=B^{(k)}b$ である．すると $B^{(k)}$ は $k$ 反復の Cimmino-NR 内部反復前処理行列であり，
内部反復付き BA-GMRES 法に適用できる．ここで

$C^{(k)} \equiv\omega\sum_{l=0}^{k}(I_{n}-\omega D_{n}A^{T}A)^{l}D_{n}$

とおけば，(3.2) は $B^{(k)}=C^{(k)}A^{T}$ と表せる．$D_{n}$ は正則であることに注意されたい．以下では $C^{(k)}$ の $(k)$

を省略する．$\check{A}=AD_{n^{2}}^{1}$ と定義し，$\check{A}=\check{U}\Sigma\check{V}^{T}\vee$ を $\check{A}$ の特異値分解とする．すると
$C=D_{n}^{\frac{1}{2}}\check{V}$ diag $(\rho_{1,k}, \rho_{2,k}, \ldots, \rho_{r,k}, (k+1)\omega, \ldots, (k+1)\omega)(D_{n^{\frac{1}{2}}}\check{V})^{T}$

が成り立っ．ここで $\rho_{l,k}\equiv[1-(1-\omega\check{\sigma}_{l}^{2})^{k+1}]/\check{\sigma}_{l}^{2},$ $r=$ rank $A,\check{\sigma}_{1}\geq\check{\sigma}_{2}\geq\cdots\geq\check{\sigma}_{r}>0$ は $\check{A}$ の特異値

である．$C$ は対称かつ diag $(\rho_{1,k}, \rho_{2,k}, \ldots, \rho_{r,k}, (k+1)\omega, \ldots, (k+1)\omega)$ と合同である．したがって．以下を
得る．

Theorem 3.1.

$\omega<0$ $\Rightarrow$ $C$ は負定値である，
$\omega=0$ $\Rightarrow$ $C=0$ である，

$0<\omega<\underline{2}$
$\Rightarrow$ $C$ は正定値である，

$\check{\sigma}_{1}^{2}$

2
$\{$

$k$ が偶数であれば $C$ は正定値である，
$\overline{\check{\sigma}_{1}^{2}}\leq\omega$

$\Rightarrow$

$k$ が奇数であれば $C$ は定値ではない．口
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Theorem 3.2. $C$ が特異であるための必要十分条件は $\omega=0$ , または $k$ が奇数かつある $l,$ $1\leq l\leq r$ に対
して $\omega==_{\sigma_{l}}2$である．口
Theorem 3.3. $C$ が正則ならば以下が成り立つ．任意の $b\in$ $R^{m}$ に対して $\min_{x\in R^{n}}\Vert b-Ax\Vert_{2}$

と

$\min_{x\in R^{n}}\Vert B^{(k)}b-B^{(k)}Ax\Vert_{2}$が同値である．$\square$

Theorem 3.4. rank $A=n$ かつ $C$ が正則ならば以下が成り立つ．BA-GMRES法が任意の $b\in R^{m}$ に対
して破綻することなく $\min_{x\in R^{n}}\Vert b-Ax\Vert_{2}$ の最小二乗解を与える 口

$C$ は対称なので．さらに定値であれば Algorithm 22のように (12) を左前処理して CGLS 法を使うこ
とができる．

32 NR-SOR 内部反復前処理

NR-SOR 法 [19] は (1.2) に対して SOR法を適用したものと同値である．$\omega$ と (31) により $k$ 反復目の
近似解を各要素ごとに更新することで．以下のアルゴリズムを得る．

Algorithm 3.2. NR-SOR $\text{法^{}\backslash }$ .
1. Let $r=b$ .
2. For $k=0,1,$ $\ldots,$ $q$ , Do
3. For $j=1,2,$ $\ldots,$

$n$ , Do
4. $\delta_{j}^{(k)}=(r, a_{j})/\Vert a_{j}\Vert_{2^{2}}$

5. $x_{j}^{(k+1)}=x_{j}^{(k)}+\omega\delta_{j}^{(k)}$

6. $r=r-\omega\delta_{j}^{(k)}a_{j}$

7. $EndDo$

8. $EndDo$

本手法を内部反復前処理の観点から解析する．まず $A^{T}A=L+D+L^{T}$ と分離し．$\mathcal{L}\equiv D+\omega L$,
$G\equiv I-\omega \mathcal{L}^{-1}A^{T}A$ とする．ただし，$L$ は狭義下三角行列，$D$ は対角行列である．Algorithm 32から，$k$ 反
復目の近似解は

$x^{(k+1)}= \omega\sum_{l=0}^{k}G^{l}\mathcal{L}^{-1}A^{T}b$

である．$k$ 反復の NR-SOR法による内部反復前処理行列を

$B^{(k)} \equiv\omega\sum_{\iota=0}^{k}G^{l}\mathcal{L}^{-1}A^{T}$ (3.3)

とすると，$x^{(k+1)}=B^{(k)}b$ である．$B^{(k)}$ は内部反復付き BA-GMRES 法に適用できる．ここで

$C^{(k)} \equiv\omega\sum_{l=0}^{k}G^{l}\mathcal{L}^{-1}$ ,

とする．(3.3) から $B^{(k)}=C^{(k)}A^{T}$ である．従って，以下を得る．

Theorem 3.5. $\theta\equiv 2\pi l/(k+1),$ $l\in Z$ とする．rank $A=n$ ならば，以下は同値である．. $C^{(k)}$ は正則である;
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. $(I-G^{k+1})$ は正則である;. $G^{k+1}$ は固有値 1をもたない;. $G$ は固有値に $\exp(\theta i)$ をもたない;. $[(1-\exp(\theta i))\mathcal{L}-\omega A^{T}A]$ は正則である．

ただし，$\exp$ は指数関数，$i$は虚数単位である．口

Theorem 3.6. $C^{(k)}$ が正則ならば，以下が成り立つ．任意の $b\in R^{m}$ に対して $\min_{x\in R^{n}}\Vert b-Ax\Vert_{2}$ と

$\min_{x\in R^{n}}\Vert B^{(k)}b-B^{(k)}Ax||_{2}$は同値である．口
Theorem 3.7. rank $A=n$ かつ $C^{(k)}$ が正則ならば以下が成り立つ．任意の $b\in R^{m}$ に対して NR-SOR
内部反復前処理付き BA-GMRES法は $\min_{x\in R^{n}}\Vert b-Ax\Vert_{2}$の最小二乗解を与える．口

CGLS 法の前処理には正定値対称な前処理が必要である．Algorithm 32の 4-8行目の後に $i=n$,
$n-1,$ $\ldots,$

$1$ の順に同様の手続きを行えば NR-SOR 法の対称版である NR-SSOR 法が得られる．[5] は
NR-SSOR法の 1反復を CGLS 法の前処理に用いる手法を提案した．提案法ではこれを複数反復できるよ
う拡張している．

4 数値実験．

3節の Cimmino-NR 法と NR-SOR 法．NR-SSOR 法を用いて 2節のように内部反復前処理した BA-
GMRES 法および CGLS 法を，従来の対角スケーリング (diag) および RJF 法により前処理した方法と
数値実験により比較する 1. 加えて．NR-SOR 内部反復により前処理した系 $B^{(k)}Ax=B^{(k)}b$ に対して
Bi-CGSTAB 法 [21] を適用した手法も比較する．
第 $k$ (外部) 反復の停止条件は

$\Vert A^{T}(b-Ax_{k})\Vert_{2}<10^{-6}\Vert A^{T}b\Vert_{2}$ (4.1)

とした．以下では (41) を判定するために $x_{k}$ から $A^{T}(b-Ax_{k})$ を計算する時間は無視する．内部および
外部反復法の初期近似解は $0$ とした。 GMRES 法にはリスタートなし $(p=\infty)$ のものを用いた。
行列 $A$ のゼロ行とゼロ列は事前に削除した．ベクトル $b$ の要素は Fortran 関数 random-number によっ
て生成した．ゆえに．$b\not\in \mathcal{R}(A)$ とみなしてよい．

計算機は Dell のワークステーション (Intel Xeon X5492 CPU 3.4 GHz, 16 GB RAM. Scientffic Linux
61) を用いた．反復法のプログラムは Fortran 95言語で書き: コンパイラーは Inte] Fortran version 12.1.0
を用いて倍精度演算を行なった．直接法は MATLAB $2011b$ の関数mldivide を用いた．

4.1 計算時間の比較．

テスト問題に対する各手法の計算時間の比較を行う．用いたテスト行列の情報を表 41に示す．“nnz”
は非ゼロ要素数．“dens.”は非ゼロ要素の密度，$D$ time は直接法による計算時間: $\Vert A^{T}r\Vert_{2}/A^{T}b||_{2}$ は直接法
により得られた解での相対残差を表す．rank $A$ と $\kappa_{2}(A)$ は MATLAB 関数 spnrank[10] と svd により計
算した．“-,,は計算機の記憶容量不足より計算できなかったことを示す．HIRLAM [13] は [3] でも用いら
れた 2その他の行列は [9] から選んだ．Maragal$-8$ は $m>n$ となるよう転置した．MaragaL6-8はランク
落ち問題である．Maragal-6と Maragal-7を除き，直接法は (41) の要求精度を満たした．
表 4.2は各問題に対する各手法の計算結果を示す．各升の一段目は括弧外に (外部) 反復数，括弧内に計
1用いた RIF のソースコー ドは Michele Benzi 教授と Miroslav Tuma 教授により開発され，

http: $//ww2$ .cs.cas.cz$/^{\sim}tuma/sparslab$ .html に公開されている．
2HIRLAM のデータのご提供に関し，Miroslav Tuma 教授と Michele Benzi 教授に感謝する．
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算時間が最小であった RIFの閾値，もしくは内部反復数と加速パラメータを示す．各升の二段目は括弧外に
総計算時間，括弧内に RIF による前処理行列を計算する時間を示す．最後の列の手法は，$k$反復の NR-SOR
内部反復により前処理した系 $B^{(k)}Ax=B^{(k)}b$ に対して BiCGStab 法 [20] を適用したものである．RIF の
最適な閾値は $k\cross 10^{-l}(k=1,2, \ldots, 9, l=1,2, \ldots, 10)$ から選び，$\omega$ の最適値は 01, $02,$ $\ldots,$

$19$ から選ん
だ．直接法の計算時間を各行列名の下に示す．最初の列にある▼は直接法により得られた解が要求精度を
満たさなかったことを表す．各問題に対して $*$ は最も計算時間が短かった手法を表す．Maragal$-6-8$ に対
しては RIF 前処理で様々な閾値を試みたが，前処理行列の計算中に破綻したことを $\triangle$ で表す．Maragal$-6$

および 8に対しては NR-SOR 内部反復前処理付き Bi-CGSTAB 法で様々なパラメータを試みたが．収束
しなかったことを▲で表す．

HIRLAM に対しては NR-SSOR 内部反復前処理付き CGLS 法が，MaragaL7に対しては NR-SOR 内
部反復前処理付き BA-GMRES 法および Bi-CGSTAB 法が，その他の問題に対しては NR-SOR 内部反復
前処理付き BA-GMRES 法が最も短い計算時間で収束した．NR-SOR 内部反復前処理付き BA-GMRES
法は．MaragaL8に対して特に短い計算時間で収束した．また，全ての問題に対して NR-SOR 内部反復前
処理付き BA-GMRES 法は直接法より計算時間が短かった．MaragaL8に対して対角スケーリング前処理
付き CGLS 法は 105反復しても収束しなかった．ところで，これらの前処理を適用した再直交化型CGLS
法 [11] はここでの結果よりも計算時間が長かった．
図 4.1は LargeRegFile に対する各手法の相対残差 $\Vert A^{T}r_{k}\Vert_{2}/\Vert A^{T}b\Vert_{2}$ vs. 計算時間を示す．NR-SOR 内

部反復前処理付き BA-GMRES 法が最も速く収束したことが分かる．CGLS法の相対残差は振動し．収束
が遅かった．
図 4.2は LargeRegFile に対して NR-SOR 内部反復前処理付き BA-GMRES 法が条件 (41) を満たすま

でに要した計算時間 vs. 加速パラメータ $\omega$ を示す．$k$ は内部反復数である．最小の計算時間を与える最適
な $\omega$ の値は 14. 内部反復数 $k=5$ であった．

表 4.1: テスト行列の情報．
$|$ 行列名 $|$ $m|$ $n|$ nnz $|$ dens. $\lceil$% $\rceil|$ rank $|$ $\kappa_{2}(A)|$ Dtime $||1A’ r\Vert_{2}/\Vert A^{1}b\Vert_{2}|$

表 42: テスト問題に対する各手法の計算結果．

1段目:(外部) 反復数 (内部反復数，RIF の閾値もしくは加速パラメータ)
2段目: 総計算時間 [秒](前処理時間 [秒])
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4.2 NR-SOR内部反復の自動パラメータチューニング．

NR-SOR 内部反復前処理では内部反復数 $n_{in}$ と加速パラメータ $\omega$ という二つのパラメータが必要であ
る．図 42で見たように，それらパラメータによって，NR-SOR 内部反復前処理付き BA-GMRES 法の計
算時間は変化する．そこで，これらパラメータを問題毎に自動的に決定したい．定常反復法の最適な加速
パラメータの理論値は，特定の行列に対しては得られている (例えば [25,22]) ものの，一般の行列に対し
ては求めることが困難である．そこで，一般の行列に対して，外部反復法の開始前に以下の手続きによる
パラメータの数値的な最適化法を提案する．

1. Set $\omega:=1$ .

2. Starting from $n_{in}$ $:=0$ , find the minimum $n_{in}$ that satisfies

$\Vert x^{(n_{in})}-x^{(n_{in}+1)}\Vert_{\infty}\leq\eta\Vert x^{(n_{In}+1)}\Vert_{\infty}$ .

3. Find $\omega_{opt}$ that minimizes $\Vert r^{(n_{in})}\Vert_{2}$ .

ここで: $\eta$ はパラメータ，$\omega$。pt は与えられた問題に対する NR-SOR法 $n_{in}$ 反復での残差を最小化する加速
パラメータである．これは NR-SOR法単体を事前に実行して近似的に最適な $n_{in}$ と $\omega$ を決定する方法で

ある．$\omega_{1}$ を $\omega_{opt}$ の候補とする．以下の実験では $l=19,18,$ $\ldots,$
$1$ として $\omega_{l}=l\cross 10^{-1}$ から $\omega$。pt を決定

した．

チューニングされた $n_{in}$ と $\omega_{opt}$ は最適値ではないが，その近似となる．$x^{(k)}$ と $r^{(k)}$ は NR-SOR法の計
算過程に現れるものであり，チューニングに要する計算は少なくてすむ．
表 43は上記の手続きによりチューニングされたパラメータでの実験結果を示す．用いたテスト問題は

4.1の $Maraga1_{-}6-8$ である．各升の 1段目は括弧外に外部反復数，括弧内にチューニングされた内部反復
数と加速パラメータを示す．各升の 2段目は括弧外に総計算時間．

$\acute$

括弧内にパラメータのチューニング時
間を示す．$\eta$ には $10^{-2},10^{-1.5},10^{-1.0},10^{-0.5}$ を用いた．各問題に対して $*$ は最も計算時間が短かった場
合を表す．
チューニングされた NR-SOR 内部反復前処理付き BA-GIs4RES法の計算時間は，表 42での最適なパ
ラメータによる計算時間に近い．また，$\eta$ が $10^{-1.5}$ から $10^{-0.5}$ の場合の計算時間は，対角スケーリング付

$0$ 1 2 3 4 5 6 7 8
CPU tlme [m&$|$

0.6 0.811.21.41.61.8
Acoeleration $Pa amterw$

図 41: 相対残差 $\Vert A^{T}r_{k}\Vert_{2}/||A^{T}b\Vert_{2}$ vs. 計算時間
(LargeRegFile).

図 4.2: NR-SOR 内部反復前処理付き BA-
GMRES 法が (41) を満たすまでに要した計算時
間 vs. 加速パラメータ $\omega$ (LargeRegFile).
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表 43: パラメータを自動チューニングされた NR-SOR 内部反復前処理付き BA-GMRES 法の計算時間．
$\overline{|\eta||10^{-l}|10^{-1.5}|10^{-1}|10^{-\cup.0}||}$最適{直 $|$

1段 $\Xi$ : 外部反復数 (内部反復数，加速パラメータ)
2段目: 総計算時間 [秒](パラメータチューニング時間 [秒])

き BA-GMRES 法および CGLS 法の計算時間よりも短かった (表 42と比較せよ). さらに，チューニング
に要する時間は総計算時間に比べて無視できるほど小さかった．$\eta$ の値が $10^{-1}$ および $10^{-0.5}$ である場合
に (準) 最適なパラメータが得られた．

5 まとめ．

最小二乗問題に対する Krylov 部分空間法の新しい前処理として内部反復前処理を提案した．内部反復
としては正規方程式に対する加速パラメータ付き Jacobi 法と SOR 法，SSOR 法を利用した．外部反復と
して CGLS 法と GMRES 法を用いた．
提案法は，計算時間と必要記憶容量に関して効率的であり，特に大規模問題とランク落ち問題に対して

効果的である．定常反復法は一般に収束が遅いが，Krylov 部分空間法の前処理として利用することで速い
収束を実現できた．また．これら前処理の理論的保証を与えた．
優決定な大規模問題．またランク落ち問題に対する数値実験から，NR-SOR 内部反復前処理付き BA-

GMRES 法が他の手法に計算時間が短いことを示した．また，NR-SOR 内部反復の自動パラメータ調整手
法を提案し，その効果を実験的に示した．
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