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1 はじめに

細菌やプランクトンのような微生物の運動は，我々が目にする鳥や魚，昆虫といった生物とは大きく異なる
運動形態を持っている．例えば，大腸菌のようなバクテリアは鞭毛と呼ばれる螺旋状の突起物をコルク抜きの
ように回転させることで推進力を得る．また，ゾウリムシのような大きな微生物の仲間は繊毛と呼ばれる無数
の体毛状の器官を外界の水に打ち付けることで移動している．
このような微生物の運動に関しては生物学者だけでなく，半世紀にわたり工学者や物理学者，応用数学者に

より研究が進められ，近年でも盛んに研究が行われている (古典的なレビューとしては [3], [18] など，最近
のものとしては [15] が詳しい). 微生物の運動を理解する際のマイルストーンとして，Purcell の帆立貝定理
(the scallop theorem)([21]) がよく知られている．この定理は微生物のまわりの流体運動が Stokes 方程式に
従うとき，生物の形状変形が帆立貝のような時間反転可能な往復運動 (reciprocal motion) の場合，変形の速
度に依らず変形の 1周期での移動距離がゼロになるというものである．
一方で，現実の微生物は変形により移動することができるので，この定理が何らかの理由で破れている必要
がある．実際には往復運動を行わないために運動が可能になっているのだが，近年，この定理が破れる条件に
ついての研究が盛んに行われ ([17]). 流体の弾粘性 ([16]) や，慣性 ([9], [14]) による定理の破れが指摘され
ている．本論文では，この慣性による定理の破れに注目したい．
生物のサイズが大きくなるに従い慣性の影響が大きくなり，実際の帆立貝のように往復運動でも運動ができ
るようになるはずである．微生物とそうでないものの中間のサイズのものとして，例えばクリオネの幼体を考
えると，これらは体長が数 mm 程度で体表面に繊毛をもつが，同時に羽ばたき運動のような往復運動に近い
泳ぎも行う．これに関して Childress と Dudley は，ある臨界の Reynolds 数で帆立貝定理が破れると主張し
ている ([6]). その後，流体実験や数値解析等による研究がいくっかなされているが ([1], [20], [25],[26]), い
ずれも決定的な結果には至っていない．

帆立貝定理に関しては，多くの証明が与えられており，幾何学的な観点からは，例えば，[22], [13], [4], 物
理学的な証明のスケッチとしては [5] や [15] などたくさんあるが，これらはいずれも慣性がある場合には定理
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の意味が明確にならない．そこで，本論文では，帆立貝定理がどのような定理であるかを流体力学的な観点か
ら，[12] に従って議論する．

2 座標系と支配方程式

まず変形によって移動する生物 oうの運動を議論するため，仮想的に周りに流体が無いとした生物 $O$ を考

え，$0$ と oうは (それら自身から見て) 同じ変形を行うとする (Fig. 1). 特に，$\mathcal{O}$ は運動量と角運動量を保存

する．$0$ の質量中心を原点とする静止座標系を考え，その正規直交基底を $e_{i}(i=1,2,3)$ とおく．同様に，$\tilde{O}$

の質量中心を原点とする正規直交基底 $\tilde{e}_{i}(t)(i=1,2,3)$を，$\tilde{e}_{i}(t)=R(t)e_{i},$ $R(t)\in$ SO(3) とする．ここで
$R(t)$ は $O$ と oうの質量中心を平行移動によって一致させたとき，$O$ を $\overline{O}$ に重ねる回転である．さらに $O$ の

時刻 $t$ における形状を Lagrange 座標 $a=(a_{1}, a_{2},a_{3})$ を用いて $f(a, t)$ と表し $(f(a, 0)=a),$ $O$ の形状変化

の速度を $u’= \sum_{i}(\partial f_{i}/\partial t)e_{i}$ で定義する．生物 oうの質量中心を $X(t)$ とし，$\tilde{O}$ の並進速度を $U=dX/dt$,

oうの回転角速度 $\Omega$ を $d\overline{e}_{i}/dt=\Omega\cross\tilde{e}_{i}$ , すなわち $\Omega=(1/2)\sum_{i}\tilde{e}_{i}\cross\tilde{e}_{i}$ で定義する．このとき，物体の表面
の速度は $U+\Omega\cross\tilde{f}+\tilde{u}’$ となる $(\tilde{f}=R(t)f,\tilde{u}’=R(t)u’)$ .

図 1 生物 $O$ と $\tilde{O}$ の座標系 $\{e_{i}\}$ と $\{\tilde{e}_{i}\}$ .

小さい生物のまわりの流体運動の支配方程式は一般には非圧縮 Navier-Stokes 方程式と連続の式である．

系を生物の大きさ $L$ , 生物の速度 $U$ , 生物の周期運動の振動数 $\omega$ を使って方程式を無次元化すると，次の
(1) $\sim(3)$ 式のように表せる．

$R_{\omega} \frac{\partial u}{\partial t}+Re(u\cdot\nabla)u=\nabla\cdot\sigma$ (1)

$\sigma=-p1+(\nabla u+(\nabla u)^{T})$ (2)
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$\nabla\cdot u=0$ (3)

ここで，$Re$ は Reynolds数，$R_{\omega}$ は振動 Reynolds数と呼ばれ Reynolds 数と $S$ trohal 数の積に等しい．それ
ぞれ $Re=\rho UL/\mu,$ $R_{\omega}=\rho L^{2}\omega/\mu$ である．ここで $\rho$ は流体の密度，$\mu$ は流体の粘性係数を表す．
生物の運動は Newton の運動方程式に従う．かかる力とトルクを $F,$ $T$ として方程式を無次元化すれば，

$R_{S^{\frac{d}{dt}}}(\begin{array}{l}UI\cdot\Omega\end{array})=(\begin{array}{l}FT\end{array})$ (4)

となる．ただし，ミクロの生物のような Reynolds 数の小さな極限を考えたいので，Stokes 抵抗を用いて
スケールした．ここで，無次元パラメータ $R_{S}$ は Stokes 数とも呼ばれる数で，生物の密度 $\rho_{M}$ を用いて
$R_{S}=\rho_{M}L^{2}\omega/\mu$で表される．$U$ と $\Omega$ は生物の速度と角速度ベクトルで，$I$ は生物の慣性モーメントを表す．

3 帆立貝定理

「1. はじめに」で述べた帆立貝定理は今の文脈に照らし合わせて表現すると，
(1) 生物の変形が往復運動 (2) $Re=R_{\omega}=0$ (3) $R_{S}=0$

のとき，変形の 1周期 $T$ ののちに $R=1$ かつ $X=0$ が成立することを言う。

ただし，このままでは「往復運動」という述語は明確な意味を持たない．そこで，生物の往復運動を次のよ
うに定義する．

定義 (往復運動)

生物 $\tilde{O}$ が $[0, T]$ で周期 $T$ の往復運動をするとは，連続関数 $g(t)$ が存在し，$f(t)=f(g(t)),$ $g(O)=g(T)=0$
を満たすことである．

注意

まず，real swimmer の変形は virtual swimmer の形状だけで決定されていることに注意すべきである．関数
$g(t)$ は「行き」の時刻 $t$ の形状と帰りの時刻 $t’$ の間の対応付けを表している．この定義では，virtual swimmer
の形状が「行き」と「帰り」で回転を含めて一致することを仮定しているように見えるが，次に示すように
virtual swimmer の角運動量保存則より回転の自由度を残す必要がないことが分かる．

実際，往復運動を上の関数 $g(t)$ に対して回転行列 $S(t)$ が存在して $f(t)=S(t)f(t’)$ が成り立つものとした
場合，virtual swimmer の角運動量 $M^{V}$ が保存することから，

$M^{V}= \int\rho_{m}f(a, t)\cross\frac{\partial f}{\partial t}(a, t)da=\int\rho_{m}Sf(a, g(t))\cross\frac{\partial Sf}{\partial t}(a,g(t))da=0$ . (5)

ここで，$\rho_{m}=\rho_{m}(a, t)$ は生物の質量密度である．式 (5) の 3項目は，

$\int\rho_{m}Sf(a,g(t))\cross(\omega\cross Sf(a, g(t))+\frac{dg}{dt}S\frac{\partial f}{\partial t}(a,g(t)))da=I^{V}(t)\omega(t)+\frac{dg}{dt}SM^{V}$ (6)

と変形できる．ここで，$S$ に対する角速度 $\omega$ を $dS/dt=\omega xS$ で導入した．また，$I^{V}$ は virtual swimmer
の慣性モーメントテンソルである．すると式 (5) は，

$I^{V}\omega=0$ (7)
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となり，3次元の生物 $\mathcal{O}$ に対して $I^{V}$ が逆行列を持つことから $\omega=0$ , 従って $g(O)=g(T)=0$ から $S(t)=1$

が示される．

以上より，帆立貝定理の内容は次のようにまとめられる．

定理 (帆立貝定理)

$Re=$ 凡 $=R_{S}=0$ とき，生物 oうが周期 $T$ の往復運動をすれば，$X(T)=0$ かつ $R(T)=1$ が成り立つ．

証明

まず，仮定の $Re=R_{u}=0$ より流体方程式は定常の Stokes 方程式である．[23] や [27] に従ってこの定常

Stokes 方程式を解こう．定常の Stokes 方程式に関して，次の Lorentz の相反定理 [19] が成り立つ :

$\int_{\tilde{S}}(n\cdot\tilde{\sigma})\cdot\hat{u}dS=\int_{\tilde{S}}(n\cdot\hat{\sigma})$ . ud$S$ (8)

ここで，$(\tilde{u},\tilde{\sigma})$ と $(\hat{u},\hat{\sigma})$ は同じ形状 $\tilde{S}$ の任意の異なる 2つの境界条件の方程式の解である．ここでは，方程
式の境界条件として $\tilde{u}$ は real swimmer のそれを，$\hat{u}$ として変形速度の無い仮想的な物体のそれを考える．す
なわち，これらの解は境界 $\tilde{S}$ で，

$\{\begin{array}{l}\overline{u}=U+\Omega\cross\tilde{f}+\tilde{u}’\hat{u}=\hat{U}+\hat{\Omega}\cross\tilde{f}\end{array}$ (9)

を満たす．また，剛体運動の場合ストレステンソル $\hat{\sigma}$ は並進運動部分と回転運動部分に分解できる [11]:
$\hat{\sigma}=\tilde{\Sigma}_{T}\cdot\hat{U}+\tilde{\Sigma}_{R}\cdot\hat{\Omega}$. ここで，$\tilde{\Sigma}_{T}$ と $\tilde{\Sigma}_{R}$ は形状 $\tilde{S}$ に依存した 3階のテンソルである．これらを相反定理
の表式 (8) に代入すれば，

$(\begin{array}{l}FT\end{array})\cdot(\begin{array}{l}\hat{U}\hat{\Omega}\end{array})=\int_{\tilde{S}}(_{n}^{n.}\Sigma_{R}^{\tilde{\sum_{\sim}}}T)$ . $(\begin{array}{l}\hat{U}\hat{\Omega}\end{array})\cdot\tilde{u}dS$ (10)

となる．6行 6列の抵抗テンソル K を

$\tilde{K}=\int_{\tilde{S}}(\begin{array}{llll} n\cdot\tilde{\Sigma}_{T} n\cdot\tilde{\Sigma}_{R}\tilde{f} \cross(n\cdot\tilde{\Sigma}_{T}) \tilde{f} \cross(n\cdot\tilde{\Sigma}_{R})\end{array}) dS$ (11)

のように定義し，$\hat{U}$ と $\hat{\Omega}$ の任意性より，

$(\begin{array}{l}FT\end{array})=\tilde{K}(\begin{array}{l}U\Omega\end{array})+\int_{\tilde{S}}(_{(n\cdot\Sigma_{R})^{T}\tilde{u}’}^{(\tau}n\cdot\tilde{\sum_{\sim}})^{T}.\tilde{u}’)dS$ (12)

を得る．式 (12) の左辺の力とトルクは式 (4) の Newton の運動方程式と結びついている．すなわち，

$R_{S^{\frac{d}{dt}}} (\begin{array}{l}UI\cdot\Omega\end{array})=\tilde{K}(\begin{array}{l}U\Omega\end{array})+\int_{\tilde{S}}(\begin{array}{ll}(n\cdot\overline{\Sigma}_{T})^{T} \tilde{u}’(n\cdot\tilde{\Sigma}_{R})^{T} \tilde{u}’\end{array}) dS$. (13)

これは real swimmer の物理量で表された生物 $\tilde{O}$ の運動方程式である．左辺が生物の慣性項，右辺 1項目は生
物の重心並進と剛体回転からの流体の抵抗力，右辺 2項目は生物の変形から生じる推進力を表している．今，
往復運動の定義は virtual swimmer の形状 $f$ で定まっているので，$R$ を対角的に 2つ並べた 6行 6列の行列
$R$ を用いて virtual swimmer の物理量の式に書き換える．

$R_{S^{\frac{d}{dt}}} (\begin{array}{ll}U RI^{V}R^{-1} \Omega\end{array})=RKR^{-1}(\begin{array}{l}U\Omega\end{array})+R\int_{\tilde{S}}(_{(n\cdot\Sigma_{R})u}^{(n\cdot\Sigma_{T})_{T}^{T}.u’},)dS$ . (14)
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$dX/dt=U$ と $dR/dt=\Omega\cross R$ を併せると，これらの式から，virtual swimmer の 1周期の形状 $f(t)$ ある
いは $\partial f/\partial t=u^{l}$ を与えたとき，流体中の real swimmer の並進・回転が得られる．
次に $R_{S}=0$ の仮定より．

$(\begin{array}{l}U\Omega\end{array})=-R(t)K^{-1}(t)(f_{s^{dSn}}^{\int dSn}$ . $\Sigma_{R}^{T}(t)\cdot(\partial f_{i}\Sigma_{T}^{T}(t)\cdot(\partial f_{i}/\partial t)e_{i)}\partial t)e_{i}$ (15)

を得る．

さらに，生物の形状に関する往復運動の仮定より，時刻 $t$ と時刻 $t’=g(t)$ で

$R^{-1}(t)(\begin{array}{l}U(t)\Omega(t)\end{array})=R^{-1}(g(t))(_{\Omega(g(t))}^{U(g(t))})\frac{dg}{dt}$ (16)

の関係を得る．ここで，$A=R^{-1}(dR/dt)$ という新たな行列 $A$ を導入すると，

$A_{ij}(t)=-\epsilon_{lkp}R_{ti}R_{kj}\Omega_{p}(t)=-\epsilon_{ijk}(R^{-1}(t)\Omega(t))_{k}$ (17)

と変形できる．ここで，行列式の定義より，$\epsilon_{lkp}R_{li}R_{kj}R_{pq}=\det(R)\epsilon_{ijq}$ となることと，回転行列の性質を用
いた．式 (16) より A(t) $=$ (dg/dt)A(g(t)) となることがわかり，$dR/dt=RA$ を直接 $t$ で変形の 1周期積

分すれば，1周期での生物の回転 $R(T)$ について，

$R(T)=R(0)\overline{T}e^{\int_{0}^{T}Adt}=1$ (18)

を得る．ここで，$\overline{T}$ は反時間順序積を表す記号である．さらに，(16) 式から $X(T)=0$ がわかり，帆立貝定
理が証明される．

4 生物の質量による定理の破れ

次に，$R_{S}\neq 0$ の場合を考える．簡単のため回転運動が無いとすると生物の運動は 1次元に制限され，(7) 式
は，$R_{S}\dot{U}=-K(t)U+F_{D}(t)$ となる．$K$ は生物の形状にのみ依存する関数である．この方程式は解析的に解
け，解を $R_{S}$ でベキ展開すると，$O(R_{S})$ で，$U^{(1)}=-K^{-1}dU^{(0)}/dt$ を得る．このとき，変位 $X^{(1)}$ を求める

と一般には往路と復路で変位はキャンセルせず，帆立貝定理は破れることがわかる．ただし，羽ばたき運動
のような対称性が高い変形では，$X(T)$ は変形速度に依存する [12]. この場合，対称性が高くなれば $X(T)$ は
$R_{S}$ の高次のオーダーになり 1周期の変位がゼロであるという帆立貝定理の状況に近づく．

5 おわりに

流体中の生物の運動を Navier-Stokes 方程式と Newton 方程式の連立系と見なす観点から帆立貝定理を見
直すと，生物の変形や回転あるいは往復運動を明確に定義する必要が出てくる．流体と生物の慣性がすべて
無視できる場合 $(Re=R_{\omega}=R_{S}=0)$ には帆立貝定理が成り立つ．往復運動の場合でも，生物の慣性を無視
しない場合 $(R_{S}\neq 0)$ では生物の質量に比例して 1周期の変位が現れる．

一方で，実際の微生物を考えてみると，流体と生物の質量密度はほとんど同じであるから $R_{\omega}\sim R_{S}$ となり，
$R_{\omega}$ と $R_{S}$ の一方だけを無視するのは物理的ではない．そのため次のステップとして $R_{\omega}$ と $R_{S}$ の両方を同時

に無視しない場合に，帆立貝定理がどのように破れるのか調べる必要 jO$\grave\grave$ある．非定常 Stokes 方程式中の一般
形状の剛体にはたらく流体力の表式は [8] によって調べられているが，まだ変形を許した場合に関しては調べ
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られていない．また，有限の Reynolds数での帆立貝定理の破れについては Oseen 近似を用いて議論した研究

[14] があるが，生物の変形は取り入れられていない．
近年アメーバのような複雑な形状をした微生物が壁や障害物を這わずとも，水中で遊泳できることが観測さ

れる [2] など形状の変化の観点から，生物や細胞の運動を議論する気運が高まりつつある．また，観測技術の
発達により，微生物周りの流体場の時刻プロファイルが得られるようになり ([7],[10]), 今後微生物周りの流

れ場やそれに関する物質輸送など多くの問題が明らかになってくると期待される．
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