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概要

Discrete Breather とは，非線形格子系における空間的に局在した周期振動解である．非調
和結合を持つ 1次元非線形 Klein-Gordon型格子に関して，anti-continuous limit 近傍におい
て種々の Discrete Breather 解の存在を証明し，それらの線形安定性解析を行った．Discrete
Breather 解の線形安定性の波形に対する依存性を明らかにした．

1 はじめに

空間的離散性を有する非線形力学系において，空間的に局在した振動モードが存在し得ることが
知られている．この局在モードの存在は，武野らにより最初に指摘され [1, 2], Discrete Breather
(DB), または，Intrinsic Localized Mode (ILM) と呼ばれている．DB は，現実の物理系における
普遍的な励起構造の一つであると考えられており，実際に種々の系において実験的にも観測され
ている．例えば，ジョセフソン結合素子系 [3,4], 非線形光導波路アレイ [5], カンチレバーアレイ

[6,7] 等で定在型 DB が観測されている．また，進行波型 DB についても，雲母結晶においてその
存在を示す実験結果が報告されている [8]. これまでに成された DB研究の進展に関しては，例え
ば，解説記事 [9] やレビュー論文 [10,11,12,13] を参照されたい．
定在型 DB は，力学系の運動方程式の局在した時間周期解として定義される．数理的な観点
からは，定在型 DB を表す周期解の存在証明，および，安定性解析が基本的な問題である．こ
れまでに，定在型 DB を表す局在周期解の厳密な存在証明が，種々の手法により与えられている
[14, 15, 16, 17, 18, 19, 20]. 最初の存在証明は，MacKay と Aubry により，各粒子がオンサイトポ
テンシャルを持ち，他の粒子と弱い相互作用をするような非線形格子系のクラスに対して与えられ
た [14]. これらの系において，anti-integrable limit, もしくは，anti-continuous limit と呼ばれる
相互作用が無い極限では，系は各粒子がオンサイトポテンシャル中を独立に振動する振動子の集団
となる．この極限では，1個の粒子だけが周期振動し他の粒子が静止しているような自明な DB 解
が存在する．MacKay と Aubry は，時間反転対称な周期関数の空間で陰関数定理を用いて，自明
な DB解が弱い相互作用が在る場合に延長可能であることを証明している．anti-continuous limit
は有用な概念であり，他の格子系，例えば，非線形 $Schr\ddot{\circ}$dinger格子や 2原子 Fermi–Pasta-Ulam
(FPU) 格子 [16] における DB 解の存在証明にも応用されている．
定在型 DB 解の安定性については，これまでに，主として anti-continuous hmi-t近傍において
調べられている．この極限においては，1粒子だけが励起している自明な DB 解以外にも多数の
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自明な周期解が存在し，それらの波形はコード列と呼ばれる整数の組によって表現されることが
知られている [14]. anti-continuous limit で 1粒子のみ励起している自明周期解，および，複数
個の粒子が励起している自明周期解からの延長により得られる周期解は，それぞれ，single-site
DB, multi-site DB と呼ばれる．近年，弱結合の非線形 Schr\"odinger格子において，任意のコード
列に付随する DB 解について，その線形安定性とコード列との間に簡単な関係が存在することが
Pelinovsky らによって明らかにされた [21]. また，付随する同次ポテンシャル格子を経由した自
明周期解の 2段階延長による手法が提案され，2原子 FPU格子に対して，任意のコード列に付随
する DB 解の安定性定理が得られている [22].
重要な非線形格子系のクラスとして，オンサイトポテンシャルを持つ粒子が相互作用する系が

挙げられる．非線形 Klein-Gordon格子は，各粒子が非調和オンサイトポテンシャルを有し，かっ，
再隣接粒子と調和ポテンシャルを介して相互作用する格子系である．この格子モデルは，上述の
クラスに属する代表的なモデルであり，mti-continuous limit近傍における DB解の安定性につい
て詳しく調べられている [23,24,25,26]. 一方で，相互作用が非調和項のみのポテンシャルに置
き換えられた非線形 Klein-Gordon型格子も重要なモデルの一つである．このモデルは，指数関数
より速く振幅が空間的に減衰する compactlike DB と呼ばれる局在モードを有することが知られ
ている [27, 28, 29, 30, 31, 321. この格子モデルにおいても，anti-continuous limit近傍において，
コード列により特徴付けられる多数の single-site もしくは multi-site (compactlike) DB 解が存在
する．しかしながら，それらの周期解の安定性とコード列の関係は明らかにされていない．よっ
て，本研究では，弱非調和結合を持つ非線形 Klein-Gordon型格子に関して，任意のコード列に付
随する DB 解に適用可能な安定性定理を与える．この定理は，DB解の安定性と付随するコード
列の関係を与える．以下では，2節で本研究で扱う格子モデルとその anti-continuous hmi-t を説明
し，3節で主結果を示す．

2 格子モデルと anti-continuous limit
本研究では，非調和結合を持つ 1次元非線形Klein-Gordon型格子を考える．系のハミルトニア
ンは次式で与えられる．

$H= \sum_{n=1}^{N}(\frac{1}{2}p_{n}^{2}+U(q_{n}))+\epsilon\sum_{n=1}^{N-1}\frac{1}{k}(q_{n+1}-q_{n})^{k}$ , (1)

ここで，$q_{n}\in \mathbb{R},$ $p_{n}\in \mathbb{R}$ は，それぞれ，$n$番目の粒子の座標と運動量を表す．$\epsilon\in \mathbb{R}$ はパラメータ

であり，$k\geq 4$ は偶数とする．(1) 式において，左側の和は $N$個のハミルトニアン振動子を表し，

右側の和は最隣接粒子間に働く非調和相互作用ポテンシャルを表している．系 (1) の境界条件は，
自由端条件である．また，極限 $\epsilon=0$ が，系 (1) の anti-continuous limit である．オンサイトポテ
ンシャル $U$ としては，以下の関数形を仮定する．

$U(X)= \frac{1}{2}X^{2}+\frac{\alpha}{k}X^{k}$ , (2)
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ここで，$\alpha$ はゼロでない実定数とする．変数 $q_{n},$ $p_{n},$
$t$ のスケール変換により，一般性を失うことな

く，定数 $\alpha$ は $\alpha=\pm 1$ とすることができる．$U$は，$\alpha=+1$ のときハードポテンシャル，$\alpha=-1$

のときソフトポテンシャルとなる．
ハミルトニアン (1) より導出される運動方程式は次式で与えられる．

$\ddot{q}_{n}+q_{n}+\alpha q_{n}^{k-1}-\epsilon(q_{n+1}-q_{n})^{k-1}+\epsilon(q_{n}-q_{n-1})^{k-1}=0$ (3)

系 (1) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こおいて，anti-continuous limit $(\epsilon=0)$ の場合を考える．このとき，運動方程式は，各成
分が互いに分離した以下のような方程式となる．

$\ddot{q}_{n}+q_{n}+\alpha q_{n}^{k-1}=0$. (4)

したがって，運動方程式には以下の形をした周期解が存在する．

$q_{n}(t)=\sigma_{n}\varphi(t;a)$ , $n=1,$ $\ldots,$
$N$, (5)

ここで，$\sigma_{n}\in\{-1,0,1\}$ であり，$\varphi(t;a)$ は初期条件 $\varphi(0;a)=a>0,\dot{\varphi}(0;a)=0$ を満たす以下の
微分方程式の定数でない周期解を表す．

$\ddot{\varphi}+\varphi+\alpha\varphi^{k-1}=0$ (6)

(6) 式は，ポテンシャル $U(\varphi)=\varphi^{2}/2+\alpha\varphi^{k}/k$ を持つ 1自由度ハミルトン系の運動方程式と見な
すことができる．$U(\varphi)$ は $\varphi=0$ の近傍で下に凸なので，(6) 式は，ある値より小さな $a$ に対して周

期解を持つ．$\alpha=+1$ のときは，任意の $a>0$ に対して周期解 $\varphi(t;a)$ が存在する．一方，$\alpha=-1$
のときは，$0<a<a_{0}$ なる範囲の $a$ に対し周期解 $\varphi(t;a)$ が存在する．ただし，$a_{0}=|\alpha|^{-1/(k-2)}$

である．
周期解 $\varphi(t;a)$ の周期 $T$ は，パラメータ $a$ に連続的に依存する．$\alpha=+1$の場合，$T$ は $a$ に関して狭

義の単調減少関数であり，$\lim_{aarrow 0}T(a)=2\pi$ と $\lim_{aarrow+\infty}T(a)=0$ を満たす．一方，$\alpha=-1$ の場
合，$T$ は $a$ に関して狭義の単調増加関数でり，$\lim_{aarrow 0}T(a)=2\pi$ と $\lim_{aarrow a_{0}}T(a)=+$oo を満たす．
$T$ は $a$ の狭義の単調関数であるため，逆関数 $T^{-1}$ が存在する．$\alpha=+1$ の場合，任意の $T_{1}\in(0,2\pi)$

に対し，$T(a)=T_{1}$ なる $a\in(O, +\infty)$ が一意に定まる．$\alpha=-1$ の場合，任意の $T_{2}\in(2\pi, +\infty)$ に

対し，$T(a)=T_{2}$ なる $a\in(0, ao)$ が一意に定まる．したがって，$\alpha=+1$ かつ $T\in(0,2\pi)$ , もし

くは，$\alpha=-1$ かつ $T\in(2\pi, +\infty)$のとき，$T$-周期解 $\varphi(t;a(T))$ が存在する．ただし，$a(T)$ は与え

られた周期 $T$ から定まる $\varphi$ の初期変位を表す．上述のように $\alpha=+1$ かつ $T\in(0,2\pi)$ , もしくは，
$\alpha=-1$ かつ $T\in(2\pi, +\infty)$ の条件下では，(6) 式の $T$-周期解 $\varphi(t;a(T))$ が存在するので，任意の
コード列 $\sigma=(\sigma_{1}, \ldots, \sigma_{N})\in\{-1,0,1\}^{N}$ に対して，(5) 式で与えられるような系 (1) の $T$-周期解

$\Gamma(t;\sigma, T)$ が anti-continuous hmit で存在する．すなわち，$\Gamma(t;\sigma, T)$ は，(5) 式で与えられる $q_{n}$ と

$p_{n}=\dot{q}_{n}$ を用いて，$\Gamma(t;\sigma, T)=(q_{1}, \ldots, q_{N},p_{1}, \ldots,p_{N})$である．この $\Gamma(t;\sigma, T)$ を自明な周期解と
呼ぶことにする．
コード列 $\sigma$ が $N$ に比して少数の非ゼロ成分からなるとき，対応する自明な周期解 $\Gamma(t;\sigma, T)$ は，

空間的に局在した自明な single–site DB解，もしくは，mdti-site DB解を表す．例えば，$\Gamma(t;\sigma, T)$

は，$\sigma=(\ldots, 0,1,0, \ldots)$ のとき自明な single-site DB解，$\sigma=(\ldots, 0,1, -1,0, \ldots)$ のときは自明
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な two-site DB解を表す．非自明な DB 解は，このような自明な DB 解を $\epsilon\neq 0$ の場合に延長する
ことにより得られる．本稿では，より一般的な任意のコード列 $\sigma$ を扱い，対応する自明な周期解

$\Gamma(t;\sigma, T)$ からの延長により得られる非自明な周期解について，その存在と安定性に関する結果を
述べる．

3 主結果

定理を述べるために，コード列 $\sigma$ の関数をいくっか導入する．$p$ を粒子数 $N$ の約数とし，コー
ド列の部分集合 $S_{p}^{N}\subseteq\{-1,0,1\}^{N}$ を以下のように定義する．

$S_{p}^{N}=$ { $(\sigma_{1},$

$\ldots,$
$\sigma_{N});\sigma_{lp+i}=\sigma_{i}$ for even $l$ , $\sigma\iota_{p+i}=\sigma_{p+1-i}$ for odd $l$ , $i=1,$ $\ldots,p$ } (7)

これは，特定の対称性を持つコード列からなる集合である．例として，$N=9,$ $p=3$ の場合を

考える．このとき，$S_{p}^{N}$ は，$(c_{1}, c_{2}, c_{3}, c_{3}, c_{2}, c_{1}, c_{1}, c_{2}, c_{3})$ のような形をしたコード列からなる集合
である．ただし，果 $\in\{-1,0,1\},$ $i=1,2,3$ である．以下 $N$ を固定して考える．$\sigma\in\{-1,0,1\}^{N}$
が与えられたとき) $\sigma\in S_{p}^{N}$ となるような部分集合 $S_{p}^{N}$ がいくっか存在する．任意の $\sigma$ に対して，
$\sigma\in S_{N}^{N}$ なので，そのような部分集合は少なくとも 1つは存在する．与えられた $\sigma$ の対称性を特徴

付けるために，以下の関数 $s(\sigma)$ を定義する．$s(\sigma)$ を symmetry index と呼ぶことにする．

定義 1. $\sigma\in\{-1,0,1\}^{N}$が与えられたとき，$N$ の約数 $p$で，$\sigma\in S_{p}^{N}$ , かっ，$p’<p$ なる $N$ の任
意の約数に対しては $\sigma\not\in S_{p}^{N}$ となるものが存在する．このとき，$s(\sigma)=p$ と定義する．

集合 $\mathcal{A}$ を，$\mathcal{A}=\{1,2, \ldots, N\}$ と定義する．さらに，$\mathcal{A}_{\sigma}$ を，コード列 $\sigma$ の非ゼロ成分の添え字

集合とする．すなわち，$\mathcal{A}_{\sigma}=\{n;\sigma_{n}\neq 0\}\subseteq \mathcal{A}$ と定義する．$\sigma$ が $m$ 個の非ゼロ成分を含み，
$\mathcal{A}_{\sigma}=\{n_{1}, n_{2}, \ldots, n_{m}\},$ $n_{1}<n_{2}<\cdots<n_{m}$ であると仮定する．$\sigma$ に含まれる非ゼロ成分 $\sigma_{n_{i}}$ と

$\sigma_{n_{i+1}}$ に対応する $\Gamma(t;\sigma, T)$ の隣接する 2つの励起格子点を考える．これらの格子点ペアについて，
$\sigma_{n_{i}}=\sigma_{n_{i+1}}$ のとき同位相であると言い，$\sigma_{n_{i}}=-\sigma_{n_{i+I}}$ のとき反位相であると言うことにする．
関数 $N_{I}(\sigma)$ を次式で定義する．

$N_{I}(\sigma)=\{\begin{array}{ll}0 if m=1,\sum_{i=1}^{m-1}\frac{1}{2}|\sigma_{n_{i}}+(-1)^{L_{i}}\sigma_{n_{i+1}}| if m\geq 2,\end{array}$ (8)

ここで，$L_{i}=n_{i+1}-n_{i}$ は隣接する励起格子点の位置 $n_{i+1}$ と $n_{i}$ の間の距離を表す．この関数 $N_{I}(\sigma)$

は，$\sigma$ に含まれる隣接励起格子点ペアの内，次のタイプ (i) とタイプ (ii) のペア数を与える．それ
らは，(i) 距離 $L_{i}$ が偶数の同位相ペア，および，(ii) 距離 $L_{i}$ が奇数の反位相ペアである．したがっ
て，単一格子点が励起される $m=1$ の場合，もしくは，$m\geq 2$ で $\sigma$ にタイプ (i), (ii) のペアが含
まれない場合に限り，$N_{I}(\sigma)=0$ が成立する．

75



次に，関数 NII $(\sigma)$ を次式で定義する．

$N_{II}(\sigma)=\{\begin{array}{ll}0 if m=1,\sum_{i=1}^{m-1}\frac{1}{2}|\sigma_{n_{i}}+\sigma_{n_{i+1}}| if m\geq 2.\end{array}$ (9)

これは $\sigma$ に含まれる同位相の隣接励起格子点ペアを与える関数である．したがって，単一格子点
が励起される $m=1$ の場合，もしくは，$m\geq 2$ で $\sigma$ に含まれる全ての隣接励起格子点ペアが反位

相である場合に限り，NII $(\sigma)=0$ が成立する．
非自明な周期解の存在および安定性に関する定理は，以下のように述べられる．定理の証明に

ついては，文献 [33] を参照されたい．

定理 1. $\sigma\neq 0$ , かつ，$s(\sigma)=p$ と仮定する．さらに，$\alpha=+1,$ $T\in(0,2\pi)$ , または，$\alpha=$
$-1,$ $T\in(2\pi, +\infty)$ であり，$T\neq n\pi,$ $n\in \mathbb{N}$ を満たすと仮定する．このとき，定数 $\epsilon_{c}>0$ が存

在し，$\epsilon\in(-\epsilon_{c}, \epsilon_{c})$ のとき，系 (1) の $T$-周期解の族 $\Gamma_{\epsilon}(t;\sigma, T)$ で $\epsilon$ と $t$ について解析的，かっ，
$\Gamma_{0}(t;\sigma, T)=\Gamma(t;\sigma, T)$ を満たすものが存在する．$\Gamma_{\epsilon}(t;\sigma, T)$ は，$\alpha\epsilon>0$ ならば，$N_{I}(\sigma)=0$ の場

合に限り線形安定であり，それ以外の場合は $N_{I}(\sigma)$ 個の不安定特性乗数を有し線形不安定である．

一方，$\alpha\epsilon<0$ ならば，NII $(\sigma)-N/p+1=0$ の場合に限り線形安定であり，それ以外の場合は
$N_{II}(\sigma)-N/p+1$個の不安定特性乗数を有し線形不安定である．

注 1. コード列 $\sigma$ の symmetry index が $s(\sigma)=p$である場合，$\sigma$ には少なくとも $N/p-1$ 個の同

位相の隣接励起格子点ペアが含まれる．したがって，任意の $\sigma$ に対して，NII $(\sigma)-N/p+1\geq 0$

が成り立っ．
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