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1 はじめに

これまで、流れの安定性理論は流れが定常流から振動流へと遷移する条件を明らかにし、流体運動
を支配する方程式の解には安定な解と不安定な解があることを示し、層流から乱流への遷移の機構を
徐々に明らかにしてきた。 しかし、物体後流や境界層・円管ポワズイユ流などについて、線形安定性
を支配するオア・ゾンマーフェルト方程式から導かれる臨界レイノルズ数は、実験から得られる定量
的な値と著しく異なる値を予測していた。 これは、我々が基本的な流れの安定特性さえも理解できて

いないことを意味する。 たとえば、 円柱を過ぎる流れが振動流となる臨界レイノルズ数については、

オア・ゾンマーフェルト方程式は実験値の 1/10程度の小さな値を予測する [1]。

このような状況の下、 プラズマ物理において、主流が存在するときに伝播する波の安定性につい
て、対流不安定撹乱と絶対不安定撹乱という概念が生まれた [2, 3, 4, 5, 6]。ある主流を波束型の撹乱
が伝播するとき、波束型撹乱の最大振幅位置が伝播する群速度が正で、 かつ波束型撹乱の中心波数の

モードの線形増幅率が正であればその撹乱を対流不安定撹乱と呼び、主流は対流不安定 (Convective

instability, Convectively unstable) であるという。 これは、 ある有限領域に不安定な撹乱が発生し

ても、 時間が経てば主流によって撹乱がその領域から流れ去ってしまい、やがてその有限領域は元
の状態に戻ることを意味している。一方、波束型撹乱の群速度がゼロまたは負で、かっ中心波数の

モードの線形増幅率が正のとき、その撹乱を絶対不安定撹乱であると呼び、その主流は絶対不安定

(Absolute instability, Absolutely unstable) であるという。 もし流れが絶対不安定であれば、不安

定撹乱は有限領域に留まり、流れ場に不安定性を引き起こし、流れのレジームの遷移を引き起こす。
これに対して、Takemoto and Mizushima(2010)[7] は、 これら二つの不安定性の概念を一般化し、

パッシブ不安定性 (passive mode in-stability) とアクティブ不安定性 (active mode instability) を定

義した。 その結果、 円柱を過ぎる流れにおいては、全体不安定は波束の振幅の最大位置の伝播速度が

ゼロになるのではなく、 波束の後端 (tail-) の伝播速度がゼロになるため起きるという描像を得た。 こ

れを詳しく説明する。波束の最大振幅位置は有限の速度で伝播し、 波束の波長が時間的に拡大してい

る状況において、 ある時刻において波束の最大振幅位置よりも後ろの位置 $x_{0}$ で波の伝播を観測しよ

う。 点 $x_{0}$ における振動振幅 $a$ の時間成長率の符号は、波束が正の有限速度で伝播することによる負
の寄与と、波束の波長の拡大による正の寄与によって決まる。 波束の最大振幅位置は正の速度で伝播

する場合でも、波束の波長の単位時間あたりの拡大率が十分に大きい場合は、 波束の後端が負の速度
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で移動することになり、 固定点 $x_{0}$ における時間振動の成長率は正をとることを意味する。 円柱を過
ぎる流れはこのような状況に相当している。

ここでは、 工学や工業においてよく現れる周期的な空間構造を有する管路を簡単化したモデルとし
て、 急拡大部をもつ管路を流れる 2次元非圧縮流体の安定性について考える。 急拡大部と急縮小部を
周期的にもっ管路では、急拡大部と急縮小部で構成される管路を 1 ユニットとして、ユニット数が増
えるにしたがって、 より低い臨界レイノルズ数で全体不安定が起こることが知られている [8]。主流
に乗って伝播する波束の振幅の線形増幅率 (パッシブ不安定性) とレイノルズ数の関係と、全体不安
定の関係を神田 (2010)[8] は検討し、 急拡大部をもつ管路を流れる流れについても円柱を過ぎる流れ
の場合と同様の結果を得た。 しかしながら、数値計算法が主に 2次精度に基づいていること、 時間や
空間刻みを変えたときの数値解の収束性が$+$分に検討されていなかったことが問題であった。この
報告では、周期的に急拡大部をもつ管路流れのパッシブ不安定性を調べた神田 (2010) の数値実験の
数値的収束性を検討するために、新たに開発した空間について 4次精度の差分に基づいたコードに
よって、先行研究 [8] の数値実験の一部を追試した結果を述べる。追試したのは、周期的な急拡大部
を $N=1\sim 5$ 個もつ管路の、周期境界条件および、系の左端で流入条件、系の右端で流出条件を課

した開放系の数値実験で、安定性の遷移に関わる臨界レイノルズ数を調べた。

2 基礎方程式と計算方法

2.1 系の形状

急拡大部をもつ管路として、図 2に示した管路を用い、 この管路を流体が左から右に流れる様子を
調べる。座標系として、管路の中心を $y=0$、 管路の左端を $x=0$ とする直交直線座標系を用いる。

急拡大部をもつ管路は、 図 1に示すように、狭窄部と急拡大部の組合せを 1 ユニットとして $N$ ユ

ニット (図 2の場合は $N=5$) がつながっている。

狭窄部の $x$、 $y$ 方向の幅をそれぞれ $l$

、
$2d$

、 急拡大部の $x$、 $y$ 方向の幅を $L$
、

$2D$ とすると、 管

路の形状は (1) 拡大比 $E=D/d$、 (2) 急拡大部のアスペクト比 $A=L/(2D)$ 、 (3) 狭窄部の無次
元長さ $s=l/d$ の 3つの無次元パラメターで表せる。このとき、 1 ユニットの $x$ 方向の長さは
$\ovalbox{\tt\small REJECT}=2(s+EA)$ である。本研究では、 これまでによく研究されている $E=3$、 $A=7/3$、 $s=0.5$

の場合 (このとき、 $\sim=15$ ) を調べた [8, 9, 10, 11, 12]。

代表長さを狭窄部の管の $y$ 方向の幅の 1/2 、つまり $d$ として、代表速度を流入部の最大速度 $U$ と

し、 レイノルズ数 $Re$ を $Re:=Ud/\nu$ と定義した。 ここで $\nu$ は粘性係数である。

また、流れを周期的に配置された観測点で点 $P_{i}(i=0,1, \ldots, 4)$ で観察するとき、 これらの点の $x$

座標を周期境界条件の場合は、 (13, 28, 43, 58, 73)、流入・流出条件の (18.5, 33.5, 48.5, 63.5, 78.5) と

した。
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22 基礎方程式

基礎方程式として、 2次元非圧縮性流体の渦度方程式と渦度 $\omega(x, y, t)$ と流れ関数 $\psi(x, y, t)$ に関す

るボアソン方程式

$\frac{\partial\omega}{\partial t}+J(\omega,\psi)=\frac{1}{Re}\nabla^{2}\omega$ , (1)

$\nabla^{2}\psi=-\omega$ (2)

を用いた。 ここで、 $J(f,g):=\partial(f, g)/\partial(x, y)=\partial_{x}f\partial_{y}g-\partial_{y}f\partial_{x}g$ はヤコビアン、 $Re$ はレイノルズ

数である。 この場合、流れ関数と速度ベクトル $u=ui+vj$ との間には

$u= \frac{\partial\psi}{\partial y}$ , $v=- \frac{\partial\psi}{\partial x}$ (3)

の関係がある。 ここで、 $i,$ $j$ はそれぞれ $x,$ $y$ 方向の単位ベクトルである。

渦度と流れ関数の定常解 $\overline{\omega}(x, y),$ $\overline{\psi}(x, y)$ を求めるときは、 (1) 式から時間微分項をゼロと置いた

方程式系

$J( \overline{\omega},\overline{\psi})=\frac{1}{Re}\nabla^{2}\overline{\omega}$ , (4)

$\nabla^{2}\overline{\psi}=-\overline{\omega}$ (5)

を用いた。

図 1 急拡大部と急縮小部をもつ管路の 1 ユニット分を表した図。
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図 2 $N=5$ のときの管路全体の形状。 $x$ 方向の計算領域は急拡大部を有する管路部分 (流入口か
ら最後のユニットの急縮小部の左端) の 2倍程度の長さをとっているが、ここでは省略して描いて
いる。
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23 境界条件

境界条件としては、 壁ですべりなし条件を適用する。管路左端 $x=x_{0}=0$ の流入口では十分に発

達したボアズイユ流 $u(x_{0}, y)=1-y^{2}$ を仮定し、管路右端の流出口 $x=x_{1}$ ではゾンマーフェルト

の放射条件

$\frac{\partial\psi}{\partial t}+c\frac{\partial\psi}{\partial x}=0$ , $\frac{\partial\omega}{\partial t}+c\frac{\partial\omega}{\partial x}=0$ (6)

を用いる。 ここで、 $c$ として流出口における $x$ 方向速度 $u(x_{1}, y)$ を用いた。

24 数値計算法

数値計算は、空間については等間隔格子点上の有限差分法を用いた。空間の離散化については粘性

項には 4次精度の中央差分を用い、移流項は 4次精度の荒川ヤコビアンを用いた [13, 14]。 4次精度

の荒川ヤコビアンは、エネルギーとエンストロフィーの両方を 4次精度で保存する移流項の差分近似

である。 4次精度の荒川ヤコビァンは壁の内部の渦度を必要とするため、壁付近で特別な取り扱いが

必要である。 ここでは、壁ですべりなし条件が満たされるように、壁に隣接した格子点上の渦度に

よって、 壁の上で壁に沿った方向に誘導される流れがゼロとなるように、 壁のすぐ内側の点での渦度

は壁のすぐ外の格子点の渦度と同じ渦度をもつとした。

壁の上で渦度を求めるためには、壁の上で流れ関数がゼロであることを用いて構成した 4次精度の

2階微分の差分近似を用いた。壁の角での渦度をどのように取り扱うかは重要であるが (4節参照)、

ここでは簡単に、壁の角の周囲の格子点の 4点の平均値を用いた。

定常問題を解く際には、定常渦度方程式とボアソン方程式に対して SOR 法を用いた。定常解には
$y$ 方向に対称性をもつ場合ともたない場合がありうる。 $y$ 方向に対称性をもつ場合は、 $y=0$ で流れ

関数値が $0$ なので、反復計算中に $y=0$ での流れ関数値を $0$ とし、 対称条件が満たされるように解

いた。解の収束条件には、 ボアソン方程式と定常渦度方程式に反復解 $\psi$ を代入したときに全ての格

子点で最も大きい絶対誤差が $10^{-10}$ 以下となることを採用した。

時間発展問題を解く際には、時間積分に 4次ルンゲークッタ法を、 ボアソン方程式は前処理付き

BiCGStab 法を用いて解いた ([15, 16])。前処理は、対角要素によるスケーリングと、並列化して計

算を行うために局所 ILU(0) 前処理を用いた ([15, 16])。並列化実装には OpenMP を用い、領域を単

純に分割して各 CPU コアに割り当てた。収束条件は、残差ベクトルの $L_{2}$ ノルムが $10^{-30}$ 以下と

なることとした。 このとき、解を離散化したボアソン方程式に代入したときの残差の絶対値の最大値

は、 おおよその計算時刻において $10^{-12}$ 程度であった。

空間刻みとしては $\triangle x=\triangle y=0.1$ を用い、 時間刻みとしては主に $\Delta t=0.01$ を、 一部の高レイ

ノルズ数の計算については $\Delta t=0.0025$ を用いた。
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3 結果

ユニット数が $N=1\sim 5$ の場合について、周期境界条件の場合と流入流出条件の場合の流れの

安定性をそれぞれ調べた。特に、流入・流出条件の場合の流れの安定性について述べる。

3.1 流入流出境界条件の場合の流れの安定性

図 3は、ユニット数が $N=1\sim 5$ の場合に、点 $P_{i}(i=1,2, \ldots, 5)$ での $y$ 方向速度 $v$ のレイノル

ズ数依存性をプロットしたものである。 $v$ が $0$ でないということは、すなわち、安定な定常蛇行流が

存在するレイノルズ数を示す。

ユニット数がどの場合でも、 レイノルズ数がおよそ 40未満のときには対称定常流が安定となる

が、 およそ $Re\approx 45\sim 50$ でピッチフォーク分岐が起こり、安定な蛇行流が発生する。 また、 およそ

$Re\approx 63\sim 68$ で逆ピッチフォーク分岐が起こり、安定な蛇行流が存在しないレイノルズ数領域が再

び現れる。 また、 各々の $v$ のパターンは、総ユニット数によらずに、何番目のユニットであるかに

よって決まっているように見えることに注意したい。 これは、各々のユニットの形状は周期的に繰り

返されて同じであっても、流れ場は周期的でないこと、 そして、 あるユニット目の流れ場は、 より手

前のユニットの流れの影響によって規定されていることを示唆する。 $N=2,3,4,5$ の 2 ユニット目

以降は、 $v$ のレイノルズ数依存性が不連続に変わっていることから、 この逆ピッチフォーク分岐は亜

臨界であることを示唆している。

図 4は、総ユニット数 $N$ とレイノルズ数のパラメタ空間内の時間的安定性を示す。 計算の結果、

安定なら $O$
、 不安定なら $\cross$

、 数値誤差の範囲内でほぼ同じ振幅で振動しているときや判別に必要な

計算時間が不十分など判別できなかった場合を $\triangle$で表した。N-Re パラメタ空間内での中立曲線は、
$N=1$、 $N=2$ と、 $N=4$、 $N=5$ で不連続な印象を受ける。逆に、 $N=2,3,4$ はあまり変化して

いないような印象を受ける。

4 議論

$N=1$ で流入流出境界条件を用いた計算のピッチフォーク分岐の臨界レイノルズ数 $Re_{pO\text{、}}$ 逆

ピッチフォーク分岐の臨界レイノルズ数 $Re_{p1\text{、}}$ ホップ分岐の臨界レイノルズ数 $Re_{h}$ の先行研究と本

報告を表に 5表す。 なお、本報告の計算ではホップ分岐の臨界レイノルズ数を特定するには至らな

かったが、 $Re=1000$ で安定、 $Re=1100$ で不安定であった。

これらのことから、少なくとも 3つの独立したコードの計算結果を見る限り、低レイノルズ数の計

算では結果は定量的にほとんど変わらず、数値計算法の細部に依存しないことが予想される。
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図 3 流入流出境界条件の下での対称定常流の安定性。上から $N=1,2,3,4,5$ の場合。左端か
ら 1 ユニット目、 2 ユニット目と順に並べた。

また、 高レイノルズ数では今回の報告で行った計算自体が壁付近の境界層を十分解像しているかど

うかは疑問であるため、結果の正しさは主張できないが、 少なくとも、数値計算法境界条件の取り

扱い方解像度に流れの安定性が大きく依存する結果であるといえる。

$N=5$ で流入流出境界条件を用いた計算では、神田 2010[8] では、全体不安定の臨界レイノルズ
数はおよそ 2175と求められていたが、本報告の計算では、 およそ 200から 230の間にあることま

では分かり、互いに矛盾しない結果となった。

壁付近で薄い境界層が形成されるため、壁付近での格子間隔 (解像度) が境界層の構造を自然に表

現できるかどうかを決める。 この境界層は壁から離れた領域の運動にある程度の影響を与えるだろ

う。 現在の格子幅では、 この境界層の構造を十分に表現できているとはいい難い。今回は格子幅を変
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図 4 総ユニット数 $N$ と $Re$ 数のパラメタ空間内の流入流出境界条件の下での流れの時間的な
安定性。安定な場合を $O$で、 判別できなかった場合を $\triangle$で、 不安定な場合を $\cross$ で表した。

$Re_{p0}$ $Re_{p1}$ $Re_{h}$

Mizushima, $et$ al. $(1996)[9]$ 47.70 65.24 843
神田 (2010)[8] 493 657 8454
本報告 489 681 $\leq 1100$

図 5 $N=1$ で流入・流出境界条件を課した場合の流れの安定性に関わる臨界レイノルズ数。

えた計算を行っていないので、結果の数値的収束性を検討していない。

また、 壁の角で渦度が不連続になる、 すなわち、角が特異点になっているという問題もある。壁の

角は二枚の別々の壁が合わさる端であるが、各々の壁に沿って渦度を外挿して求めると、壁での渦度

は一般に異なる結果となる。 そこで、 角の渦度を単純に取り扱う方法は、次のように色々な方法が考

えられる:(1) 角を構成する二つの壁面のそれぞれから片側差分で渦度を推定してそれらの平均をと

る、 (2) 1と同様だが、壁に沿った線上にある流体の内部領域の格子点を用いて片側差分をとる、 (3)

1と同様だが、片側差分のかわりに中央差分を用いる。今回の計算では、 (3) で 2次中央差分を用い

た。 すなわち、角の渦度を、隣接した周囲の 4つの格子点の平均値とした。 もっと工夫された方法と

して、 この特異点に起因する誤差を小さくとどめるには、特異点周辺の格子幅を小さくすることであ

る [17]。この二つの問題は、壁付近で密な格子幅をもつ不等間隔格子や、有限要素法を利用し、壁付
近で密な面積要素をもつ要素を生成することで実現できるが、等間隔の差分法を用いたまま壁付近

の解像度を高める方法もある [18,19]。この方法は、再帰的に格子を分割して 1 レベルずつ内側の渦

度/流れ関数の値を境界値問題として解く数値的方法と、その再帰的な方法にMoffat 渦の解析解 [20]

を援用する方法を提案した [19]。彼らは再帰の回数を解析解を援用することで減らすことができるこ
とを示した。 ここで注意したいのは、全体の格子幅を一定 $(\Delta x=\Delta y=0.05)$ にした条件で行った
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数値解についてのみ彼らは議論しており、全体の格子幅を小さくしたときの数値解や、 あるいは壁付

近の格子幅だけを密にするような方法による数値解との比較が行われていないことである。 彼らはこ
の方法を急拡大する管路の流れに適用している [18]。

今回は比較的荒い解像度 $($格子点幅 $\triangle x=\triangle y=0.1)$ を用いて計算を行ったが、 数値的収束性を吟
味する必要がある。今回の計算は、必要に応じて OpenMP にて最大 4並列で行ったが、特に時間発

展問題について数値的収束性を吟味するには、効率的な数値計算法を用いるか、高速な計算機を用い
る必要がある。

5 まとめ

急拡大部と急縮小部をもつ流れについて、アスペクト比 A $=$ 7/3、拡大比 E $=$ 3、急縮小部の無次
元長さ $s=0.5$ の場合について、 ユニット数を変化させて主に神田 (2010) の一部の数値計算の追試
を、 神田 (2010) とは独立に作成したコードを用いて行った。

ピッチフォーク分岐の臨界レイノルズ数は定量的にはほとんど変わらず、数値計算法や境界条件の
取り扱いの細部にはあまり依存しないことが示唆された。 それに対して、ホップ分岐の臨界レイノル
ズ数は比較的大きく変化した。 したがって、高レイノルズ数 (およそ 700以上) の場合には、異なる

数値計算法や境界条件の取り扱い方によって数値収束性を十分に検討する必要があるだろう。

前節で述べたように、数値的収束性を検討する必要性があるが、現在の方法で数値的な収束性を十
分に検討するには、現状の環境ではやや力不足であり、単純に使用する計算機の性能を上げるか、使

用するアルゴリズムをより並列度の高い、 あるいは計算量の少ないアルゴリズムに変更するか、 コー

ドの実装を工夫するかのいずれかが必要である。

効率的な数値計算法としては、単純に格子点幅を一様に細かくする方法に加えて、上に述べたよう
な角付近で密な格子を用いる方法、 また、壁付近でのみ密な格子を用いるような非一様格子を採用す
る方法、 ボアソン方程式の求解アルゴリズムとして別の方法 (例えば代数的マルチグリッド [16, 17])
を採用することなどが考えられる。

高速な計算機を用いる具体的な方法としては、MPI を使って計算機間並列を併用するか、GPGPU
などのメニーコアアーキテクチャを用いることなどが考えられる。

今後、GPGPU を用いて、 さらに [18, 19] のように角付近で密な格子を用いたコードを用いて、数
値的収束性を検討する予定である。

急拡大部と急縮小部をもつ管路の流れは、他のさまざまなな研究と比較されるべきである。たとえ
ば、 急拡大部を一つだけもつ流れはよく研究されている [18, 21, 22, 23, 24, 25, 26]。急縮小部を一
つだけもつ流れもよく研究されている [27]。また、急拡大部をも持つ流れは、二つのバックステップ
(backward-facing step) をもつ流れ [23, 28, 29] と解釈することもできる。 これらの間を関連付けて
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理解することは、理論的に興味ある話題である。
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