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概要

本報告では、 4変数 2次計画問題を主問題として、 これと同値な制約問題 (8変数)
を媒介して双対問題 (4変数) を導く過程に焦点を当てる。 このとき、 (i) ラグランジュ
関数の鞍点が 12元連立 1次方程式の解として得られ、 (ii) 鞍点にフイボナッチ性が見
られ、 (iii) 解が主、 制約、 双対の 3つの問題のフイボナッチ最適解になっていること
も示す。 さらに、 フイボナッチ鞍点には、 フイボナッチ相補双対性とよばれる三位一
体の関係が見られることを示す。

1 主問題

4変数 $x=(x_{1}, x_{2}, x_{3}, x_{4})$ の 2次計画問題として次の最小化問題 $(P_{c4})^{1}$を考える。

minimize $\sum_{n=0}^{3}[(x_{n}-x_{n+1})^{2}+x_{n+1}^{2}]$

$(P_{c4})$ subject to (i) $-\infty<x_{n}<\infty$ $n=$ 1,2,3,4
(ii) $x_{0}=c$

ただし $c\in R$ とする。 この主問題 (dual problem) に対し、

$u_{n}:=x_{n}-x_{n+1} n=0,1,2,3$ (1)

とおき、 $u=(u_{0}, u_{1}, u_{2}, u_{3})$ として、 $(X, u)\in R^{8}$ に関する最小化問題

minimize $\sum_{n=0}^{3}(u_{n}^{2}+x_{n+1}^{2})$

$(P_{c8}’)$ subject to (i) $x_{n+1}-x_{n}+u_{n}=0$ $n=0,1,2,3$

(ii) $x_{0}=c$

$*$本研究は、科学研究費補助金「平成 22年度基盤研究 $(C)J$ 課題番号 22540144の助成を受けた。
$1P$ は primal (主) を、 $c$ は complementary (相補的) を、 そして 4は 4変数をそれぞれ表す。 ここでは

簡単のため 4変数に特定しているが、 この結果は一般の $n$ 変数についても成り立つ。
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を考える。 これを制約問題 (constrained problem) という。 ここで任意の $(x, u)\in R^{8}$ に対
して、

$f(x, u):= \sum_{n=0}^{3}(u_{n}^{2}+x_{n+1}^{2})$ ,

$g_{1}(x, u):=x_{1}-c+u_{0}, g_{n+1}(x, u);=x_{n+1}-x_{n}+u_{n} n=1,2,3$

とおくと、 $g=(g_{1}, \cdots, g_{4})$ : $R^{8}arrow R^{4}$ であり、 制約問題は次の 8変数 4線形制約付き最
小化問題

minimize $f(x, u)$

$(P_{c8}’)$ subject to (i) $g(x, y)=0$

(ii) $(x, u)\in R^{8}$

として表される。 ただし、 $0\in R^{4}$
。

本論文では数列 $\{F_{n}\}$ はフィボナッチ数列 (Fibonacci sequence) を表す。 これは 2階線形
差分方程式 (3項間漸化式)

$x_{n+2}-x_{n+1}-x_{n}=0, x_{1}=1, x_{0}=0$ (2)

の解として定義されている。

表 1 フィボナッチ数列 $\{F_{n}\}$

補題 1 $\hat{x},\hat{u}$ が、

$\hat{x}=(\hat{x}_{1},\hat{x}_{2},\hat{x}_{3},\hat{x}_{4})=\frac{c}{F_{9}}(F_{7}, F_{5}, F_{3}, F_{1})$

$\hat{u}=(\hat{u}_{0},\hat{u}_{1},\hat{u}_{2},\hat{u}_{3})=\frac{c}{F_{9}}(F_{8}, F_{6}, F_{4}, F_{2})$

のとき、 $(\hat{x},\hat{u})$ は制約問題 $(P_{c8}’)$ の最小点であり、最小値は $m= \frac{F_{8}}{F_{9}}c^{2}$ である。

Proof. $[3]_{0}$ $\square$

さて、 ラグランジュ関数 $L$ と双対関数 $J$ を導入しよう。 この 2つは任意の $(x, u)\in R^{8}$

と $\mu=(\mu_{1}, \mu_{2}, \mu_{3}, \mu_{4})$ に対して定義されている :

$L(x, u;\mu)=f(x, u)-2(\mu, g(x, u))$ , (3)

$J( \mu)=2c\mu_{1}-\mu_{1}^{2}-\sum_{n=1}^{3}[(\mu_{n}-\mu_{n+1})^{2}+\mu_{n+1}^{2}]-\mu_{4}^{2}$ . (4)

ここで、 記号 $(\mu, g(x, u))$ は $\mu\in R^{4}$ と $g(x, u)\in R^{4}$ の内積を表す。
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2 フイボナッチ鞍点
定理 1 $(\hat{x},\hat{u})\in R^{8},$ $\mu^{*}\in R^{4}$ が、

$\hat{x}=(\hat{x}_{1},\hat{x}_{2},\hat{x}_{3},\hat{x}_{4})=\frac{c}{F_{9}}(F_{7}, F_{5}, F_{3}, F_{1})$ ,

$\hat{u}=(\hat{u}_{0},\hat{u}_{1},\hat{u}_{2},\hat{u}_{3})=\frac{c}{F_{9}}(F_{8}, F_{6}, F_{4}, F_{2})$ ,

$\mu^{*}=(\mu_{1}^{*}, \mu_{2}^{*}, \mu_{3}^{*}, \mu_{4}^{*})=\frac{c}{F_{9}}(F_{8}, F_{6}, F_{4}, F_{2})$ ,

のとき、 次の 1, 2が成り立つ。

1. $(\hat{x},\hat{u};\mu^{*})$ はラグランジュ関数 $L$ の鞍 (峠) 点 (saddle point) である。 すなわち、
$g(x, u)=0$ を満たす任意の $(x, u)\in R^{8}$ と $\mu\in R^{4}$ に対して、

$L(\hat{x},\hat{u};\mu)=L(\hat{x},\hat{u};\mu^{*})\leq L(x, u;\mu^{*})$ (5)

が成り立つ。

2. $\mu^{*}$ は、 双対問題 (dual problem)

Maximize $J(\mu)$

$(D_{c4})$

subject to (i) $\mu\in R^{4}$

の最大点である。 この最大値は $M=J( \mu^{*})=\frac{F_{8}}{F_{9}}c^{2}$ である。

Proof. 1. の証明: $g(\hat{x},\hat{u})=0$ であることから、任意の $\mu\in R^{4}$ に対して、

$L(\hat{x},\hat{u};\mu)=f(\hat{x},\hat{u})-2(\mu, g(\hat{x}, \^{u}))$

$=f(\hat{x},\hat{u})-2(\mu^{*}, g(\hat{x}, \^{u}))$

$=L(\hat{x},\hat{u};\mu^{*})$

である。 更に、 $g(x, u)=0$ である任意の $(x, u)\in R^{8}$ に対して、

$L(\hat{x},\hat{u};\mu^{*})=f(\hat{x},\hat{u})-2(\mu^{*}, g(\hat{x}, \^{u}))$

$\leq f(x, u)-2(\mu^{*}, g(x, u))$

$=L(x, u;\mu^{*})$

が成り立つ。 したがって以上より示された。

2. の証明: [3]。 ロ

制約問題 $(P_{c8}’)$ における Karush-Kuhn-Tucker条件

$x_{n}+\mu_{n+1}-\mu_{n}=0 n=1,2,3$

$u_{n}-\mu_{n+1}=0 n=0,1,2,3$

$x_{n}-x_{n+1}-u_{n}=0 n=1,2,3$

$x_{4}-\mu_{4}=0$

$c-x_{1}-u_{0}=0$
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は、 12元連立線形方程式
$Ax=b$ (6)

で表される。 ただし、

$x=(\mu_{4}\mu_{1}u_{3}u_{0}x_{4}x.\cdot.\cdot.1/\backslash$ $\in$ 配 12, $b=(\begin{array}{l}-c00\vdots 0\end{array})\in R^{12},$
$I\in R^{4\cross 4}$ : 単位行列．

このとき、 方程式 (6) は唯一の解

$\hat{x}= (\begin{array}{l}\hat{x}\hat{u}\mu^{*}\end{array}) = (\mu_{4}^{*}\mu_{3}^{*}\mu_{2}^{*}\mu^{*}\hat{u}_{3}\hat{x}_{4}\hat{u}\hat{u}\hat{u}_{2}\hat{x}\hat{x}\hat{x}032111] = \frac{c}{F_{9}}\{\begin{array}{l}F_{7}F_{5}F_{3}F_{1}F_{8}F_{6}F_{4}F_{2}F_{8}F_{6}F_{4}F_{2}\end{array}\}$ (7)

53



をもつ。 $\hat{x},\hat{u},$ $\mu^{*}$ にはフィボナッチ相補双対性の 2段階フイボナッチ性 (two-step Fibonacci)[3]
が見てとれる。 他方、 方程式 (6) の $A,$ $x$ を

で与えると、 方程式 (6) は唯一の解

$\hat{x}= (\mu_{3}^{*}\mu_{4}^{*}\mu_{2}^{*}\mu^{*}\hat{x}_{4}\hat{u}_{3}\hat{x}\hat{x}\hat{u}_{2}\hat{u}\hat{x}\hat{u}320111/\backslash =\frac{c}{F_{9}}\{\begin{array}{l}F_{8}F_{7}F_{6}F_{5}F_{4}F_{3}F_{2}F_{1}F_{8}F_{6}F_{4}F_{2}\end{array}\}$ (8)

をもつ。 この解 $(\hat{x},\hat{u})$ にはフィボナッチ相補双対性の相補フィボナッチ性 (complementary
Fibonacci) [3] が見られる。

$R^{4}$ 上の実数値関数 $I(x)$ を

$I(x):=(c-x_{1})^{2}+x_{1}^{2}+ \sum_{n=1}^{3}[(x_{n}-x_{n+1})^{2}+x_{n+1}^{2}],\forall(x_{1}, \cdots, x_{4})\in R^{4}$ (9)

で与える。 このとき次の定理が得られる。

定理 2 $I(x),$ $J(\mu)$ について次が成り立つ。

1. $I(x)\geq J(\mu)$ $\forall x\in R^{4},$ $\mu\in R^{4},$

2. $\hat{x},$ $\mu^{*}$ は、 $I(\hat{x})=J(\mu^{*})$ を満たす。
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Proof. $[3]_{0}$ 口

定理 3線形方程式 (6) の解 $(\hat{x},\hat{u};\mu^{*})$ は次を満たす。

1. $\hat{x}$ は主問題の最小解である。

2. $(\hat{x},\hat{u})$ は制約問題の最小解である。

3. $\mu^{*}$ は双対問題の最大解である。

Proof. $[3]_{0}$ 口

定理 4制約問題 $(P_{c8}’)$ と主問題 $(P_{c4})$ は同値である :

1. $(\hat{x},\hat{u})$ が制約問題の最小解ならば、 $\hat{x}$ は主問題の最小解である。 このとき、 $f(\hat{x},\hat{u})=$

$I(\hat{x})$ である。

2. $\hat{x}$ が主問題の最小解で、 $(\hat{u}_{0},\hat{u}_{1},\hat{u}_{2},\hat{u}_{3})$ を

$\hat{u}_{n}=\hat{x}_{n}-\hat{x}_{n+1}, \hat{x}_{0}=c, n=0,1,2,3$

として構成すれば、 $(\hat{x},\hat{u})$ は制約問題の最小解であり、 $f(\hat{x},\hat{u})=I(x)$ である。

Proof. 1. の証明: $(\hat{x},\hat{u})$ を制約問題 $(P_{c8}’)$ の最小解とする。 このとき、任意の $x\in R^{4}$

に対して $I(x)\geq I(x)$ を示す。 今、 任意の $x=(x_{1}, x_{2}, x_{3}, x_{4})\in R^{4}$ と $g(x, u)=0$ となる
任意の $u=(u_{0}, u_{1}, u_{2}, u_{3})\in R^{4}$ に対して、

$I(x)=(c-x_{1})^{2}+x_{1}^{2}+ \sum_{n=1}^{3}[(x_{n}-x_{n+1})^{2}+x_{n+1}^{2}]$

$= \sum_{n=0}^{3}(u_{n}^{2}+x_{n+1}^{2})$

$=f(x, u)$

$\geq f(\hat{x},\hat{u})$

$= \sum_{n=0}^{3}(\hat{u}_{n}^{2}+\hat{x}_{n+1}^{2})$

$=(c- \hat{x}_{1})^{2}+\hat{x}_{1}^{2}+\sum_{n=1}^{3}[(\hat{x}_{n}-\hat{x}_{n+1})^{2}+\hat{x}_{n+1}^{2}]$

$=I(\hat{x})$

となる。 よって、 $\hat{x}$ は主問題 $(P_{c4})$ の最小解である。 また、 $f(\hat{x},\hat{u})=I(\hat{x})$ であることも
示された。
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2. の証明: $\hat{x}=(\hat{x}_{1}, \cdots,\hat{x}_{4})$ が主問題 $(P_{c4})$ の最小解であるとする。このとき、$g(x, u)=0$

となる任意の $(X, u)\in R^{8}$ に対して、

$f(x, u)= \sum_{n=0}^{3}(u_{n}^{2}+x_{n+1}^{2})$

$=(c-x_{1})^{2}+x_{1}^{2}+ \sum_{n=1}^{3}[(x_{n}-x_{n+1})^{2}+x_{n+1}^{2}]$

$=I(x)$

$\geq I(\hat{x})$

$=(c- \hat{x}_{1})^{2}+\hat{x}_{1}^{2}+\sum_{n=1}^{3}[(\hat{x}_{n}-\hat{x}_{n+1})^{2}+\hat{x}_{n+1}^{2}]$

$= \sum_{n=0}^{3}(\hat{u}_{n}^{2}+\hat{x}_{n+1}^{2})$

$=f(\hat{x},\hat{u})$

である。 よって、 $(\hat{x},\hat{u})$ は制約問題 $(P_{s8}’)$ の最小解である。 また $f(\hat{x},\hat{u})=I(\hat{x})$ であること

も示された。 口
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