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1 はじめに

本質的上限を評価基準とする離散時間最適停止問題について述べる．条件付き本質的上限は，[2],
[4] で研究されており，特に，[2] では本質的上限を評価基準とする離散時間最適停止問題が研
究されており，確率過程論でのマルチンゲール，優マルチンゲール，劣マルチンゲールに対応
する概念として，maxingale, supermaxingale, submaxingale の概念を導入した．また，ワース
トサンプルパスを制御する確率制御問題への応用が述べられており，この問題は，確率的ター
ゲット問題 (例えば，[5], [6]) とも関連がある．期待値を評価基準とする最適停止問題では，
極限と積分の順序変更やマルチンゲールの収束定理等の時間に関する極限操作がよく用いられ
るが，本質的上限の場合は極限操作に関していろいろな難点がある ([2]).
本論文では，[3] に従い，本質的上限を評価基準とする離散時間最適停止問題に対する単調

条件，最適方程式，最適停止規則，$\epsilon$-最適等について述べる．

2 条件付き本質的上限

$N\equiv\{0,1,2, \cdots\},$ $(\Omega, \mathcal{F}, P)$ を完備確率空間とする．$\{\mathcal{F}_{n}, n\in N\}$ をフィルトレーションとし，
$\mathcal{F}_{0}$ はすべての $P$-零集合を含むとし，また，以下で考える $\mathcal{F}$ の部分 $\sigma$-加法族はすべての $P$-零
集合を含むとする．

Definition 2.1 ([2, 4]) $S\in L^{\infty}(\Omega, \mathcal{F}, P)$ となる非負値確率変数 $S,$ $\mathcal{F}$ の部分 $\sigma$ -加法族 $\mathcal{G}$ に

対して，
$M(S| \mathcal{G})\equiv\sup_{p\geq 1}E[S^{p}|\mathcal{G}]^{\frac{1}{P}}=\lim_{parrow\infty}E[S^{p}|\mathcal{G}]^{\frac{1}{P}}$

を $\mathcal{G}$ が与えられたときの $S$ の条件付き本質的上限という．

Proposition 2.1 ([2, 4]) 以下が成立する．

(1) $S\leq lII(S|\mathcal{G})$ .
$(2^{d})E[S|\mathcal{G}]\leq\Lambda I(S|\mathcal{G})$ .
(3) $\Lambda I(S|\mathcal{G})=ess\inf\{T, T\geq S, T:\mathcal{G}-$可測 $\}.$

(4) $\mathcal{F}$ の部分 $\sigma\sim$加法族 $\mathcal{G}_{1},$ $\mathcal{G}_{2}(\mathcal{G}_{1}\subseteq \mathcal{G}_{2})$ に対して，

$M(M(S|\mathcal{G}_{1})|\mathcal{G}_{2})=l\downarrow I(\Lambda I(S|\mathcal{G}_{2})|\mathcal{G}_{1})=1II(S|\mathcal{G}_{1})$ .

(5) 非負値 $S’.S”\in L^{\infty}(\Omega, \mathcal{F}, P)$ に対して，

$l \downarrow/I(\max(S’, S")|\mathcal{G})=\max(\Lambda I(S’|\mathcal{G}), l\mathfrak{l}I(S"|\mathcal{G}))$ .
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(6) $\mathcal{F}$ の部分 $\sigma$ -加法族 $\mathcal{G},$ $\mathcal{H}(\mathcal{G}\subseteq \mathcal{H})$ に対して，$l\downarrow I(S|\mathcal{H})\leq M(S|\mathcal{G})$ .

(7) $\mathcal{G}$ -可測非負値 $T\in L^{\infty}(\Omega, \mathcal{F}, P)$ に対して，$llI(TS|\mathcal{G})=T\Lambda I(S|\mathcal{G})$ .

(8) 任意の $G\in \mathcal{G}$ に対して，$llI(S|\mathcal{G})=\Lambda I(1_{G}S|\mathcal{G})+llI(1_{G^{C}}S|\mathcal{G})$ .

(9) $\{\mathcal{F}_{n}, n\in N\}$ に関する停止規則 $\tau$ に対して，

$11 I(S1_{\{\tau=n\}}|\mathcal{F}_{\tau})=1_{\{\tau=n\}}l\downarrow I(S|\mathcal{F}_{\tau})=1_{\{\tau=r\iota\}}\Lambda I(S|\mathcal{F}_{n})=\Lambda I(S1_{\{\tau=n\}}|\mathcal{F}_{n})$ .

(10) 任意の $G\in \mathcal{G}$ に対して，$ess$ $\sup_{G}M(S|\mathcal{G})=$ ess $sup{}_{G}S.$

(11) 非負値確率変数の増大列 {Sn}毘 $0$
が $\lim_{narrow\infty}S_{n}\in L^{\infty}(\Omega,\mathcal{F}, P)$ ならば，

$\lim_{narrow\infty}l\downarrow I(S_{n}|\mathcal{G})=\Lambda I(\lim_{narrow\infty}S_{n}|\mathcal{G})$ .

(12) 任意の $a\in R$ に対して，

$M(a+S| \mathcal{G})=a+l\downarrow I(S|\mathcal{G}) , 1\downarrow I(\min(a.S)|\mathcal{G})=\min(a, llI(S|\mathcal{G}))$ .

(13) $G=\sigma$ ( $\{$ すべての $P$-零集合}) のとき，$\Lambda\prime I(S|\mathcal{G})=||S||_{L^{\infty}(\Omega,\mathcal{F},P)}.$

Remark 2.1 ([2]) 非負値確率変数の減少列 $\{S_{n}\}_{n=0}^{\infty}\subseteq L^{\infty}(\Omega, \mathcal{F}, P)$ に対して，

$\lim_{narrow\infty}\Lambda I(S_{n}|\mathcal{G})=M(\lim_{rtarrow\infty}S_{n}|\mathcal{G})$

は一般には成立しない．

3 maxingale

Definition 3.1 ([2]) $\{X_{n}, n\in N\}(\subseteq L^{\infty}(\Omega, \mathcal{F}, P))$ を非負値，$\{\mathcal{F}_{n}, n\in N\}$ -適合確率過程と
する．

(1) 任意の $n\in N$ に対して，$l\downarrow I(X_{n+1}|\mathcal{F}_{n})\geq X_{n}$ $P-a.e$ . のとき，$\{X_{n}, n\in N\}$ を

subm.axingale という．

(2) 任意の $n\in N$ に対して，$\Lambda I(X_{\mathfrak{n}+1}|\mathcal{F}_{\mathfrak{n}})\leq X_{\eta}$ $P-a.e$ . のとき，$\{X_{n},n\in N\}$ を
supermaxingale という．

(3) 任意の $n\in N$ に対して，$M(X_{n+1}|\mathcal{F}_{n})=X_{n}$ $P-a.e$. のとき，$\{X_{n}, n\in N\}$ を

maTinga le という．

Remark 3.1 ([2]) (1) これらの概念は，確率過程論におけるマルチンゲールに対応する概
念である．マルチンゲール理論におけるマルチンゲールの収束定理や任意抽出定理等は，
maxingale の場合は一般には成立しない．

(2) 非負値 $S\in L^{\infty}(\Omega, \mathcal{F}, P)$ に対して，$X_{n}\equiv\Lambda I(S|\mathcal{F}_{n})$ とおくと，$\{X_{n}, n\in N\}$ は $\max\uparrow.n-$

gale になり，$\lim_{narrow\infty}X_{n}P-a.e$. は存在するが，$\lim_{narrow\infty}X_{n}=l\downarrow I(S|\sigma(\bigcup_{n}\mathcal{F}_{n}))$ は一般
には成立しない．

264



4 最適停止問題
$\overline{N}\equiv$ $NU\{\infty\},$ $\mathcal{F}_{0}=\sigma$ ( $\{$ すべての $P$-零集合}) とし，$\mathcal{F}=\mathcal{F}_{\infty}=\sigma(\bigcup_{n}\mathcal{F}_{n})$ とする．$\mathcal{G}=$

$\sigma$ ( $\{$ すべての $P$-零集合}) のとき，$\Lambda I(S)\equiv l\downarrow I(S|\mathcal{G})$ とおく．$\{\mathcal{F}_{n}, n\in N\}$ に関する有限停止
規則 $\tau$ : $\Omegaarrow N$ の全体を $C$ , 停止規則 $\tau$ : $\Omegaarrow$ 貢の全体を $\overline{C}$ で表す．次の二つの問題を考
える．

非負実数値確率過程 $\{X_{n}, n\in N\}(\subseteq L^{\infty}(\Omega, \mathcal{F}, P))$ に対して，

$(A) \inf_{\tau\in C}M(X_{\tau})=M(X_{\tau^{*}})$

となる $\tau^{*}\in C$ を求める．
非負実数値確率過程 $\{X_{n}, n\in\overline{N}\}(\subseteq L^{\infty}(\Omega, \mathcal{F}, P))$ に対して，

$(B) \tau\in in_{\frac{f}{c}}\Lambda I(X_{\tau})=\Lambda I(X_{\overline{\tau}^{*}})$

となる $\overline{\tau}^{*}\in\overline{C}$ を求める．但し，$X_{\infty} \equiv\lim\inf_{narrow\infty}X_{n}.$

以下では，確率過程 $\{X_{n}, n\in N\}$ は非負値で，$\{X_{n}, n\in N\}\subseteq L^{\infty}(\Omega, \mathcal{F}, P)$ 満たすとする．

5 後ろ向き解法

$N\in N$ を固定して，$\{X_{n}, n=0,1, \ldots, N\}$ に対して，有限期間に制限した場合の問題 (A) を考
える．$\{r_{n}^{N}, n=0,1, \ldots, N\}$ を以下で定める :

$r_{N}^{N}\equiv X_{N},$

$r_{n}^{N} \equiv\min\{X_{n}, \Lambda I(r_{n+1}^{N}|\mathcal{F}_{n})\}, n=0,1, \ldots, N-1.$

Theorem 5.1 ([2]) 以下が成立する．

(1) $\{r_{n}^{N}, n=0,1, \ldots, N\}$ は，$Y_{n}\leq X_{n}$ を満たす submaTingale $\{Y_{n}, n=0,1, \ldots, N\}$ のなか
で最大なものである．

$(l^{b}) \tau^{*}\equiv\min\{n|X_{n}=r_{n}^{N}\}$ とおくとき，$\{r_{\min(n,\tau^{*})}^{N}, n=0,1, \ldots, N\}$ は maxingale である．

(3) $r_{n}^{N}= ess\inf_{n\leq\tau\leq N}M(X_{\tau}|\mathcal{F}_{n})$ .

(4) (2) の $\tau$ は最適停止規則である．

6 単調条件

Definition 6.1 ([3]) $\{X_{n}, n\in N\}$ が，

$A_{n}\equiv\{\Lambda I(X_{n+1}|\mathcal{F}_{n})\geq X_{n}\}, n\in N,$

$A_{0}\subseteq A_{1}\subseteq A_{2}\subseteq\cdots\subseteq A_{n}\subseteq A_{n+1}\subseteq\cdots,$

俺雛$0^{A_{n}=\Omega}$

を満たすとき，単調条件を満たすという．

Theorem 6.1 $\{X_{n}, n\in N\}$ が単調条件を満たすとし，$\mathcal{S}\equiv\inf\{n\in N|M(X_{n+1}|\mathcal{F}_{n})\geq X_{\mathfrak{n}}\}$

とおく．このとき，任意の $n\in N,$ $A\in \mathcal{F}_{n}$ に対して，
$\lim_{marrow}\sup_{\infty}l\downarrow/I(1_{A\cap\{\tau\geq m+1\}}X_{m})\leq l\downarrow I(1_{A\cap\{\tau\geq n\}}X_{\tau})$

を満たす任意の $\tau\in C$ に対して，
$\Lambda I(X_{s})\leq 1\downarrow I(X_{\tau})$

が成立する．

265



7 Snell包

$\{X_{7/}.7l\in N\}$ に対して，$\{r_{n}, n\in N\}$ を以下で定める :
$r_{n}\equiv\tau\geq n,\tau\in Cessi1lf1\downarrow I(X_{\tau}|\mathcal{F},,)$.

Theorem 7.1 (最適方程式，[2])

$r_{n}= \min\{X_{n}, \Lambda I(r_{n+1}|\mathcal{F}_{n})\}.$

Definition 7.1 (admissible な停止規則，[3]) $\tau\in C$が，$r\iota\in N$ に対して，

$\tau>n$ ならば $\Lambda I(X_{\tau}|\mathcal{F}_{n})<X_{n}$

を満たすとき，$\tau$ は admissible という．

Theorem 7.2 $\tau^{*}\equiv\inf\{n\in N|X_{n}=r_{n}\},$ $inf\emptyset=\infty$ とおく．このとき，$\tau^{*}$ が admissible で
あり，$C$ に属するならば $\tau^{*}$ は問題 $(A)$ の最適停止規則である．

Definition 7.2 ( $C$-regular submaxingale, [3]) $\{\mathcal{F}_{n}, n\in N\}$ -適合，非負値確率過程 $\{y_{n}\}(\subseteq$

$L^{\infty}(\Omega, \mathcal{F}, P))$ が，任意の $\tau\in C$ に対して，

$\Lambda I(y_{\tau}|\mathcal{F}_{n})\geq y_{n}$ on $\{\tau\geq n\},$
$\forall_{n}$

を満たすとき，$\{y_{n}\}$ を $C$-regular submaxingale という．

Theorem 7. $3\{r_{n}\}$ は C-regular submaxingale である．

確率過程 $\{X_{n}, n\in N\}$ に対して，$X_{\infty} \equiv\lim\inf_{narrow\infty}X_{\eta}$ と定め，$\{X_{n}, n\in\overline{N}\}$ を考える．
$\{\overline{r}_{n}, n\in N\}$ を以下で定める :

$\overline{r}_{n}\equiv essin_{\frac{f}{c}}1\downarrow I(X_{\tau}|\mathcal{F}_{n})\tau\geq n,\tau\in.$

Theorem 7.4 (最適方程式)

$\overline{r}_{n}=\min\{X_{n}, \Lambda I(\overline{r}_{n+1}|\mathcal{F}_{n})\}.$

Theorem 7.5 (1) $\overline{\tau}^{s}\equiv\inf\{n\in N|X_{n}=\overline{r}_{n}\}$ とおくと，$\overline{\tau}^{*}$ は問題 $(B)$ の最適停止規則で
ある．

(2) $\inf_{\tau\in C}M(X_{\tau})<\infty,$ $\lim_{narrow\infty}X_{n}=\infty$ ならば，$P(\overline{\tau}^{*}<\infty)=1$ である．

8 $\epsilon$-最適

任意の $\epsilon>0$ に対して，
$\Lambda I(X_{\tau\langle\epsilon)})\leq\inf_{\tau\in C}l\downarrow I(X_{\tau})+\epsilon$

を満たす $\tau(\epsilon)\in C$ を $\epsilon$ -最適停止規則という．

Theorem 8.1任意の $\vee=>0$ に対して，

$\tau(\vee)\equiv\inf\{n\in N|X_{n}\leq r_{n}+\epsilon\}$

とおくと，$\tau(_{\vee}\sigma)$ は $\epsilon$ -最適停止規則である．
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