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1 はじめに

分数型評価基準の離散時間最適停止問題について述べる．分数型評価基準の最適化問題は，数理
計画法では既に分数計画法という一分野があり (例えば，[17]), マルコフ決定過程では [1], [8],
[13], ゲーム理論では [14], 連続時間最適停止問題では [10] 等の研究がある．最適停止問題の
拡張として，多数回停止規則をもつ問題がある (例えば，[7], [9], [11], [12], [16]). 多数回停
止規則をもつ最適停止問題は数理ファイナンスヘ応用されている (例えば，[3], [4]). 本論文で
は，[7], [10] に従い，分数型評価基準の離散時間多数回最適停止問題の定式化を与え，最適停
止規則，最適値，$\epsilon$-最適について述べる．

2 記号と定式化

$N=\{0.1,2\ldots.\},$ $\overline{N}=NUt\infty\}$ とする．$(\Omega, \mathcal{F}, P)$ を完備確率空間，$\{\mathcal{F}_{n}, n\in N\}$ をフィル

トレーションとし，$\mathcal{F}=\mathcal{F}\infty=\sigma$( $\cup$n $\mathcal{F}$のとする．$\{\mathcal{F}_{\eta}, n\in N\}$ に関する有限停止規則 $t$ : $\Omegaarrow N$

の全体を $C$ , 停止規則 $t$ : $\Omegaarrow\overline{N}$ の全体を $\overline{C}$ で表す．
まず，2種類の分数型評価基準の最適停止問題の定式化を与える．$\{Z(n), n\in N\}$ を $\{\mathcal{F}_{n},$ $n\in$

$N\}$-適合，非負値確率過程で，
$E[ \sup_{n\in N}Z(n)]<\infty$

を満たすとし，$\{W(n), n\in N\}$ を $\{\mathcal{F}_{n}, n\in N\}$-
$L\grave{}$ff合，非負値確率過程で，. $K>0$ が存在し，任意の $n\in N$ に対して，$W(n)\geq KP-a.e.$. 任意の $t\in C$ に対して，$E[W(t)]<\infty$

を満たすとする．
このとき，問題 $(P_{1})$ は

$\frac{E[Z(t^{*})]}{E[W(t^{*})]}=\sup_{t\in C}\frac{E[Z(t)]}{E[W^{\gamma}(t)]}$

となるが $\in C$ を求めることである．
$\{Z(n), n\in\overline{N}\}$ を $\{\mathcal{F}_{n}, n\in N\}$ -適合，非負値確率過程で，$Z( \infty)\equiv\lim\sup_{narrow\infty}Z(n)$ とし，

$E[ \sup_{n\in N}Z(n)]<\infty$

を満たすとする．$\{I\cdot f^{r}(n), n\in\overline{N}\}$ を $\{\mathcal{F}_{n}, n\in N\}$-適合，非負値確率過程で，$W( \infty)\equiv\lim\inf_{narrow\infty}W(n)$

とし，. $K>0$ が存在し，任意の $n\in N$ に対して，$W(n)\geq KP-a.e.$. 任意の $t\in\overline{C}$ に対して，$E[W(t)]<\infty$
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を満たすとする．
このとき，問題 $(P_{2})$ は

$\frac{E[Z(t^{*})]}{E[I\prime V(t^{*})]}=su_{\frac{p}{C}}\frac{E[Z(t)]}{E[W(t)]}t\in$

となる $t^{*}\in\overline{C}$ を求めることである．
次に，[7] に従い，分数型評価基準の多数回最適停止問題の定式化を与える．
$1\equiv\{(n\iota., \prime\iota);\eta l.$ $<\eta, \gamma\iota, n\in N\},$ $J\equiv I\cup\{(m, \infty):m\in N\}U\{(\infty, \infty)\}$ とし，$\{\mathcal{F}_{m},$ $n\iota\in$

$N\},$ $\{\mathcal{F}_{m,n}, (n\iota, rt)\in I\}$ を次を満たすフイルトレーションとする : 任意のん $\leq n\iota.$ $<n\leq\ell$ に対

して，
$\mathcal{F}_{k}\subseteq \mathcal{F}_{m}\subseteq \mathcal{F}_{m,n}\subseteq \mathcal{F}_{m,P}$

であり，時間空間が $J$ のときは，$\mathcal{F}_{\infty}=\sigma(\bigcup_{n}\mathcal{F}_{n}),$ $\mathcal{F}_{7n,\infty}=\sigma(\bigcup_{n}\mathcal{F}_{m,n}),$ $\mathcal{F}_{\infty,\infty}=\sigma(\bigcup_{m}\mathcal{F}_{m,\infty})$ と

おき，$\mathcal{F}_{\infty}=\mathcal{F}_{m\infty}=\mathcal{F}_{\infty\infty}=\mathcal{F}$ とする．
$\{\mathcal{F}_{m,n}, (7\}, \eta’)\in I\}$ に関する有限 2-停止規則とは，次を満たす確率変数の組 $(s, t)$ である :

. $s<t<\infty$ $P$-ae.. 任意のに対して，$\{s=m\}\in \mathcal{F}_{m}$. 任意の $m,$ $n(m<n)$ に対して，$\{s=\gamma n, t=n\}\in \mathcal{F}_{m,n}$

また，2-停止規則とは，次を満たす確率変数の組 $(s, t)$ である :. $s<\infty$ ならば，$s<t\leq\infty$ であり，$s=\infty$ ならば，$t=\infty$

. 任意の $nz$ に対して，$\{s=m\}\in \mathcal{F}_{m}$. 任意の $rn,$ $n(m<n)$ に対して，$\{s=m, t=n\}\in \mathcal{F}_{m,n}$

有限 2-停止規則全体を $T,$ $2$-停止規則全体を $\overline{T}$ で表す．$\{Z(m, n), (m, n)\in I\}$ を $\{\mathcal{F}_{m,n},$ $(r\prime 1, n)\in$

$I\}$ -適合，非負値確率過程で，

$E[ \sup_{n\in N}E[\sup_{(m,n)\in I}Z(m, n)|\mathcal{F}_{n}]]<\infty$

を満たすとし，$\{W(m, n), (m, n)\in I\}$ を $\{\mathcal{F}_{m,n}, (m, n)\in I\}$ -適合，非負値確率過程で，. $K>0$ が存在し，任意の $(m, n)\in I$ に対して，$W(m, n)\geq K$ $P-a.e.$

・任意の $(s, t)\in T$ に対して，$E[W(s, t)]<\infty$

を満たすとする．
このとき，問題 $(P_{3})$ は

$\frac{E[Z(s^{*}t^{*})]}{E[W(s^{*}’,t^{*})]}=\sup_{(s,f)\in T}\frac{E[Z(s,t)]}{E[W(\mathcal{S},t)]}$

となる $(s^{*}, t^{*})\in T$ を求めることである．
$\{Z(m, n), (nz, n)\in J\}$ を $\{\mathcal{F}_{m,n}, (m, n)\in I\}$ -適合，非負値確率過程で，任意の $m\in N$ に

対して，
$Z(m, \infty)\equiv\lim_{narrow}\sup_{\infty}Z(m, n) , Z(\infty, \infty)\equiv\lim_{marrow}\sup_{\infty}Z(m, \infty)$

,

とし，
$E[ \sup E[$ snp $Z(m, n)|\mathcal{F}_{n}]]<\infty$

$n\in N \langle m,n)\in I$
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を満たすとする．
$\{W(7?l., n), (m., n)\in I\}$ を $\{\mathcal{F}_{1r\iota.n}, (\uparrow n, n)\in I\}$ -適合，非負値確率過程で，任意の $rl\in N$ に

対して，
$IV(rn, \infty)\equiv 1i\iota n\inf_{narrow\infty}W(m, n) , lV(\infty, \infty)\equiv\lim_{marrow}\inf_{\infty}W(m, \infty)$ ,

とし，. $K>0$ が存在し，任意の $(nz, n)\in I$ に対して，$W(m, n)\geq KP-a.e.$. 任意の $(s, t)\in\dot{\overline{T}}$ に対して，$E[W(s, t)]<\infty$

を満たすとする．
このとき，問題 $(P_{4})$ は

$\frac{E[Z(s^{*}t^{*})]}{E[W(s^{l}’,t^{*})]}=\sup_{(s,t)\in\overline{T}}\frac{E[Z(s,t)]}{E[W(s,t)J}$

となる $(s^{2}, t)\in\overline{T}$ を求めることである．
これらの問題 $(P_{i})(i=1,2,3,4)$ に対して，最適停止規則，最適値，$\vee c$-最適等につぃて考察

する．次節以降で述べる結果は，次の結果に基づいている．

Proposition 2.1 ([8, 10, 17]) $\lambda\geq 0$ に対して，

$d(\lambda)\equiv$ snp $E[Z(t)-\lambda It’(t)]$

$t\in C(ort\in\overline{C})$

とおく．このとき，

(1) $d(\lambda)$ は凸，狭義単調減少関数である．
$(2^{\iota})d(\hat{\lambda})=0$ となる $\hat{\lambda}(\geq 0)$ が一意に存在する．

3 $(P_{2})$ の最適停止

Theorem 3.1 (1) 次を満たす一意解 $(\hat{\lambda}, \{U(n), n\in\overline{N}\})$ が存在する :

$\hat{\lambda}\geq 0,$

$U(n)= ess\sup_{t\in\overline{C},t\geq n}E[Z(t)-\hat{\lambda}W(t)|\mathcal{F}_{n}], n\in N,$

$E[U(0)]=0.$

但し，$U(\infty)\equiv 1i_{l}nsnp_{narrow\infty}U(n)$
。

(勿最適停止規則がと最適値は次で与えられる

$t^{*} \equiv\inf\{n\in N|U(n)=Z(n)-\hat{\lambda}I1/(n)\}, inf\emptyset=\infty,$

$\frac{E[Z(t^{*})]}{E[\ddagger l^{\gamma}(t^{*})]}=\hat{\lambda}.$

次に，マルコフ過程に対する問題 $(P_{2})$ について述べる．$(X(n), \mathcal{F}_{n}, P_{x})$ を可測空間 $(E, \mathcal{B})$

を状態空間にもつ離散時間定常マルコフ過程，$F$ : $Earrow R$ を非負値可測関数とし，任意の
$x\in E$ に対して，

$E_{x}[snpF(X(n))]n<\infty$

を満たし，$G:Earrow R$ を非負値可測関数とし，
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. $K>0$ が存在し，任意の $:li\in E$ に対して，$G(x)\geq K$. 任意の $x\in E$ に対して，$E_{x}[snp_{n}G(X(7l))]<\infty$

を満たすとする．但し，$F(X( \infty))\equiv\lim_{S11}p_{narrow\infty}F(X(rl)),$ $G(X( \infty))\equiv\lim\inf_{narrow\infty}G(X(n))$ .

Theorem 3.2 $\lambda\geq 0$ に対して，$S(\lambda, x)\equiv S11p_{t\in\overline{C}}E_{x}[F(X(t))-\lambda G(X(t))]$ とおく．このとき，

(1) $S(\hat{\lambda}(x), x)=0$ となる可測関数 $\hat{\lambda}$ : $Earrow R$ が一意に存在する．

(2) 最適停止規則 $t_{x}^{*}$ と最適値は次で与えられる

$t_{x}^{s} \equiv\inf\{n\in N|S(\hat{\lambda}(x), X(7\iota))=F(X(n))-\hat{\lambda}(x)G(X(n))\}, inf\emptyset=\infty, x\in E,$

$\hat{\lambda}(x)=\frac{E_{x}[F(X(t_{x}^{*}))]}{E_{x}[G(X(t_{x}^{*}))]}=su\frac{E_{x}[F(X(t))]}{E_{x}[G(X(t))]}t\in^{\frac{p}{c}}.$

4(A) の最適停止と $\epsilon$-最適

Theorem 4.1 (1) 次を満たす一意解 $(\hat{\lambda}, \{U(n), n\in N\})$ が存在する

$\hat{\lambda}>0,$

$U(n)= ess\sup_{t\in C}, t\geq nE[Z(t)-\hat{\lambda}W(t)|\mathcal{F}_{n}], n\in N,$

$E[U(0)]=0.$

(2) さらに，次が満たされると仮定する:

$n\in N$ が存在して，$P(Z(n)>0)>0,$
$\lim_{narrow}\inf_{\infty}W(n)=\infty.$

このとき，最適停止規則がと最適値は次で与えられる:

$t^{*} \equiv\inf\{n\in N|U(n)=Z(n)-\hat{\lambda}W(n)\}<\infty P-a.e.,$

$\frac{E[Z(t^{*})]}{E[W(t^{*})]}=\hat{\lambda}.$

Theorem 4.2 $\epsilon>0$ とし，$(\hat{\lambda}, \{U(n), n\in N\})$ は定理 4. 1(1) で与えられたものとする．こ
のとき，$\epsilon$ -最適停止規則 $t_{\epsilon}^{*}$ は次で与えられる :

$t_{\epsilon}^{*} \equiv\inf\{n\in N|Z(n)-\hat{\lambda}W(n)\geq U(n)_{\vee}-CK\}<\infty P-a.e..$

$\frac{E[Z(t_{\epsilon}^{*})]}{E[W(t_{\epsilon}^{*})]}\geq\sup_{t\in C}\frac{E[Z(t)]}{E[W(t)]}-\epsilon=\hat{\lambda}-\vee\tau.$

5 $(P_{4})$ の最適停止

Theorem 5.1 (1) 次を満たす一意解 $(\hat{\lambda}, \{X(n?., n), (m, n)\in J\}, \{Y(m), m\in\overline{N}\})$ が存在
する :

$\hat{\lambda}\geq 0,$

$X(m, n)= ess\sup_{(m,t)\in\overline{T}}, t\geq nE[Z(m, t)-\hat{\lambda}\dagger V(m, t)|\mathcal{F}_{m,n}], (m, n)\in I,$

$X(m)=E[X(m, m+1)|\mathcal{F}_{m}], m\in N.$

$Y(m)= ess\sup_{s\in\overline{C},s\geq m}E[X(s)|\mathcal{F}_{m}], m\in N,$

$E|Y(0)]=0.$
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但し，$X(r/ \iota, \infty)\equiv 1inl\sup_{narrow\infty}X(n|7?),$ $X( \infty, \infty)\equiv\lim\sup_{marrow\infty}X(\uparrow\prime|, \infty)_{:}$

$X( \infty)\equiv 1in1\sup_{marrow\infty}X(\uparrow’\}\iota), Y(\infty)\equiv 1inlsnp_{7narrow\infty}Y(m)$ .
$(^{\iota}2)$ 最適停止規則 $(s, t^{4})$ と最適値は次で与えられる :

$s’ \equiv\inf\{rn. \in N|X(m)=Y(m)\}, inf\emptyset=\infty,$

$t.$ $\equiv\{\begin{array}{l}\inf\{n(>m)|X(m., n)=Z(l, 7t)-\hat{\lambda}\ovalbox{\tt\small REJECT}\phi’(m, 7\iota)\} on \{s^{l}=m\} (i_{11}f\emptyset=\infty) ,\infty on \{s^{*}=\infty\},\end{array}$

$\frac{E[Z(s^{*}t^{*})]}{E[W(s^{*}’,t)]}=\hat{\lambda}.$

6 $(P_{3})$ の最適停止と $\epsilon$一最適

Theorem 6.1 (1) 次を満たす一意解 $(\hat{\lambda}, \{X(m, n), (m, n)\in I\}, \{Y(m), m\in N\})$ が存在
する :

$\hat{\lambda}\geq 0,$

$X(m, n)= ess\sup_{(m,t)\in T}, t\geq nE[Z(7tl, t)-\hat{\lambda}W(n\iota,, t)|\mathcal{F}_{m,n}], (m, n)\in I,$

$X(7ll.)=E[X(m, m+1)|\mathcal{F}_{m}], m\in N,$

$Y(m)=asssnp_{s\in C,s\underline{>}m}E[X(s)|\mathcal{F}_{m}], m\in N,$

$E[Y(0)]=0.$

(2) さらに，次が満たされると仮定する:

$(m, n)\in I$ が存在して，$P(Z(m, n)>0)>0,$

$\lim_{narrow}\inf_{\infty}W(m, n)=\infty, m\in N,$

$\lim_{marrow}\inf_{\infty}\inf_{n\in N}W(m, n)=\infty.$

このとき，最適停止規則 $(s^{\phi}, t^{*})$ と最適値は次で与えられる :

$s^{*} \equiv\inf\{m\in N|X(m.)=Y(m)\}<\infty P-a.e.,$

$t^{*} \equiv\inf\{n(>m)|X(m, n)=Z(m, n)-\hat{\lambda}W(m, n)\}<\infty P-a.e$ . $on$ $\{s^{*}=m\},$

$\frac{E[Z(s^{*},t^{*})]}{E[W(s^{*},t^{*})]}=\hat{\lambda}>0.$

Theorem 6.2 $\sigma>0$ とし，$(\hat{\lambda}, \{X(m,n), (n?., n)\in I\}, \{Y(m), m\in N\})$ は定理 6. 1(1) で与
えられたものとする．このとき，$=$ -最適停止規則 $(s_{\epsilon}^{*}, t_{\epsilon}^{*})$ は次で与えられる :

$s_{\epsilon}^{*} \equiv\inf\{m\in N|X(m)\geq Y(m)-\frac{\epsilon K}{2}\}<\inftyP-a.e..$

$t_{\epsilon}^{*} \equiv\inf\{n\in N|Z(m, n)-\hat{\lambda}W(m, n)\geq X(n?, n)-\frac{\vee\sigma K}{2}\}<\infty P-a.e.,$

$\frac{E[Z(s_{\epsilon}^{*},t_{\epsilon}^{*})]}{E[W(s_{\epsilon}^{*},t_{\epsilon}^{*})]}\geq_{(s,t)\in T}snp\frac{E[Z(s,t)]}{E[W(s,t)]}-\epsilon=\hat{\lambda}-\epsilon.$
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