
項目反応理論を用いたプロ野球選手の評価について
時光順平 (東海大学・理学・院)

鳥越規央 (東海大学・理学部)

1. はじめに
プロ野球の投手を評価する際に良く用いられる指標として防御率が代表的である．また，

先発投手なら勝利数，中継ぎ投手ならホールド数，抑え投手ならセーブ数で評価されるこ
とが多い．しかし，セイバーメトリクスの観点からみるとこれらの指標は投手本来の能カ
を如実に示していないとされてぃる．なぜなら，勝利数は自チームの攻撃カに，防御率は
守備力に影響される部分が大きいからである．つまり、 それらの指標が等しい投手同士で
あっても能力が同等であるかどうかは定かではない．本研究では，TOEFL などのテストの
作成段階における基本理論である項目反応理論 (豊田 [2],[3]) という手法における段階反応
モデルを用いて投手の能力や各シチュエーションにおける困難度を同時に推定する手法を
構築する．なお，この研究はデータスタジアム株式会社の支援を受けて行っている．

2. 項目反応理論
2.1 2値データによる項目反応理論
項目反応理論 (Item Response Theory, IRT)とは，テストを作成・実施・評価・運用す
るための数理モデルである．この理論ではテストを受けた受験者の能カだけでなくテスト
問題の作成や評価を同時に行うことが出来る．また，アメリカやヨーロッパの多くの国で
テスト理論として使用されており，中国や台湾などのアジア諸国の統一試験でも使用され
ている．日本では TOFLE や日本語能カ検定など言語能カを測るテストで用いられること
が多い．項目反応理論で扱われるデータは 2値データである．2値データとは，正答・誤答
といった反応を 1,0で表す．
項目反応データ $U$ は $N\cross n$ 行列で，テストにおいて $N$は受験者数，$n$ $|$ま項目数を示してい
る．被験者を $s_{i}$ における問題 $j$ への反応を $u_{ij}$ と表し，u,は正答だったら 1, 誤答だったら
0となる．テストは，複数の項目 (問題) から構成されている．そこでまず項目の性質を調
べるため項目分析を行う．$N$ 人の被験者のなかで項目 $j$ #こ正答した被験者が $k_{j}$人いること
を表す通過率を

$P_{j}=k_{j}/N$ (2.1)

で定義する．通過率は正答率とも呼ばれる．反応パタン $u_{/}$ は 0-1 データであるから，恒等的
に

$P_{j}= \frac{1}{N}\sum_{i=1}^{N}u_{ij}$ (2.2)

とも表現できる．

次に識別力を以下のように定義する．識別カとは項目が被験者をどのくらい適切に区別
しているかを表す．まずテスト得点ベクトル $y$ を

$\mathcal{Y}=(\mathcal{Y}_{1}, \mathcal{Y}_{2}, \cdots \mathcal{Y}_{i}\ldots \mathcal{Y}_{N})’$ (2.3)
のように被験者 $i$ のテスト得点 $y_{i}$ を一般項とするサイズの列ベクトルとする．被験者 $i$ のテ
スト得点は

$y_{i}=$

れ

$\omega_{j}u_{ij}$ (2.4)
ノ $=$1

で計算する．ここで $\omega_{j}$ は項目 $j$ の配点である．項目 $j$ の識別カ $r_{j}$ は $u_{j}$ と $y$ の相関係数
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$r_{j}=\rho(u_{j}, y)$ (2.5)

で定義する．識別力の高い項目とは項目得点がテスト全体で測っている特性を適切に反映
し，被験者を区別している項目である．

2.2 ロジシティックモデルによる近似
$\emptyset(z)$ を標準正規分布の確率密度関数とし

$\Phi(f(\theta))=\int_{-\infty}^{f(\theta)}\phi(z)dz$ (2.6)

とする．この正規累積モデル $f(\theta)$は $\theta$ に関する単調増加関数である．ここで (2.6)を計算す
る際，ロジスティックモデルによる近似公式

$\int_{-\infty}^{f(\theta)}\varphi(z\rangle iz\cong\frac{1}{1+\exp\{-Df(\theta)\}}$ (2.7)

を利用する．ここで，$D$ は尺度因子でありここでは $D=1.7$ を用いて計算する．項目反応理
論では横軸に被験者の能力を表す $\theta$ , 縦軸に項目に正解する確率 $p(\theta)$ を配置した項目特性
曲線 (Item Characteristic Curve,ICC)によってモデルを表現する．モデルの中で多く利用さ
れているものを川合ら [1]よりいくつか紹介する．まず，1母数ロジスティックモデルでは，
能力 $\theta$ の被験者が項目 $j$ に正解する確率 $p_{j}(\theta)$を

$p_{j}( \theta)=\frac{1}{1+\exp\{-Da(\theta-b_{j})\}}$ (2.8)

で表す．$b_{j}$ を困難度といい，値が小さいほど簡単な項目であり値が大きいほど難しい問題

と解釈する．$a$ は定数である．
グラフ 2.1 1-母数ロジスティックの ICC $(a=1,b_{j}=0,1,2)$

グラフ 2.1は 1-母数ロジスティックモデルの ICC である．このグラフでは，$a=1$ と固定
し困難度 $b_{j}$がそれぞれ 0,1,2としている．つまり，困難度が大きいほど右寄りのグラフにな
ることがわかる．(2.8)の $a$ を母数として扱うモデルが 2母数ロジスティックモデル

$p_{j}( \theta)=\frac{1}{1+\exp\{-Da_{j}(\theta-b_{j})\}}$ (2.9)

である．$a_{j}$ は項目識別力と呼ばれる．項目識別力が高い項目は，項目得点がテスト全体で

測っている特性を適切に反映し，被験者を区別している項目である．逆に項目識別力が低
い項目は項目得点が特性を適切に反映してない項目である．
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グラフ 2.2は 2母数ロジスティックモデルの ICC である．このグラフは $b_{\overline{\Gamma}}0$ として項目識
別力 $a_{j}$ をそれぞれ 1,2としている．識別力が高くなると $\theta=bj$付近でグラフの立ちあがり具
合が急であることがわかる．(2.9)に項目母数 $c_{j}$ を加えたモデルを 3母数ロジスティックモ
デルといい

$p_{j}( \theta)=c_{j}+\frac{1-c_{j}}{1+\exp\{-Da_{j}(\theta-b_{j})\}}$

(2.10)

で表される．$C_{j}$ を当て推量母数といい被験者が偶然正解してしまう確率を表している．

グラフ 2.3は 3-母数ロジスティックモデルの ICC である．$a_{J}=1,b_{\overline{\Gamma}}0$ として当て推量母数 $c,\cdot$

をそれぞれ 0.0,0.3,0.5としている．

3. 段階反応モデル
段階反応モデルでは多値データの際に用いる理論である．段階反応モデルでは，$u_{j}$ を

$u_{j}=0,1,2, \cdots C-1$ (3.1)

という $C$個の値を取る順序尺度の離散変数であるとする．このとき能カ $\theta$ の被験者が
$u_{j}=c$ と反応する確率 $p_{jc}(\theta)$は

$p_{j}$
。

$(\theta).=p(u_{j}=c|\theta)=p_{jc}*(\theta)-p_{j(c+1)}*(\theta)$ (3.2)

と表現することができる．ただし $P_{j。}^{*}(\theta)$ は境界特性曲線 (Boundary Characteristic Curve,
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BCC)と呼ばれ

$p_{jc}( \theta)=\frac{\prime 1}{1+\exp\vdash Da_{j}(\theta-b_{jc})\}}$ (3.3)

で表される．この境界特性曲線は $\theta$ によらず

$p_{jc}(\theta)=1 p_{jC}(\theta)=0$ (3.4)

を満たす．(3.2)のグラフは項目反応カテゴリ特性曲線 (Item Response Category
Characteristic Curve, IRCCC)と呼ばれる．このとき，項目内で境界特性曲線が交差しな
いようにするため，項目内のカテゴリは識別力が等しいと仮定する．段階反応モデルでは，

カテゴリの数だけ位置母数を用意する必要がある．まず，最下位の値 $u_{ij}=0$ と最上位の値

$u_{ij}=C-1$ に関しては，それぞれ $p_{j0}=0.5$ と $p_{j(C-1)}=0.5$ となる尺度値を位置母数として

利用することが出来る．したがって位置母数 $p_{j0}$ と $p_{jC-1}$ は

$b_{j0}=b_{j1} b_{j(C-1)}=b_{j(C-1)}$ (3.5)

と表現される．ただし，段階反応モデルでは，困難度だけを位置母数として利用すること
はできない．そこで最下位でも最上位でもないカテゴリには，そのカテゴリが観察される
確率が最も高くなる尺度値

$b_{j_{\mathcal{C}}}= \frac{b_{jc}^{*}+b_{j(c+1)}^{l}}{2}$ (3.6)

を位置母数として利用する．
3.1項目母数の推定
項目母数の推定には最尤推定法を用いる．$m$ は反応パタンを表す $1\cross n$ベクトル，$\theta_{i}$ を被

験者 $i$ の能力とする．反応 $m$ において項目 $j$ にカテゴリ $c$ と反応した要素を $u_{c}^{m}j$ と表す．ここで
$u_{c}^{m}j$ は反応 $m$において項目 $j$にカテゴリ $c$ と反応した場合 $u_{c}^{m}j=1$ としそれ以外は $u_{c}^{m}j=0$ とする．

被験者 $i$ の能力 6が与えられた下での反応パタン $m$ の分布は

$p( m|\theta_{i})=\prod_{j=1}^{n}\prod_{c=0}^{C-1}p_{jc}*(\theta_{i})^{u_{cj}^{m}}$
(3.7)

と表すことができる．ここで

$\{\begin{array}{ll}a=(a_{1},a_{2},\cdots,a_{j},\cdots,a_{n}) (3.8)b=(b_{10},b_{11},\cdots,b_{1(c-1)},\cdots,b_{20},b_{21},\cdots,b_{2(c-1)},b_{10},b_{11},\cdots,b_{j(c-1)}) (3.9)0=(\theta_{1},\theta_{2},\cdots,\theta_{j},\cdots,\theta_{N}) \end{array}$

(3.10)

とおくと被験者の反応ならびに項目における反応が互いに独立であるという仮定から，被
験者母数と項目母数が与えられたもとで，$n$ 個の項目に対する $N$人の被験者反応パタン行列
$m$ が起こる確率は

$p( m|\theta,a,b)=\prod_{i=1}^{N}p(m|\theta_{i},a,b)=\prod_{i=1}^{N}\prod_{j=1}^{n}\prod_{c=0}^{C-1}p(m|\theta_{i},a_{j},b_{jc})$

(3.11)

である．被験者母数と項目母数は未知より $m$ を定数，定数 $\theta,a,b$ を変数とした尤度関数を

$L(O,a,b)=P(m|\Theta,a,b) (312)$
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とすると対数尤度関数は

$\log L(\theta,a,b)=\sum_{ノ=1}^{n}\sum_{c=0}^{C-1}u_{cj}^{m}l^{*}ogp_{jc}(\theta_{i})$ (3.13)

と表すことができる．この対数尤度関数が最大となるような解を求める．この方法を被験
者母数と項目母数を同時に推定する事から同時最尤推定法と呼ぶ．
しかし，この推定法には問題がある．同時最尤推定法では，被験者を追加してデータを

増やすと未知数である被験者母数が増えてしまうため推定値が安定しないと言われている．
そこで，周辺最尤推定法を用いて項目母数を推定していく．$g(\theta)$を標準正規分布の確率密
度関数とすると反応パタン $m$ の周辺確率 $p(m)$ は

$p( m)=\int_{-\infty}^{\infty}p(m|\theta)g(\theta\cross\theta$ (3.14)

と表すことができる．$N_{m}$ を反応パタン $m$ を取る被験者数とすると項目母数の尤度関数
$L(a,b)$は

$L( a,b)=\frac{N!}{M}\prod^{M}\{p(m)\}^{N_{m}}$

$\prod_{m=1}N_{m}!^{m=1}$ (3.15)

と表すことができ，その対数尤度関数

$\log L=\log N.-\log\sum_{m=1}^{M}N_{m}!+\sum_{m=1}^{M}N_{m}\log p(m)$ (3.16)

に含まれている母数で偏微分をし，母数が最大となるような解を求めることによって項目
母数の最尤推定値が求められる．

3.2 尺度値の推定
段階反応モデルにおいての尺度値の推定には最尤推定法を用いる．項目反応データ $U_{i}$ は

被験者 $i$ の反応パタンを表す $C\cross n$ 行列である．ここで $C$ はカテゴリ数であり，$n$ は項目

数である．被験者 $i$ の反応パタンである $U_{i}$の項目 $j$においてカテゴリ $C$ と反応した要素を $u_{c}^{i}j$

と表す．ここで $u_{c}^{i}j$ は被験者 $i$ において項目 $j$ にカテゴリ $c$ と反応した場合 uci$J^{\cdot}=1$ としそれ以外

は $u_{cj}^{i}=0$ とする．尺度値を推定するためには多値型の確率変数の実測値をそのまま使用しない．
被験者 $i$ が項目数 10個の問題に表 3.1のように反応したとする．

被験者 $i$ の反応を書きかえると

$U_{i}=\{\begin{array}{llllllllll}0 0 0 1 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 1 0 0 01 0 1 0 1 1 0 1 1 1\end{array}\}$ (3.17)

25



のように表すことができる．つまり，ベクトルで表現された反応パタンを 2値データの行
列に置き換えて表す．尺度値 $\theta_{i}$で，反応パタン行列 $U_{i}$がおこりうる確率は局所独立の仮定
より

$p(U_{i}| \theta_{i})=\prod_{j=1}^{n}\prod_{c=0}^{C-1}p_{jc}(\theta_{i})^{u_{q}^{i}}$ (3.18)

と表すことができる．ここで $\theta_{i}$ を変数とした尤度関数 $L(\theta_{i})$ を

$L(\theta_{i})=p(U_{i}|\theta_{i})$
(3.19)

とおき，その対数尤度関数

$\log jj$ (3.20)

を変数 $\theta_{i}$で偏微分し，$0$ とおいた方程式を変数に関して解き，対数尤度関数が最大となるよ
うな解を求めることによって尺度値の最尤推定値を求められる．

4. データについて
本研究で使用するデータは，2011年の日本プロ野球における投手のシチュエーション別
の成績である．シチュエーションとは，1 アウト 2塁や 2 アウト満塁というようなアウトカ
ウントとランナー状況のことを指す．本研究では，シチュエーションが項目であり被験者
が投手である．各シチュエーション (項目) における投手 (被験者) の成績を 3段階で評
価をした．シチュエーションは，全部で 24通り存在するが，各投手全てのシチュエーショ
ンを迎えているとは限らない．そこで，24通りのシチュエーションと 8通りあるランナー
状況を 4通りにした 12 シチュエーションの 2つのパターンで分析を行った．12通りのシ
チュエーションではランナーなしと 1塁はそのままのデータを使用し，ランナー 2塁と 12
塁をランナー 2塁とし，ランナー 3塁 $1\cdot 3$ 塁 $2^{-}3$ 塁満塁をランナー 3塁とした．分析対
象投手は 2011年のシーズンで 10試合前後先発登板した投手 66人である．表 4.1はデー
タの抜粋である．

表 4.1 データの抜粋
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能力値に関しては，田中 (楽天) 投手とダルビッシュ (日本ハム) 投手の能カ値が高い結
果となった．この両投手は 2011年シーズンの奪三振数が他の投手と比べて多く，ダルビッ
シュ投手は 276個，田中投手は 241個であった．奪三振数が 2番目である田中投手と 3番
目の杉内投手 (ソフトバンク) との差は $5O$ 個もある．この両投手に関しては，奪三振数の
数が多いため能力値が高くなったと言えるだろう．
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5.2 シチュエーションについて

今回は，各シチュエーションに表 5.3, 表 5.4のような項目番号を与えた．

表 5.3 24 シチュエーションにおける項目番号

表 5.4 12 シチュエーションにおける項目番号

各シチュエーションにおける項目母数は表 5.5, 表 5.6のように求められた．

表 5.5 24 シチュエーションにおける項目母数
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6. 今後の展望
今回の研究での項目母数の推定法は周辺最尤指定法を用いたが，推定の方法にはいろい
ろな方法がある．その 1つとしてあげられる方法は，因子分析モデルを使用した推定法で
ある．この因子分析モデルは段階反応モデルと相性が良いと言われている．今後は，この
因子分析モデルを用いて項目母数の推定を行い，最尤推定法との違いを見ていきたいと思
う．また，今回使用したデータは量的データを 3等分したカテゴリーによって評価したの
で，成績の評価方法が正しいとは言い難い．成績を評価するための閾値の設定方法につい
ても考えていく．分析に関しては，投手の能力に必要な指標を考え投手の総合的な能カの
推定について考えていく．そして，推定した項目母数からシチュエーションの特徴を見て
いき，指標ごとにどのシチュエーションが重要になってくるかを考察していく．
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