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概要

本原稿では，尖点反標準曲線をもち非自明な自己同型写像をもつ有理曲面を考察し，有理
曲面上の自己同型群の決定方法について概説する．Coxeter理論を自己同型写像に応用して
ルートの推移を調べることで群構造を決定する．

1 導入

本原稿では，ある有理曲面上の自己同型群の決定方法について概説する．ここで対象となる有
理曲面は，尖点反標準曲線をもち非自明な自己同型写像をもつ曲面である (定理 1.1参照). 本原
稿での群構造の決定は，Coxeter 理論を自己同型写像に応用し，ルートの推移を考察することで
なされる．詳細な議論については，論文 [11] を参照せよ．
以下，曲面はすべて有理曲面，つまり，射影平面 $\mathbb{P}^{2}$ と双有理同値な曲面とする．また，曲面上

の曲線 $Y$ に対して，$Y^{*}$ で $Y$ の滑らかな点全体の集合を表す．有理曲面 $X$上の既約曲線 $Y$ が尖
点をもつ反標準曲線であるとき，$Y$ を尖点反標準曲線という．このとき，$Y^{*}$ は複素平面 $\mathbb{C}$ と同

型であることが知られている．また，$Y$ を保つ $X$上の自己同型写像 $F\in Aut(X, Y)$ に対して，$F$

の $Y^{*}$ への制限は，適当な $\delta(F)\in \mathbb{C}^{\cross}$ と $c(F)\in \mathbb{C}$ を用いて，$F|_{Y}*:\mathbb{C}\ni t\mapsto\delta(F)\cdot t+c(F)\in \mathbb{C}$

と表される．値 $\delta(F)$ は同型 $Y^{*}\cong \mathbb{C}$ の取り方に依らないことに注意する．
以上の設定のもと，次の定理が成り立つ．

定理 1.1有理曲面 $X$ は尖点反標準曲線 $Y$ をもつとし，次を満たす自己同型写像 $F\in$ Aut $(X, Y)$

が存在すると仮定する．(i) 射影曲面 $\mathbb{P}^{2}$ 上の線形写像と双有理共役にならない．(ii) $\delta(F)$ が 1
の幕根ではない．このとき，$X$ の自己同型群は無限巡回群と同型である．つまり，適当な無限位
数の自己同型写像 $F_{0}\in$ Aut(X) を用いて，

$Aut(X)=\langle F_{0}\rangle$

と表される．

定理における写像 $F$ は正の位相的エントロピーをもつことが知られており，力学系理論で重要
な研究対象となる ([9] 参照). つまり，力学系的に非自明な自己同型写像 $F$ をもつことが定理の
仮定の一つである．
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McMullen と Zhang は，定理の仮定に加えて自己同型写像 $F$ が Coxeter元を実現する場合に，
自己同型群を部分的に決定している．つまり，$X$ の自己同型群はある有限部分群 $T\triangleleft$ Aut(X) を

用いて
Aut (X) $=\langle F\rangle\ltimes T$

と表されることを彼らは示した ([6, 12] 参照). しかしこの段階では，$T$がどのような群構造か具
体的に決定されていない．それに対して，定理 1.1を用いると，$T$ は自明: $T=$ {idx} になるこ
とが結論付けられる (定理 4.4参照). つまり，自己同型群が完全に決定されるのである．

2 Coxeter理論
本節では，Coxeter理論に関して簡単に復習する．詳しくは，[1, 3, 4] 等も参照せよ．
集合 $S$ に対して，群 $W$ を次で定義する:

$W=\langle s\in S|(st)^{m_{st}}=1(s, t\in S)\rangle.$

ここで，$m_{st}\in \mathbb{N}\cup\{\infty\}$ は，$m_{ss}=1(s\in S)$ と $2\leq m_{st}=m_{ts}\leq\infty(s\neq t\in S)$ を満たすもの

とする．このとき，$(W, S)$ を Coxeter 系といい，群 $W$ を Coxeter群という．以下，$W$ のランク

rank$W:=\# S$ は有限であると仮定する．Coxeter系 $(W, S)$ は，その Coxeter グラフ $\Gamma$ が連結で

あるとき，既約であるという．ここで，Coxeter グラフ $\Gamma$ とは，頂点集合を $S$ とし，$m_{st}\geq 3$ の

とき 2つの頂点 $s\neq t\in S$を辺で結び，$m_{st}\geq 4$ のとき辺を $m_{st}$ でラベル付けしたグラフである．

Coxeter群の各元 $w\in W$ に対して，$w=s_{1}\cdots s_{r},$ $(s_{i}\in S)$ となる最小の非負整数 $r\geq 0$ を $w$ の

( $S$ に関する) 長さといい，$\ell(w)=\ell_{S}(w)$ と表す．また，$r=\ell(w)$ となる表現 $w=s_{1}\cdots$ s。を $w$ の

既約表現という．さらに，生成元 $S=\{s_{1}, \ldots, s_{N}\}$ のすべての積 $w_{0}=s_{1}\cdots s_{N}$ を Coxeter 元
という．

Coxeter 系 $(W, S)$ と $S$ の部分集合 $I\subset S$ に対して，$W_{I}\subset W$ を $I$ によって生成される部分
群とする．部分群 $W_{I}$ を $W$ の標準放物型部分群という．このとき，任意の $w\in W_{I}$ に対して
$\ell_{I}(w)=\ell_{S}(w)$ となることが知られている．また，適当な $I\subset S$ と $w\in W$ を用いて $wW_{I}w^{-1}$ の

形で表される部分群を $W$ の放物型部分群という．さらに，部分集合 $Z\subset W$ に対して，$Z$ を含む

すべての放物型部分群の共通部分を Pc$(Z)$ と表し，$Z$ の放物型閉包という．このとき，Pc$(Z)$ は

$W$ の放物型部分群になる．つまり，適当な $I\subset S$ と $w\in W$ を用いて $Pc(Z)=wW_{I}w^{-1}$ と表さ

れる ([4,8] 参照).
Coxeter群 $W$ の元 $w\in W$ は，Pc$(w)=W$ となるとき，本質的であるという．

命題 2.1 ([7]) 任意の Coxeter元は本質的である．さらに，既約な無限 Coxeter群 $W$ と正の整

数 $n\in \mathbb{Z}\geq 1$ に対して，$w\in W$が本質的であるための必要十分条件は，$w^{n}\in W$ が本質的である
ことである．

Coxeter 群 $W$ の部分集合 $D_{I}$ を次で定義する:

$D_{I}:=\{w\in W|\ell(ws)>\ell(w) (s\in I)\}.$

命題 2.2 ([11]) 部分集合 $Z\subset W$ の放物型閉包は，適当な $I\subset S$ と $w\in D_{I}$を用いて，$Pc(Z)=$

$wW_{I}w^{-1}$ と表される．
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Coxeter 系 $(W, S)$ に対して，$S$ と一対一対応する基底 $\Pi:=\{\alpha_{s}|s\in S\}$ をもつ実ベクトル空
間 $V=\oplus_{s\in S}\mathbb{R}\alpha_{s}$ を考える．各元 $\alpha_{s}\in\Pi$ を単純ルートという．また，ベクトル空間 $V$ 上の双線
形形式 $(,$ $)$ を

$( \alpha_{s},\alpha_{t})=-\cos\frac{\pi}{m_{st}}$

で定義する．このとき，$s\in S$ に対し $s$ : $Varrow V,$ $x\mapsto x-2(x, \alpha_{S})\alpha_{S}$ によって定まる表現
$Warrow GL(V)$ は忠実であることが知られている．この忠実表現 $Warrow GL(V)$ を $(W, S)$ の幾何
表現という．幾何表現は双線形形式を不変にする．つまり，任意の $w\in W$ と $x,$ $y\in V$ に対して，
$(w(x), w(y))=(x, y)$ が成り立つ．

命題 2.3 ([5]) Coxeter群 $W$ の元 $w\in W$は本質的で $\lambda(w)>1$ と仮定する．ここで，$\lambda(w)$ は $w$ :
$Varrow V$のスペクトル半径である．このとき，$\lambda(w)\geq\lambda(w_{0})\geq\lambda_{Lehmer}$ が成り立つ．ただし，$w_{0}$ は
$W$の Coxeter元であり，$\lambda_{Lehmer}\approx 1.176$ は Lehmer数つまり，$t^{10}+t^{9}-t^{7}-t^{6}-t^{5}-t^{4}-t^{3}+t+1=0$

の根である．

Coxeter 系 $(W, S)$ の)x– $\vdash$系 $\Phi:=\{w(\alpha_{S})|w\in W, s\in S\}$を考える．ルート系 $\Phi$ の各元を
ルー $\vdash$ という．このとき，$\alpha=w(\alpha_{S})\in\Phi$ に対して、 鏡映変換 $r_{\alpha}$ : $Varrow V,$ $x\mapsto x-2(x, \alpha)\alpha$

は $r_{\alpha}=wsw^{-1}$ を満たす．ノレート系の部分集合 $\Phi^{+}:=\{\alpha=\sum_{s\in S}c_{S}\alpha_{s}|c_{s}\geq 0(s\in S)\}$ の元
を正ルー $\vdash$ といい，$\Phi^{-};=\{\alpha=\sum_{s\in S}c_{S}\alpha_{s}|c_{S}\leq 0(s\in S)\}$ の元を負ルートという．このとき，
$\Phi=\Phi^{+}\sqcup\Phi^{-}$ となることが知られている．適当な $I\subset S$ を用いて $\Phi_{I}:=\{w(\alpha_{S})|w\in W_{I}, s\in I\}$

と表される集合を標準放物型ルート部分系といい，適当な $I\subset S$ と $w\in W$ を用いて $w\Phi_{I}$ と表さ
れる集合を放物型ルート部分系という．部分集合 $I\subset S$ に対して $\Phi_{I}^{\pm}:=\Phi_{I}\cap\Phi^{\pm}$ とおき，$w\in W$

に対して $\Phi(w)$ $:=\{\alpha\in\Phi^{+}|w(\alpha)\in\Phi^{-}\}$ とおく．このとき，$|\Phi(w)|=\ell(w)$ となることが知られ
ている．また $w\in W_{I}$ のとき，$\Phi(w)\subset\Phi_{I}^{+}$ と $w\Phi(w)\subset\Phi_{I}^{-}$ が成り立つ．さらに次の命題が成り
立つ．

命題 2.4 ([11]) 任意の $z\in D_{I}$ と $\alpha\in\Phi_{I}$ に対して，$z(\alpha)\in\Phi^{+}$ が成り立つための必要十分条件
は $\alpha\in\Phi_{I}^{+}$ が成り立つことである．

命題 2.5 ([11]) Coxeter群の元 $g\in W$ は有限位数であると仮定して，次の直交分解を考える．

$V=N_{g}\oplus N_{g}^{c}.$

ここで，$N_{g}$ は固有値 1をもつ固有ベクトルで張られる $V$の部分空間であり，$N_{g}^{c}$ は 1と異なる固
有値をもつ固有ベクトルで張られる $V$ の部分空間である．このとき，もし $Pc(g)=zW_{I}z^{-1}$ な
らば，$z\Phi_{I}\subset N_{g}^{c}$が成り立つ．

3 有理曲面
本節では定理の証明に必要な有理曲面及びその上の自己同型写像に関する性質について概説
する．以下，$X$ は尖点反標準曲線 $Y$をもつ有理曲面として，線形写像と双有理共役とならず $\delta(F)$

が 1の幕根ではない自己同型写像 $F\in$ Aut $(X, Y)$ が存在すると仮定する．このとき，[10] におけ
る結果により，$X$ は

$\pi:X=X_{N}arrow X_{N-1}arrow^{1}\pi_{N}\pi_{N-}\ldotsarrow^{1}\pi X_{0}=\mathbb{P}^{2}$ (1)
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図 1: $(W_{N}, S_{N})$ の Coxeter グラフ $\Gamma_{N}$

と 1点 $x_{i}\in X_{i-1}$ でのブローアップ $\pi_{i}:X_{i}arrow X_{i-1}$ の合成で表される．また，$N\geq 10$ である．さ
らに，$C=\pi(Y)$ は尖点をもつ三次曲線であり，$\pi$ によってプローアップされる点は滑らかな点
集合 $C^{*}$ 上にある．以下，$\mathbb{P}$2の座標を $C=\{[x:y:z]\in \mathbb{P}^{2}|yz^{2}=x^{3}\}$ と尖点 [0:1:0] $\in C$ とな

るように選んでおく．このとき，$C^{*}=C\backslash \{[O: 1:0]\}$ は

$p:\mathbb{C}arrow C^{*}, p(t)=[t:t^{3}:1]$

とパラメータ付けられる．特に，$c*$ は複素平面 $\mathbb{C}$ と同型である．
合成 (1) を固定すると，コホモロジー群の表現 $H^{2}(X;\mathbb{Z})\cong$ Pic $(X)=\mathbb{Z}[H]\oplus \mathbb{Z}[E_{1}]\oplus\cdots\oplus \mathbb{Z}[E_{N}]$

が得られる．ここで，$H$ は $\mathbb{P}^{2}$ 内の直線の $\pi$ による全変換であり，易は点 $x_{i}$ 上の例外因子である．
コホモロジー群 $H^{2}(X;\mathbb{Z})$ 上の交差形式は次で与えられる:

$\{\begin{array}{ll}([H], [H])=1 ([E_{i}], [E_{j}])=-\delta_{i,j} (i,j=1, \ldots, N)([H], [E_{i}])=0 (i=1, \ldots, N) ,\end{array}$

ただし，$\delta_{i,j}$ は Kroneckerのデルタである．このとき，$[Y] \sim-K_{X}=3[H]-\sum_{i=1}^{N}[E_{i}]$ が成り立つ．

また，任意の自己同型写像 $F$ : $Xarrow X$ はコホモロジー群への作用 $F^{*}$ : $H^{2}(X;\mathbb{Z})arrow H^{2}(X;\mathbb{Z})$

を与え，$F^{*}$ は交差形式を保つ．この作用を抽象化すると，Lorentz格子へのWeyl群の作用が得
られる．Lorentz 格子 $\mathbb{Z}^{1,N}$ とは，次の Lorentz 内積が与えられた格子である:

$\mathbb{Z}^{1,N}=\bigoplus_{i=0}^{N}\mathbb{Z}\cdot e_{i},$ $(e_{i}, e_{j})=\{\begin{array}{ll}1 (i=j=0)-1 (i=j=1, \ldots, N)0 (i\neq j) .\end{array}$

自然数 $N\geq 3$ に対して，$S_{N}:=(s_{i})_{i=0}^{N1}$ で生成される群 $W_{N}\subset O(\mathbb{Z}^{1,N})$ をWeyl群という．ただ
し，$s_{i}:\mathbb{Z}^{1,N}arrow \mathbb{Z}^{1,N}$ は鏡映変換

$s_{i}(x)=x+(x, \alpha_{i})\cdot\alpha_{i},$ $\alpha_{i}:=\{\begin{array}{ll}e_{0}-e_{1}-e_{2}-e_{3} (i=0)e_{i}-e_{i+1} (i=1, \ldots, N-1)\end{array}$

である．このとき，$(W_{N}, S_{N})$ は位数 $N$ の Coxeter系になり，この Coxeter グラフ $\Gamma_{N}$ は図 1で与
えられる．特に，$(W_{N}, S_{N})$ は既約である．さらに，$N\geq 9$ のとき，$W_{N}$ は無限群になることが知
られている．
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自然なマーキング同型

$\phi=\phi_{\pi}$ : $\mathbb{Z}^{1,N}arrow H^{2}(X;\mathbb{Z})$ , $\phi(e_{0})=[H],$ $\phi(e_{i})=[E_{i}]$ $(i=1, \ldots, N)$

を考える．マーキングを与えると，次の図式を可換にする元 $w\in W_{N}$ が唯一存在する．

$\mathbb{Z}^{1,N} arrow^{w} \mathbb{Z}^{1,N}$

$\phi\downarrow \downarrow\phi$

$H^{2}(X;\mathbb{Z})arrow^{F^{.}}H^{2}(X;\mathbb{Z})$ .

このとき，$w$ は $F$ によって実現されるという ([6] 参照).
今，射影平面 $\mathbb{P}^{2}$ 上の双有理写像 $f$ であって $f(C)$ $:=\overline{f(C\backslash I(f))}=C$ と $I(f)\subset c*$ を満た
すもの全体の集合を $\mathcal{B}(C)$ で表し，二次双有理写像からなる $\mathcal{B}(C)$ の部分集合を $\mathcal{Q}(C)$ , 線形写
像からなる $\mathcal{B}(C)$ の部分集合を $\mathcal{L}(C)$ で表す．ただし，$I(f)$ は $f$ の不確定点集合である．任意の
$f\in \mathcal{B}(C)$ を $c*\cong \mathbb{C}$ に制限した写像は自己同型であり，適当な $\delta(f)\in \mathbb{C}^{\cross}$ と $c(f)\in \mathbb{C}$ を用いて

$f|c*:\mathbb{C}\ni t\mapsto\delta(f)\cdot t+c(f)\in \mathbb{C}$

と表される．ここで，$\delta(f)$ はパラメータ付けの仕方に依らない．また，次の命題が成り立つ．

命題 3.1 ([9]) 任意の $d\in \mathbb{C}^{\cross}$ に対して，$\delta(f)=d$ となる $f\in \mathcal{L}(C)$ が唯一存在する．特に，
$\delta(f)=1$ となる $f\in \mathcal{L}(C)$ は恒等写像 $f=id_{\mathbb{P}^{2}}$ である．

次に，ルートの表現について考察する．Coxeter 系 $(W_{N}, S_{N})$ に対する正ルート $\alpha\in\Phi^{+}$ を考
える．このとき，$\alpha$ は適当な $m_{i}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$ を用いて $\alpha=m_{0}e_{0}-\sum_{i=1}^{N}$ miei と表される ([2] 参照). 正
ルート $\alpha$ の次数を $\deg(\alpha):=m_{0}$で定義する．例えば，$\deg(\alpha)=0$ のときは適当な $i<i$ を用いて

$\alpha=e_{i}-e_{j}$ と表され，$\deg(\alpha)=1$ のときは適当な $i,$ $j,$ $k\in\{1, \ldots, N\}$ を用いて $\alpha=e_{0}-e_{i}-e_{j}-e_{k}$

と表される．
Coxeter 系 $(W_{N}, S_{N})$ のルート $\alpha\in\Phi$ は，$X$ 上の適当な正因子 $D$ を用いて $\phi(\alpha)=[D]\in$

$H^{2}(X;\mathbb{Z})$ と表されるとき，$(X, \phi)$ に対する結節ルートであるという．複素化された Lorentz格
子 $\mathbb{C}^{1,N}=\mathbb{Z}^{1,N}\otimes z\mathbb{C}$ の元 $\xi$ を固定して，$t_{i}=(\xi, e_{i}-e_{0}/3)$ とおく．また，合成 (1) で与え
られる双有理射 $\pi=\pi_{\xi}$ : $X=X_{\xi}arrow \mathbb{P}^{2}$ を考える．ただし，ブローアップされる点 $x_{i}$ は，
$\pi_{1}\circ\cdots 0\pi_{i-1}(x_{i})=p(t_{i})$ と $x_{i}\in(\pi_{1}0\cdots\circ\pi_{i-1})^{-1}(C)$ から一意に決まる点である．ここで，
曲面間の任意の双有理射 $\nu$ : $X_{1}arrow X_{2}$ と $X_{2}$ 上の因子 $D$ に対して，$v^{-1}(D)$ は $D$ の $\nu$ による狭
義引戻しを表す．今，$\phi=\phi_{\pi}$ : $\mathbb{Z}^{1,N}arrow H^{2}(X;\mathbb{Z})$ を $\pi$ から決まるマーキングとする．このと
き，正ルート $\alpha=m_{0}e_{0}-\sum_{i=1}^{N}m_{i}e_{i}\in\Phi^{+}$ が $(X, \phi)$ の結節ルートであるための必要十分条件は，
$m_{0}=\deg(D_{0})$ および $m_{i}=\mu_{x_{i}}$ (Do), $(1\leq i\leq N)$ となる $\mathbb{P}^{2}$ 上の正因子 $D_{0}$ が存在することであ
る．ここで，$\deg(D_{0})$ は $D_{0}$ の次数であり，$\mu_{x_{i}}(D_{0})$ は $(\pi_{1}0\cdots 0\pi_{i-1})^{-1}$ (Do) の点 $x_{i}$ における重

複度である．実際，正因子 $D_{0}$ と $\phi(\alpha)=[D]$ なる $X$ 上の正因子 $D$ は，$D=\pi^{-1}$ (Do) を通じて一
対一に対応している．

補題 3.2 ([11]) 正ルート $\alpha\in\Phi^{+}$ は $(\alpha, \xi)=0$ を満たすと仮定する．このとき，$\alpha$ は $(X, \phi)$ に

対する結節ルートである．

35



再び，$F\in$ Aut $(X, Y)$ を，$\mathbb{P}^{2}$ 上の線形写像と双有理共役とならず，$\delta(F)$ が 1の幕根とならない自
己同型写像とする．また，$w$ を $F$ によって実現される $W_{N}$ の元とする．このとき，$\delta(F)$ は $w$ の

固有値であり，$\pi=\pi_{\xi}$ : $Xarrow \mathbb{P}^{2}$ となる $\delta(F)$ に対応する固有ベクトル $\xi$ が存在する ([10] 参照).
さらに，$w$ の特性多項式は次のように表される :

$\chi_{w}(t) :=\det(tI-w)=R_{w}(t)S_{w}(t)$ .

ただし，$R_{w}(t)$ は円分多項式の積であり，$S_{w}(t)$ は Salem 多項式である．ここで，多項式 $S\in \mathbb{Z}[t]$

が Salem 多項式であるとは，次を満たす既約でモニックな整数係数の多項式である:(1) ある
$\delta>1$ が存在して $S(\delta)=S(\delta^{-1})=0,$ (2) $\delta^{\pm 1}$ 以外の $S$ の根はすべて絶対値が 1である．特に，
$\delta(F)$ は $S_{w}(t)=0$の根である．今，実ベクトル空間の Lorentz 内積に関する直交分解

$\mathbb{R}^{1,N}:=\mathbb{Z}^{1,N}\otimes_{\mathbb{Z}}\mathbb{R}=V_{w}\oplus$瑠

を，$w|_{V_{w}}$ と $w|_{V_{w}^{c}}$ の特性多項式がそれぞれ $S_{w}(t)$ と瑞 $(t)$ になるよう行う．このとき，玲と $V_{w}^{c}$

の符号数は，適当な $1\leq r<N$ を用いて，それぞれ $(1, r)$ と $(0, N-r)$ になる．Salem 多項式
$S_{w}(t)=0$ の根 $d$ に対して，$v_{d}\in \mathbb{C}^{1,N}$ を $w$ の固有値 $d$ に対応する (定数倍を除いて一意に決ま
る $)$ 固有ベクトルとする．ベクトル $v_{d}$ は $v_{d}\in \mathbb{Z}^{1,N}\otimes_{\mathbb{Z}}$ $\mathbb{Z}$同となるよう選ぶことができることに
注意する．

補題 3.3 Lorentz格子の元 $z\in \mathbb{Z}^{1,N}$ が $(z, v_{d})=0$ となるための必要十分条件は，$z\in V_{w}^{c}$ 口 $\mathbb{Z}^{1,N}$

となることである．

証明．もし $(z, v_{d})=0$ ならば，$(z, v_{d})$ $\in \mathbb{Z}$同より，$S_{w}(t)=0$ の任意の根 $x$ に対して $(z, v_{x})=0$

となる．したがって，$z\in V_{w}^{c}$ となる．逆は明らかである $\square$

命題 3.4 ルート $\alpha$ を $\Phi\cap V_{w}^{c}$ の元とする．このとき，$\alpha$ が結節ルートであるための必要十分条件
は，$\alpha\in\Phi^{+}$ であることである．

証明．もし $\alpha\in\Phi^{+}$ 口 $V_{w}^{c}$ ならば，補題 3.3と $\Phi^{+}\subset \mathbb{Z}^{1,N}$ から $(\alpha, v_{d})=0$が成り立つ．合成 (1) は，
適当な $c\in \mathbb{C}^{x}$ を用いて $\pi=\pi_{c\cdot v_{d}}$ : $Xarrow \mathbb{P}^{2}$ と表されることに注意する．このとき $(\alpha, c\cdot v_{d})=0$

だから，補題 3.2より $\alpha$ は $(X, \phi)$ に対する結節ルートになる．逆にもし $\alpha\in\Phi^{-}$ ならば，$\alpha$ は結
節ルートにならないことは明らかである 口

4 定理の証明
本節では，定理 1.1を証明する．以下，$X$ は尖点反標準曲線 $Y$ をもつ有理曲面として，線形写
像と双有理共役とならず $\delta(F)$ が 1の幕根ではない自己同型写像 $F\in$ Aut$(X, Y)$ が存在すると

仮定する．このとき，$d:=\delta(F)$ は $S_{w}(t)=0$ の根である．ただし，$w\in W_{N}$ は $F$ によって実現さ

れる元である．まず，次の補題を示す．

補題 4.1 Aut(X) $=$ Aut$(X, Y)$ が成り立つ．
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証明．上記の仮定のもと，$\pi$ によってブローアップされる点の数 $N$ は 10以上である．さらに，
$Y$ が既約であることと $Y^{2}=9-N<0$ であることから，任意の反標準曲線は $Y$ と一致する．
任意の自己同型写像 $F\in$ Aut(X) に対して，$F(Y)$ も反標準曲線だから，$F(Y)=Y$ , つまり
$F\in$ Aut $(X, Y)$が成り立つ．口

命題 4.2 ([10]) 固有値 $d$ に対応する $w$ の固有ベクトルを $v_{d}\in \mathbb{Z}^{1,N}\otimes_{\mathbb{Z}}$ $\mathbb{Z}$同とする．このとき，
任意の自己同型写像 $G\in$ Aut $(X, Y)$ に対して $g(v_{d})=\delta(G)v_{d}$ が成り立つ．ここで，$g\in W_{N}$ は
$G$ によって実現される元である．さらに，$\delta(G)$ $\in \mathbb{Z}$同が成り立つ．

有理曲面 $X$ 上の自己同型写像 $G\in$ Aut(X) $=$ Aut $(X, Y)$ に対して，$g\in W_{N}$ を $G$ によって実
現される元とする．命題 4.2から $g(v_{d})=\delta(G)v_{d}$ が成り立つため，適当な $\eta(g)\in \mathbb{C}$ を用いて
$g(v_{\lambda})=\eta(g)v_{\lambda}$ が成り立つ．ただし，$\lambda=\lambda(w)>1$ は $w$ : $\mathbb{Z}^{1,N}arrow \mathbb{Z}^{1,N}$ のスペクトル半径である．
ここで，$v_{\lambda}\in \mathbb{Z}^{1,N}\otimes_{\mathbb{Z}}\mathbb{Z}[\lambda]\subset \mathbb{R}^{1,N}$は $v_{\lambda}^{2}=0$を満たし，$g$ は $\{z\in \mathbb{R}^{1,N}|z^{2}>0\}$ の連結成分を保
つため，$\eta(g)>0$ が成り立つ．これより，準同型写像 $\eta$ :Aut $(X)arrow \mathbb{R}_{>0},$ $\eta(G):=\eta(g)$ が得られ
る．また，$\eta(F)=\lambda(w)>1$ であること，そして，もし $\eta(G)>1$ ならば $\eta(G)=\lambda(g)>1$ である
ことを注意しておく．

補題 4.3 ([11, 12]) 適当な Fo $\in$ Aut(X) を用いて ${\rm Im}(\eta)=\{\eta(F_{0})^{n}|n\in \mathbb{Z}\}\cong \mathbb{Z}$ が成り立つ．

定理 1.1の証明．準同型写像 $\eta$ の核から $G\in Ker(\eta)\subset$ Aut(X) を選び，$g\in W_{N}$ を $G$ によって

実現される元とする．写像 $G$ は $\eta(G)=\eta(g)=1$ , つまり，$g(v_{\lambda})=v_{\lambda}$ を満たすから，$S_{w}(t)=0$

の任意の根 $x$ に対して $g(v_{x})=v_{x}$ が成り立つ．したがって，$g|_{V_{w}}=id_{V_{w}}$ , つまり，$V_{w}\subset N_{g}$ が

成り立つ．ここで，$N_{g}$ は命題 2.5で与えられた部分空間である．さらに，$V_{w}^{c}$ は負定値だから，$g$

は有限位数である．そこで，適当な $I\subset S$ と $z\in D_{I}$ を用いて Pc$(g)=zW_{I}z^{-1}$ とおき，適当
な有限位数の元 $go\in W_{I}$ を用いて $g$ を $g=zg_{0}z^{-1}$ と表す (命題 2.2参照). 今，$go\neq 1$ , つまり，
$|\Phi(g_{0})|=\ell(g_{0})\geq 1$ を仮定して，ルート $\alpha\in\Phi(g_{0})\subset\Phi_{I}^{+}$ を固定する．このとき，命題 2.4から，
$z(\alpha)\in\Phi^{+}$ そして $g(z(\alpha))\in\Phi^{-}$ が成り立つ．また，命題 2.5から，$z(\alpha)\in N_{g}^{c}$そして $g(z(\alpha))\in N_{g}^{c}$

が成り立つ．ここで，$N_{g}^{c}$ は $V_{w}^{c}$ に含まれることに注意する．命題 3.4から，$z(\alpha)$ は結節ルートで
あり，$g(z(\alpha))$ は結節ルートではない．しかし，$\phi(z(\alpha))$ は正因子だから，$G^{*}\phi(z(\alpha))=\phi(g(z(\alpha)))$

も正因子である．これは，$g(z(\alpha))$ が結節ルートでないことに矛盾する．それゆえ，$g_{0}=1$ そして
$g=1$ となる．このとき，$G$ は $\mathbb{P}^{2}$ 上の線形写像 $\overline{g}:=\pi oGo\pi^{-1}$ を誘導する．写像 -g は $C$ を保つ
ため，$\overline{g}\in \mathcal{L}(C)$ となる．元 $g$ は $g(v_{d})=v_{d}$を満たすから，$\delta(G)=\delta(\overline{g})=1$ となる．それゆえ，命
題 3.1から，$\overline{g}=id_{\mathbb{P}^{2}}$ が成り立つ．よって，$G=id_{X}$ , つまり，Aut(X) $=\langle F_{0}\rangle\cong \mathbb{Z}$ となる．定理
1.1が証明された 口

定理 4.4定理 1.1の仮定に加えて，$F$ は Coxeter元を実現すると仮定する．このとき，$X$ の自己
同型群は，Aut(X) $=\langle F\rangle$ と表される．

証明．以下，$w$ は Coxeter 元であると仮定する．このとき，適当な $n\in \mathbb{Z}$ を用いて，$F=F_{0^{n}},$

$w=w_{0}^{n}$ そして $\lambda(w)=\lambda(w_{0})$回が成り立つ．ここで，$w_{0}$ は凡によって実現される元である．命
題 2.1から，$w$ そして $w_{0}$ は本質的であり，命題 2.3から，$\lambda(w_{0})\geq\lambda(w)>1$ だから，$|n|=1$ が成
り立つ．それゆえ，Aut(X) $=\langle F\rangle$ となる．よって，定理 4.4が証明された．口
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