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1 チェス盤上のパズル

縦横 8 マスのチェス盤上に 8個の互いが攻撃しないクイーンの配置を
見つけるパズルはエイトクイーンパズルと呼ばれ，バックトラックアルゴ
リズムの解析などで研究対象になっている．エイトクイーンパズルを，一
般の $n$ に対して縦横 $n$ マスのチェス盤に拡張したパズルは n-クイーン問
題と呼ばれ制約充足問題の典型例であり，プログラムの高速化の手法の研
究対象やベンチマークとして取り上げられることも多い．n-クイーン問題
については I. Rivin, I. Vardi, and P. Zimmerman[l] に詳しく紹介されて
いる．

n-クイーン問題はクラス $\#P$ に含まれないことが知られており [2], した

がって解の個数を求めることは難しい．エイトクイーン問題については，
本質的に異なる解は全部で 12個あることが知られている．N. J. A. Sloane
の The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences $($http: $//oeis.org/)$ に，

多くの組合せ構造に関連する数列がまとめられており，$n=26$ まで n-ク
イーン問題の解の個数が与えられている．
アルゴリズムの研究対象として 2次元のチェス盤上の n-クイーン問題

は種々の変形が提案されている．例えば，P\’olya[3] は $n\cross n$ の正方形の相

対する辺を同一視して得られるトーラス上のチェス盤における n-クイー
ン問題 (トロイダル n-クイーン問題，モジュラー n-クイーン問題とも呼
ばれる) について考察している．この場合は平面における n-クイーン問
題よりも理論的な解析が可能となる．また，3次元以上の超立方体に拡張
した n-クイーン問題も [4] などで考えられている．さらにクイーンの代わ
りに，縦横に動くことが出来る駒であるルークを用いた n-ルーク問題も
考察されている．
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2 立方体上のパズル

著者の一人は平面上のゲームやパズルを立方体上に拡張すること試み
ている．例えば．数独パズルを立方体表面上に拡張することを考察してい
る．これはラテン方陣や数独グリッドを立方体表面に展開した組み合わせ
デザインの構成法の研突に他ならない．これらの組み合わせデザインの存
在性は立方体の 1面におけるマス目の数に依存し，その存在性の必要十条
件については [6] において完全に解析されている．本論文では，パズルを
立方体上に拡張する試みの一例として [5] において得た n-クイーン問題を
立方体表面上に展開する試みに関する計算機実験結果について報告する．
立方体上のルークは，2次元チェス盤上のルークと同様に縦横に動く事
ができる．図 1にルークの動きの一例を示す (図において $R$ がルークを
表す) 一方，2次元チェス盤上のクイーンの動きを立方体表面に拡張す

図 1: 立方体上でのルークの動き

る方法は複数考えられる．[5] では，立方体上におけるクイーンの縦横の
動きはルークと同様とし，立方体上の面の対角線上にクイーンがある場合
には，斜めの動きをクイーンが位置している面の上だけに限定して考えて
いる．立方体上の面の対角線上にクイーンがない場合には，2のようにマ
ス目の対角線をたどり，クイーンの存在するマス目と頂点を共有する隣接
したマス目へ移動する動きをクイーンの斜め方向の動きとする．

図 2: 立方体上でのクイーンの動き
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立方体上の n-クイーン問題 (または n-ルーク問題) の解とは，立方体
上で互いに攻撃しない位置に最大個数のクイーン (またはルーク) を置く

配置のことである．ここで，$n$ は立方体の一辺の長さを指しており，置く
駒の個数ではない．図 3,4に，一辺が 2の立方体上のルーク問題の解と
それを展開図に記載したものを示す．

図 4: 2-ルーク問題の解の展開図

図 3: 2-ルーク問題の解

2.1 n-ルーク問題の解の特性

平面チェス盤の n-ルーク問題の解においては $n$ 個のルークを置くこと

は明らかであるが，立方体上の n-ルーク問題の解がいくつのルークを持

つのか自明ではない．[5] において，一辺が $n$ の立方体上に置くことが出
来る互いに攻撃しないルークの最大個数は $L\frac{3n}{2}$」であることを示している．
よって，$L\frac{3n}{2}$」個のルークをおいて互いに攻撃しない位置に配置されてい
ることを調べることでルーク問題の解であるかどうか判断できる．

3 正 8面体群の作用

3.1 群の作用と Cauchy-Frobenius の定理

空間の中にある立方体に，それをそれ自身に重ね合わせる変換を施す
と，n-クイーン問題や n-ルーク問題の解から新しい解を導出できるが，こ
の変換によって互いに移り合う解は同じものと考えられる．立方体をそれ
自身に重ね合わせる変換は正 8面体群をなし，以下の 3つのタイプに分
類できる．正 8面体群は 4次の対称群 $S_{4}$ と同型であることに注意してほ
しい．

1. 相対する面の中心を結ぶ線を軸として，$\frac{2\pi}{4}$ だけ回転する変換．
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2. 相対する頂点を結ぶ線を軸として，$\frac{2\pi}{3}$ だけ回転する変換．

3. 相対する辺の中点を結ぶ線を軸として，$\pi$ だけ回転する変換．

同値類の個数を求めるには Cauchy-Frobenius の定理 (Burnside の定理
とも呼ばれる) を利用する．

補題 3.1 (Cauchy-Frobenius の定理) 有限群 $G$ が有限集合 $S$ に作用し
ているとする．この時，$G$ の作用により導かれる $S$ の同値類の数は

$\frac{1}{|G|}\sum_{g\in G}\psi(g)$ (3.1)

で与えられる．ここで，各 $g\in G$ に対して，$\psi(g)$ は $g$ により不変 (つま

り $gs=s)$ となる $S$ の元 $s$の個数を表す．口

正 8面体群の n-クイーン問題 (または n-ルーク問題) の解の集合上の

作用において不変となる解の個数を調べることにより，Cauchy-Frobenius
の定理から正 8面体群の作用に関する同値類の個数を求めることが出来
る．以下の補題は簡単に示すことができる．

補題 3.2群の元 $g_{1}$ と $g_{2}$ が同じ共役類に含まれるならば，$\psi(g_{1})=\psi(g_{2})$
である．

補題 3.2から，Cauchy-Frobenius の定理を利用して同値類の数を計算
するときには，同じ共役類に含まれる群のすべての元について $\psi$ の値を

計算する必要はなく，各共役類につき一つの元に対して $\psi$ の値を計算す
れば十分である．
次に，正 8面体群の作用について説明する．立方体は 4つの対角線を

持っており (図 5,6,7,8を参照してほしい), 正 8面体群の作用が 4つの
対角線の置換を引き起こす．ここで，頂点 1-7, 2-8, 3-5, 4-6を結んだ対角
線をそれぞれ $a,$ $b,$ $c,$ $d$ と名付ける．

図 5: 対角線 a 図 6: 対角線 $b$ 図 7: 対角線 $c$ 図 8: 対角線 $d$
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正 8面体群の作用が引き起こす対角線の置換を考えることで，正 8面
体群が 4次の対称群と同一視できる．例えば，タイプ 1の置換である面
1-2-3-4と面 5-6-7-8の中心を結ぶ線を軸として $\frac{\pi}{2}$ だけ回転する操作は，対
角線 $a,$ $b,$ $c,$ $d$ をそれぞれ対角線 $b,$ $c,$ $d,$ $a$ に移す．これは，置換 (abcd) に
対応する．タイプ 1の置換である，面 1-2-3-4と面 5-6-7-8の中心を結ぶ
線を軸として $\pi$ だけ回転する操作は，対角線 $a,$ $b,$ $c,$ $d$ をそれぞれ対角線

$c,$ $d,$ $a,$
$b$ に移す．これは，置換 $(ac)(bd)$ に対応する．

タイプ 2の置換である，対角線 $a$ を軸として，$\frac{2\pi}{3}$ だけ回転する操作は，
対角線 $a,$ $b,$ $c,$ $d$ をそれぞれ対角線 $a,$ $c,$ $d,$ $b$ に移す．これは，置換 $(bcd)$ に

対応する．
タイプ 3の置換である，辺 1-5の中心と辺 3-7の中心を結ぶ線を軸とし
て，$\pi$ だけ回転する操作は，対角線 $a,$ $b,$ $c,$ $d$ をそれぞれ対角線 $c,$ $b,$ $a,$ $d$ に

移す．これは，置換 $(ac)$ に対応する．同様に正 8面体群の全ての元は 4つ
の対角線 $a,$ $b,$ $c,$ $d$ の置換を引き起こし，実際に 4次の対称群 $S_{4}$ と同型対

応が付けられる．従って，正 8面体群を 4つの対角線に関する対称群 $S_{4}$

と同一視出来る．対称群の共役類は同じ巡回型を持つ元からなることが
知られている．すると (4次の対称群と同一視して) 正 8面体群の共役類

は 5つあり，それぞれ代表元として $e,$ (ab), $(ab)(cd),$ $(abc)$ , (abcd) をとる
ことができる．従って，補題 3.2と (3.1) から n-クイーン問題 (または n-
ルーク問題) の同値でない解の個数は以下となる．

$\frac{1}{24}(\psi(e)+6\psi((ab))+3\psi((ab)(cd))+8\psi((abc))+6\psi((abcd)))$ (3.2)

3.2 計算上の工夫

計算機実験により解の個数を求める際に，不必要な計算を省くことによ
り計算量を削減するため以下の事実を利用する．これらの証明は [5] を参
照してほしい。

1. $n\geq 2$ ならば立方体上の n-ルーク問題 (n-クイーン問題) の解は，

変換 $(ab)(cd)$ と (abcd) により不変ではない．

2. $n=2k+1$ ( $k$ は自然数) ならば立方体上の n-ルーク問題の解は変
換 $(abc)$ により不変ではない．

3. 立方体上の n-ルーク問題 (n-クイーン問題) の解において，もし置
くルーク (またはクイーン) の数が奇数であるならば，その解は置
換 (ac) により不変ではない．
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n-ノレーク問題に関して，1 から $,$
$n\geq 2$の時，$\psi((abcd))=\psi((ab)(cd))=$

0となるので，(3.2) から同値でない解の個数は，

$\frac{1}{24}(\psi(e)+6\psi((ab))+8\psi((abc)))$ (3.3)

と求められる．もし $n$ が奇数の時は 2により $\psi((abc))=0$ なので

$\frac{1}{24}(\psi(e)+6\psi((ab)))$ (3.4)

と求められる．もし置かれるルークの個数が奇数であれば 3により $\psi((ab))=$

$0$ なので

$\frac{1}{24}(\psi(e)+8\psi((abc)))$ (3.5)

と求められる．特に，$n$ が奇数でありかつもし置かれるルークの個数が奇
数であれば

$\frac{1}{24}\psi(e)$ (3.6)

となる．

n-クイーン問題に関しても，1から，$n\geq 2$ であるならば $\psi((abcd))=$

$\psi((ab)(cd))=0$ となるので，(3.2) から同値でない解の個数は，

$\frac{1}{24}(\psi(e)+6\psi((ab))+8\psi((abc)))$ (3.7)

と求められる．もし置かれるクイーンの個数が奇数であれば 3により
$\psi((ab))=0$ なので

$\frac{1}{24}(\psi(e)+8\psi((abc)))$ (3.8)

と求めることが出来る．
さらに，[5] において，立方体上の解の組み合わせ的性質を利用して n-

ルーク問題に関する $\psi(e)$ が以下のように求められている．

1. $n=2k$ ( $k$ は自然数) のとき，

$2^{3k}\cross(k!)^{3}\cross(\begin{array}{l}2kk\end{array})$

2. $n=2k+1$ ( $k$ は自然数) のとき，

$3\cross 2^{3k+1}\cross(k+1)!\cross(k!)^{2}\cross(2k +1k)\cross(k +1k)$
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このことから，もし $n=4m+1$ ($m$ は自然数) であれば，n-ルーク問題
の同値でない解の個数は

$2^{6m-2}\cross(2m+1)!\cross((2m)!)^{2}\cross(\begin{array}{ll}4m +12m \end{array})\cross(\begin{array}{l}+12m2m\end{array})$

であることがわかる．従って n $=$ 5,9,13,17, . . . の時に限っては，n-ルー
ク問題の同値でない解の個数を理論的に求めることができる．

4 計算機実験

計算機実験を行 $1\backslash$ , 立方体上の n-クイーン問題の解の個数を $n=8$ ま

で，n-ルーク問題の解の個数を $n=6$ まで求めた．結果を表 1, 2に示す．
計算機実験には CPU:Intel Core $i3$ (3.06 GHz), $OS$ :Mac OSX バー

ジョン 10.6.8, メモリ :8 $GB$ 1333 MHz DDR3, コンパイラ:GCC バー

ジョン 4.4.3を用いた．詳細は [5] を参照してほしい．
また計算にかかった時間を表 3に示す．計算時間は Linux の time コマ
ンドにより各 1回計測した．$n=9$ の n-クイーン問題についても実験をお
こなったが，1週間程度の時間を要しても計算は終了しなかった．これま
での計算結果と計算時間から $n=9$ の場合は計算が実用時間で終わらな
いことが予想される．さらに大きな $n$ に対しては，分散計算などの計算上
の工夫が必要となる．

表 1: 立方体上の n-ルーク問題の解の個数
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