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講演では 3つの予想を軸にお話した．これらの予想はその後 1年余り
の間に飛躍的な研究成果をもたらし，うち 2つについては現時点におい
て満足すべきレベルまでの解決をみた．ここでは，“MZSVに関する双対
的性質 “ と，未解決の 2-1関係式 “ の 2予想について記す．

1 次元予想と直和予想
最初に多重ゼータ値のいくつかの基本事項を復習しておく．
収束インデツクス $k=(k_{1},k_{2}, \ldots,k_{n})$ すなわち $k_{1}\geq 2,$ $k_{j}\in \mathbb{N}(i=$

$1,2,$ $\ldots,n)$ を満たす多重インデックス $k$ に対して，

$\zeta(k)=\zeta(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})=\sum_{m1>m2>\cdots>m_{n}>0}\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}m_{2}^{k_{2}}\cdots m_{n^{n}}^{k}}$

で多重ゼータ値 (MZV) を，

$\zeta^{\star}(k)=\zeta^{\star}(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})=\sum_{m_{1}\geq m_{2}\geq\cdots\geq m_{n}>0}\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}m_{2}^{k_{2}}\cdots m_{n^{n}}^{k}}$

で等号付き多重ゼータ値 (MZSV) を定義する．また，$k$ の weight wt(k),
depth $dep(k)$ , height ht(k) とは，それぞれ，$k_{1}+k_{2}+\cdot$ $\cdot\cdot+k_{n},$ $n,$ $\#\{j|k_{j}\geq$

$2\}$ の値とする．同じ weight をもつ MZV と MZSVは，互いに他の一次結
合で表せる．
多重ゼータ値について

$\zeta(2,1)=\zeta(3)$ , $\zeta(2,1,1)=\zeta(4)$ , $\zeta(3,1)=\frac{1}{4}\zeta(4)$ $\zeta(2,2)=\frac{3}{4}\zeta(4)$ ,

$\zeta(2,2_{\tilde{n}}. . , 2)=\frac{\pi^{2n}}{(2n+1)!}, \zeta(_{\frac{3,1,3,1,\ldots,3,1}{2n}})=\frac{2\pi^{4n}}{(4n+2)!},$

などを始めとして，たくさんの関係式が知られている．
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各 weight の多重ゼータ値の張る $\mathbb{Q}$ベクトル空間については，次のよう
なことが予想されている．4を，$\mathcal{Z}_{0}=\mathbb{Q},$ $\mathcal{Z}_{1}=\{0\},$ $k\geq 2$ については

$\mathcal{Z}_{k}=\sum_{k\in I_{0}(k)}\mathbb{Q}\zeta(k)$
とし，

$\mathcal{Z}=\sum_{k\geq 0}\mathcal{Z}_{k}$
で定義する．ここで $I_{0}(k)$ は，weight

が $k$ の収束インデックスの全体を表している．一般に $\mathcal{Z}_{k}\cdot Z_{k’}\subset \mathcal{Z}_{k+k’}$ が

成り立つ．一方，数列 $\{d_{k}\}$を，$d_{0}=1,d_{1}=0,d_{2}=1,$ $k\geq 3$ については

$d_{k}=d_{k-2}+d_{k-3}$ で定義する．このとき，多重ゼータ値に関する次元予想
と直和予想とは次のものである．

予想 1(次元予想). 任意の整数 $k\geq 0$ に対して

$\dim_{\mathbb{Q}}\mathcal{Z}_{k}=d_{k}.$

予想 2(直和予想).

$\mathcal{Z}=\bigoplus_{k\geq 0}\mathcal{Z}_{k}.$

予想次元を表にすると以下のようになっている．

次元予想に関する著しい結果は以下のものである．

定理 1 (Terasoma [11], Deligne-Goncharov [2]). 任意の整数 $k\geq 0$ に対
して

$\dim_{\mathbb{Q}}\mathcal{Z}_{k}\leq d_{k}.$

2MZSVの双対的性質
収束インデックス $k(ht(k)=s)$ から，自然数の組 $\{a_{1}, b_{1},a_{2}, b_{2}, \ldots, a_{s}, b_{S}\}$

を次のように決める:

$k=(a_{1}+1,1,1,.., 1, a_{2}+1,1,1,.., 1, \ldots\ldots, a_{s}+1,1,1,.1)\tilde{b_{1}-1}.\tilde{b_{2}-!}.\tilde{b_{s}-}.1^{\cdot\prime}.$

このとき，$k$ の双対インデックス $k’$ を次で定める:

$k’=(b_{S}+1,1,1,.., 1, b_{s-1}+1_{\frac{1,1,\ldots,1}{a_{s-1}-1}}, \ldots\ldots, b_{1}+1_{\frac{1,1,\ldots,1}{a_{1}-1}})\tilde{a_{s}-1}.,,.$

このとき，多重ゼータ値 (MZV) の双対関係式とは次のものである．
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定理 2 (双対関係式 (known)).

$\zeta(k’)=\zeta(k)$ .

証明は多重ゼータ値の反復積分表示における変数変換による．
双対関係式は長らく MZV固有のものと考えられていた．しかし，Kaneko

は Hoffmanの行った研究，すなわち有限和に制限した多重ゼータ値の観察
から着想を得て，そのひとつの帰結として，高さ 1のMZSVの双対的性質
に関する予想を定式化した．この予想はその後，筆者との共同研究の中で一
般の高さにおける予想に拡張されるとともに，高さ 1に関しての証明が与え
られた．これを述べるにあたって，$\mathcal{R}=\mathbb{Q}\{\zeta(2),\zeta(3), \zeta(5), \zeta(7),\zeta(9), \ldots\}$

とし，$\mathcal{R}_{k}$ は $\mathcal{R}$ の weight $k$ 部分ベクトル空間とする．つまり，
$\mathcal{R}_{2}=\mathbb{Q}\zeta(2) , \mathcal{R}_{3}=\mathbb{Q}\zeta(3) , \mathcal{R}_{4}=\mathbb{Q}\zeta(2)^{2},$

$\mathcal{R}_{5}=\mathbb{Q}\zeta(5)+\mathbb{Q}\zeta(2)\zeta(3) , \mathcal{R}_{6}=\mathbb{Q}\zeta(3)^{2}+\mathbb{Q}\zeta(2)^{3},$

$\mathcal{R}_{7}=\mathbb{Q}\zeta(7)+\mathbb{Q}\zeta(2)\zeta(5)+\mathbb{Q}\zeta(2)^{2}\zeta(3)$ ,

である．また，$I_{0}(k, n, s)=\{k| wt(k)=k, dep(k)=n, ht(k)=s\}$ と
する．

予想 3 (MZSVの双対的性質の予想 (Kaneko- $O$ . [5])). $m,$ $n\geq s\geq 1$ に対
して，次が成立する:

$(-1)^{n} \sum_{k\in I_{0}(m+n+1,m+1,s)}\zeta^{\star}(k)-(-1)^{m}\sum_{k\in I_{0}(m+n+1,n+1,s)}\zeta^{\star}(k)\in \mathcal{R}_{m+n+1}.$

定理 3 (height 1の双対的公式 (Kaneko- $O$ . [5], Yamazaki [12])). 上の予
想は，$s=1$ のとき正しく，さらに次が成立する．

$\sum_{n,m\geq 1}\{$ $(-1)^{m}\zeta^{\star}(m+1,1,1, \ldots, \sim m1)\}x^{m}y^{n}$
$\sim n1)-(-1)^{n}\zeta^{\star}(n+1,1,1,$

$\ldots,$

$= \psi(x)-\psi(y)+\pi(\cot(\pi x)-\cot(\pi y))\frac{\Gamma(1-x)\Gamma(1-y)}{\Gamma(1-x-y)}.$

注意 一般の高さに関する MZSV の双対的性質の予想は，2012年の Li の
論文 ([6]) で肯定的に解決された．Liの証明は C. Yamazaki による高さ 1
の場合の証明を一般化したものと言え，一般超幾何関数の接続公式を巧
みに用いている．
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3 2-1予想
次に，今のところ MZSV 固有の予想関係式 (つまり MZV では類似の
関係式が発見されていない) を述べる．

予想 4 (2-1予想 ( $O$ .-Zudilin [10])).

$\zeta^{\star}(2,2_{s}\ldots,21,1, \ldots,2,2_{Sp}. . , 21)\sim_{1}’\frac{2,2,\ldots,2}{s2},\sim$
’

$= \sum_{k}(-1)^{\ell-dep(k)}2^{dep(k)}\zeta^{\star}(k)(=\sum_{k}2^{dep(k)}\zeta(k))$

ここで，和は $k=$ $(2s_{1}+1$ 口 $2s_{2}+1\square \ldots\square 2s_{\ell}+1)$ の形，ただし各々
の口には “, ”か t‘

$+$ ”のどちらかが入る，$2^{\ell-1}$ 個のインデックスを走るもの
とする．

以下，解決している場合のいくつかについて述べる．まず，$\ell=1$ の場
合については先人の結果

$n$

がある．これは巡回和公式 ([9]) の特別な場合と見ることもできる．つぎ
に，$\ell=2$ の場合については，巡回和公式の証明に登場するような部分分
数の計算操作を駆使することで示され次を得る．

定理 4 ( $O$ .-Zudilin [10]). $n\geq j\geq 1$ に対して

また，ダブルシャッフル関係式を応用する証明手法により，$\ell=k-2,$
$s_{1}=1,$ $s_{2}=s_{3}=\cdots=s_{k-2}=0$ の場合も証明できるのだが，この証明
の途上で自然につぎの関係式が導かれる．

定理 5 (Weighted sum formula ( $O$ .-Zudilin [10])). $n\geq 3$ に対して

$\sum_{J^{=2}}^{n-1}2^{j}\zeta(j, n-j)=(n+1)\zeta(n)$ .

Weighted sum formula の類似や一般 depth への拡張の研究 2は内外で
行われており，いくつかの進んだ成果が知られている．

2T. Nakamura [8], L. Guo and B. Xie [4], M. Eie, W.-C. Liaw and $Y$ .-L. Ong [3]
など．
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