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1 はじめに

制約条件下で目的関数を最小，もしくは最大にするような問題は最適化問題と呼ばれる．そのうち目的関
数が複数のものを多目的最適化問題と呼ぶ．実問題では単目的の問題のほうが稀で多くの場合多目的最適
化問題になる．
多目的最適化問題における意思決定方法としてさまざまな数値手法を用いた方法が研究されている．そ

れらは高速に最適に近い解を求めるが，正しい解が得られているか確認する方法がないという問題がある．
一方で，数値手法では解決が困難であるパラメータ付きの最適化問題や非凸最適化問題の強力なツールと
して限量記号消去 (quantifier elimination: $QE$) アルゴリズムを用いる試み [9] が数多く現れている．しか
し，$QE$ は計算量が大きいために工学・産業上で求められる問題の規模・計算時間の点ではまだ実用的で
はない．

本稿では $QE$ のみを適用した場合には解けない多目的最適化問題にたいして数値手法を組み合わせるこ
とで高速に精度良く求める方法を提案する．

2 多目的最適化問題

ものづくりの現場ではさまざまな設計がおこなわれている．設計とは，ある制約条件の下で所望の性能
性質を満足するような設計対象を規定することといえ，それらを最適化 (最小化/最大化) するように設計

パラメータを求めることを設計最適化問題と呼ぶ．
最適化問題は以下のように定式化される．

minimize $y_{1}=f_{1}(x),$ $y_{2}=f_{2}(x),$
$\ldots,$

$y_{n}=f_{n}(x)$

subject to $x\in C(x)=\{x\in \mathbb{R}^{k}|g_{1}(x)\leq 0, g_{2}(x)\leq 0, \ldots, g_{m}(x)\leq 0\}$
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図 1: パレート最適解

ここで $f_{i}(x)$ は目的関数，$C(x)$ は制約条件とよばれる．複数の目的関数をもつ最適化問題を多目的最適
化問題といい，目的関数が 1つの場合には単目的最適化問題という．
単目的最適問題であれば，実数の大小関係が全順序であるから最適解の概念は明瞭であるが，多目的最適

化の場合には目的関数の間に一方が良くなれば他方が悪くなるトレードオフ関係があるため最適解はーつ
ではない．そこで多目的最適化問題では次に示すパレート最適解の集合を最適解として扱う．

定義 1
任意の $x’\in C(x)$ に対して以下の条件を満たすものがないとき，実行可能解 $x\in C(x)$ はパレート最適解
であるという．

$f_{i}(x’)\leq f_{i}(x) (\forall i=1, \ldots, n)$

$f_{j}(x’)<f_{j}(x) (\exists j\in\{1, \ldots, n\})$

多目的最適化に対しては様々な手法が知られているが大きく 2つに分類される．1つは問題を単目的最
適問題に落として最適解を求める方法で，他方はパレート最適解そのものを求める方法である．
前者の古典的な方法は，目的関数に対する重み $w_{i}$ を用いて単目的最適化問題に変換する．

mlnlmlze $y= \sum_{i=1}^{n}w_{i}f_{i}(x)$

subject to $x\in C(x)=\{g_{1}(x)\leq 0, g_{2}(x)\leq 0, \ldots, g_{m}(x)\leq 0\}$

この方法では多くの場合パレート最適解の 1つを得ることができるが，非凸問題ではパレート解を求め
られないことがある．さらに各 $f_{i}$ が所望の性能・性質を得られなかった場合には重みを変えて最適化をや
りなおす必要がある．後者は，パレート最適解を求めるのでやり直しの必要はないが十分な精度の解を得
るには計算量が大きくなるという問題がある．

3 Quantifier Elimination
ここでは多目的最適化問題に対する数式処理アプローチである $QE$ について説明する．
限量記号消去アルゴリズム (quantifier elimination algorithm) [8, 1, 6] とは，与えられた形式理論 (formal

theory) について「限量記号付きの式 (一階述語論理式)」を入力とし「等価で限量記号無しの式」を出力
するアルゴリズムのことである．

例えば $QE$ は以下のような $QE$ 問題を限量記号なしの等価な式に変換する．

ヨ$x(x^{2}+bx+c=0)$ $\Rightarrow$ $b^{2}-4c\geq 0$

143



$\exists x_{1}, \exists x_{2}(y_{1}^{2}=4x_{1}\wedge y_{2}=x_{1}-x_{1}x_{2}+5\wedge 1\leq x_{1}\leq 4\wedge 1\leq x_{2}\leq 2)$

$\Rightarrow (y_{1}\geq 2\vee y_{1}\leq-2)\wedge-4\leq y_{1}\leq 4\wedge y_{2}\leq 5\wedge 4y_{2}+y_{1}^{2}-20\geq 0)$

$QE$ は一階述語論理式によって表現される広範囲の重要な応用問題 (最適化問題) に適用できる強力な

ツールである．また等価な変換を行うため数値手法が扱いが困難な非凸問題も正確に解くことができる．と
ころが，$QE$ の計算量の下限が指数的であること示されている [3]. 計算量の壁を乗り越えるために従来の
数値的な手法で使われているアイデアを $QE$ の代数的な算法に取り入れて高速に実現する研究 [2,7,5] も

行われている．

4 数値手法と数式処理による多目的最適化
ここでは例を用いて数値手法と数式処理手法の解法の違いを説明する．
典型的な数値手法のアルゴリズムは以下のように記述できる．代表的な手法である遺伝的アルゴリズム

(Genetic Algorithm: $GA$) [4] 等は $x$ をうまく選択することで少ない繰り返し回数で局所解に陥らずに最
適解を得るように工夫している．

アルゴリズム 1
$num_{-}opt(\{fi(x), \ldots, f_{n}(x)\}, C(x))$

入力: $f_{i}(x)$ : 目的関数
$C(x)$ : 制約条件

出力: パレート最適解集合
Loop

$xarrow$ 任意に選択

if $C(x)$ then
$y_{i}arrow f_{i}(x)$

plot $(y_{1}, \ldots, y_{n})$

return パレート最適解集合

一方，$QE$ を用いて多目的最適化問題を解く場合には最初に多目的最適化問題を以下のような $QE$ 問題

に置き換える．

$\exists x(y_{1}=f_{1}(x)\wedge y_{2}=f_{2}(x)\wedge\cdots\wedge y_{n}=f_{n}(x)\wedge C(x))$

$QE$ で $x$ を消去することで跳の可能領域を得ることができ，パレート最適解が容易に得られる．

図 2, 図 3は以下の問題をそれぞれ数値手法，数式処理手法を用いて解いた結果を図示したものである．

minimize $y_{1}=2\sqrt{x_{1}},$ $y_{2}=x_{1}-x_{1}x_{2}+5$

subject to $1\leq x_{1}\leq 4,$ $1\leq x_{2}\leq 2$
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図 2: 数値手法 ($GA$) による最適化 図 3: 数式処理手法 ($QE$) による最適化

数値手法は高速で少ない繰り返しで最適解が得られることが多いが非凸問題は取扱いが困難である．また
$x$ の探索範囲が広い場合には十分な解の精度を得るために繰り返し回数が多くなる傾向にある．また，図 2
のような結果からパレート最適解を得ているか確かめる方法がないためいつアルゴリズムを停止していい
かわからないという問題がある．それに対し，数式処理手法では図 3のように正確に可能領域を得ること
ができるが，計算量が大きいために計算が停止しないことがある．
本稿では単に $QE$ を用いただけでは解けないような大きな問題に対して，問題の特徴をいかして数値手

法を組み合わせることで高速に精度良い解を得る方法を提案する．

5 数値数式手法による多目的最適化
例 1

数値数式手法を適用した具体的な例として SRAM セル (図 4, 図 5) の設計最適化問題を以下に示す．

minimlze $y_{1}=x_{9}, y_{2}=x_{7}x_{8}$

subject to $0\leq x_{i}\leq 1(i=1, \ldots, 6)$ ,
$x_{7}=3+x2+x4, x_{8}=5+2x_{3}+2x_{5},$

$x_{9}=a_{0}+a_{1}x_{1}+\cdots+a_{6}x_{6}$

ここで $a_{i}$ は定数で，$y_{1}$ は不良率，$y_{2}$ はセルサイズ (面積) を表している．$x_{i}$ を最適化によりうまく選
ぶことでトレードオフ関係をもつ不良率とセルサイズが小さくなるような設計をしたい．

–
$X_{7}$

図 4:SRAM 図 5:SRAM セルモデル
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この例は計算量が大きいため $QE$ だけでは解くことができなかった．具体的には，$y_{2}$ の部分に 2次の項

が含まれていることが計算量の増加をもたらす原因であった．
この問題では目的関数の部分に含まれるのは一部の変数で，多くの変数は制約条件にのみ含まれている．
この性質を利用して問題を以下のように変形する．

$\exists x(y=f(x)\wedge C(x))$

$\Leftrightarrow$ $\exists\overline{x}\exists\underline{x}(y=f(\overline{x})\wedge C(\overline{x},\underline{x}))$

$\Leftrightarrow$ $\exists\overline{x}(y=f(\overline{x})\wedge\exists\underline{x}(C(\overline{x},\underline{x})))$

上記のように分解できる問題に対する数値数式手法による多目的最適化アルゴリズムを以下に示す．

アルゴリズム 2

$\frac{syn_{-}opt(\{f_{1}.(\overline{x}),\ldots,f_{n}(\overline{x})\},C(\overline{x},\underline{x}))}{入カ:f_{i}(\overline{x})\cdot 目的関数}$

$C(\overline{x},\underline{x})$ : 制約条件
出力: パレート最適解集合

$G(\overline{x})arrow QE(\exists\underline{x}(C(\overline{x},\underline{x})))$

Loop
$\overline{x}arrow$ 任意に選択

if $G(\overline{x})$ then
$y_{i}arrow f_{i}(\overline{x})$

plot $(y_{1}, \ldots, y_{n})$

return パレート最適解集合

SRAM の例では $C(\overline{x}, \underline{x})$ に 2次の項が含まれていないため $G(\overline{x})$ は数秒で求めることができた．また $\overline{x}$

は 3変数であり数値手法を用いる場合の探索空間は小さくなるので少ない繰り返し回数で精度の良い解を
得ることが可能となった．
図 6は SRAM の設計最適化問題に対して，数値手法 ($GA$) のみを適用した場合で，図 7は提案手法で

ある $QE$ で変数を減らした等価な式に対して数値手法を適用した場合の結果を図示したものである．同じ
数値手法を適用した場合に提案手法のほうが精度良い解を得ていることを確認できる．

6 おわりに

$QE$ のみを適用して解けないようなクラスの問題について，数値手法を組み合わせることで高速に精度
良く多目的最適化問題をとけることを示した．また実際に設計問題に適用しその効果を確認することがで
きた．
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図 6: 数値手法のみ 図 7: 提案手法 (数値数式)
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