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1. 結果の紹介

この論文では，$G$ を有限群とする．$\mathbb{C}^{m}$ を自明な $G$-作用を持つ $m$ 次元複素ベクトル

空間 (複素 $G$-加群) とし，$\mathbb{R}^{n}$ を自明な $G$-作用を持つ $n$ 次元ユークリッド空間 (実 G-
加群) とする．

(有限次元の) 実 $G$-加群 $U$ に対して，$S(U)$ は $U$ の $G$-不変な内積に関する単位球面

を表す．商空間 $S(U)/\{\pm 1\}$ を $P(U)$ で表す．すなわち，$P(U)$ は同変実射影空間であ

る．$M=P(U)$ 上の標準直線束 $\gamma_{M}$ の全空間 $E(\gamma_{M})$ は次のように定義される．

$E(\gamma_{M})=\{(\{\pm x\}, v)|x\in S(U), U\in \mathbb{R}\cdot x(\subset U)\}.$

$G$-空間 $M$ と実 (あるいは複素) $G$-加群 $V$ に対して $\epsilon_{M}(V)$ は $M$ 上のファイバが $V$ と

なる直積束を表す．

群作用を考えない実射影空間 $\mathbb{R}P^{n}$ の簡約 $K$-群について，次の結果が知られている
([4, p. 252, 定理 6.17] を参照されたい).

$\overline{KO}(\mathbb{R}P^{n})\cong \mathbb{Z}_{2^{h}}$ , ここで $h=\varphi(n, 0)$ , また $\varphi(n, m)=\#\{s|m<s\leq n,$ $s\equiv$

$0,1,2,4$ $(mod 8)\}$ である．さらに，群 $\overline{KO}(\mathbb{R}P^{n})$ の生成元が $\xi=\gamma-1(\gamma$ は $\mathbb{R}P^{n}$ 上

の標準直線束を表す) で与えられる．また関係式 $\xi^{2}=-2\xi,$ $\xi^{h+1}=0$ が成り立つ．

同変実射影空間の標準直線束について，以下の結果が得られている．

定理 ([3]). $G$ を巡回群とし，$V$ を原点以外で自由な $G$ -作用をもつ偶数次元の実 $G$ -加

群とする．更に $\gamma_{M}$ を $M=P(\mathbb{R}\oplus V)$ 上の標準直線束とする．

(1) $G$ の位数が偶数ならば，任意の自然数 $m$ と任意の実 $G$ -加群 $U,$ $W$ に対して，
$\gamma_{M}^{\oplus m}\oplus\epsilon_{M}(U)$ は自明な実 G-ベクトル束ではない．従って，

$m[\gamma]\neq 0$ in $\overline{KO}_{G}(M)$ .
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(2) $G$ の位数が奇数で
$\rangle$

$\dim V=2$ ならば，$\gamma_{M}^{\oplus 4}$ は自明な実 G-ベクトル束である．

従って，

$4[\gamma]=0$ in $\overline{KO}_{G}(M)$ .

最近次の定理を得たので，本稿においてその概説を行う．

主定理．$G$ を奇数位数の有限群とする．複素 $G$ -加群 $V$ は 1-次元の $G$ -加群 $V(i)(i=$

$1,$
$\ldots,$

$n)$ の直和であるとする．また賑で $V$ の実化を表す．このとき，$M=P(\mathbb{R}\oplus V_{\mathbb{R}})$

の標準直線束 $\gamma_{M}$ に対して，$\gamma_{M^{\oplus 2^{n+1}}}$ の複素化 $\gamma_{M_{\mathbb{C}}^{\oplus 2^{n+1}}}(=\gamma_{M^{\oplus 2^{n+1}}}\otimes_{\mathbb{R}}\mathbb{C})$ は複素 G-
ベクトル束 $\epsilon_{M}(\mathbb{C}^{2^{n+1}})$ と同型である．従って，$\gamma_{M^{\oplus 2^{n+2}}}$ は実 G-ベクトル束 $\epsilon_{M}(\mathbb{R}^{2^{n+2}})$

と同型である．

2. 主定理の証明の概略

上の定理は $n$ に関して帰納法で証明する．まず，$M_{j}=P(\mathbb{R}\oplus(V(1)\oplus\cdots\oplus V(j))_{\mathbb{R}})$

とおく．$n=0$ の時，$M$るは一点となり，$\gamma_{M_{0\mathbb{C}}}^{\oplus 2}$ は自明である．また，$M_{1}$ は円板とメビウ

スの帯を境界で貼り合わせることによって得られる．同じように，$M_{j+1}$ は二つの $G$-多

様体 $Y$ と $Z$ を境界で貼り合わせることによって得られる．ここで，

$Y=(S(\mathbb{R}\oplus(V(1)\oplus\cdots\oplus V(j))_{\mathbb{R}})\cross D(V(j+1)_{\mathbb{R}}))/\{\pm 1\},$

$Z=(D(\mathbb{R}\oplus(V(1)\oplus\cdots\oplus V(j))_{\mathbb{R}})\cross S(V(j+1)_{\mathbb{R}}))/\{\pm 1\}.$

明らかに，$Y,$ $Z$ はそれぞれ $M_{j},$ $P(V(j+1)_{\mathbb{R}})$ と G-ホモトピックである．$K$ を G-
表現 $V(j+1)$ の核とおくと，$G/K$ は奇数位数の巡回群であり，$G/K$ は 2次元実

$G/K$-加群 $(V(j+1))_{\mathbb{R}}$ に原点以外で自由に作用する．[3] の定理 2の証明によって，
$()|_{Z}^{\oplus 2}\cong\epsilon_{Z}(\mathbb{R}^{2})$ が得られる．従って，

$(\gamma_{M_{j+1}})|_{z}^{\oplus 2^{j+1}}\cong_{G/K}\epsilon_{Z}(\mathbb{R}^{2^{J+1}})$ .

つまり

$(\gamma_{M_{j+1}}^{\oplus 2^{j+1}})_{\mathbb{C}}|_{Z}\cong_{G}\epsilon_{Z}(\mathbb{C}^{2^{j+1}})$ .

$(e_{1}, \ldots, e_{2^{j+1}})$ と伍，．．．，$f_{2j+1})$ をそれぞれ $(\gamma_{M_{j+1}}\mathbb{C}|_{Y})^{\oplus 2^{j+1}}$ と $(\gamma_{M_{j1}}+\mathbb{C}|_{Z})^{\oplus 2^{j+1}}$ 上の標準

ユニタリーフレイミングとする．ユニタリー群 $U(2^{j+1})$ 上の $G$-作用を自明とすると，$Y$

と $Z$ の共通部分から $U(2^{j+1})$ への $G$-不変な行列関数 $A$ が存在する．$Y$ と $Z$ の共通

部分は $Z$ の境界と等しい．$Z$ から $U(2^{j+1})$ への $G$-写像は $Z/G$ から $U(2^{j+1})$ への写像

と一対一対応する．もし写像 $A’$ : $\partial Z/Garrow U(2^{j+1})$ が $Z/G$ に拡張すれば，$(\gamma_{M_{j+1}}^{\oplus 2^{j+1}})_{\mathbb{C}}$ は
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自明であることがわかる．ここで，$A’([x])=A(x)(x\in\partial Z)$ . Eilenberg の拡張定理 ([1,

Chapter 4] に参照) によって，もし写像 $A’$ の定める障害類

$\sigma_{m+1}(A’)\in H^{m+1}(Z/G, \partial Z/G;\pi_{m}(U(2^{j+1})))$

が全ての $0\leq m\leq\dim M_{j+1}-1$ に対して，well-defined で更に零であれば，写像 $A’$ の

$Z/G$ 上への拡張が存在する．

まず，コホモロジー群 $H^{m+1}(Z/G, \partial Z/G;\pi_{m}(U(2^{j+1})))$ の係数に関して，次の結果が
知られている ([5, p. 207, p. 211] を参照されたい). $0\leq i<2^{j+2}$ ならば，

$\pi_{i}(U(2^{j+1}))=\pi_{i}(U)\cong\{\begin{array}{l}0 (i は\{出数)\mathbb{Z} ( i は奇数)\end{array}$

ここで，$m+1\leq\dim M_{j+1}=2(j+1)$ から，$m\leq 2j+1<2^{j+2}$ がわかる．更に，ファイ
バ束の Serre のスペクトル系列を利用すると，

$H^{m+1}(Z/G, \partial Z/G;\pi_{m}(U(2^{j+1})))=\{\begin{array}{ll}\mathbb{Z}_{2} (m+1=2j+2)O (m+1\neq 2j+2) .\end{array}$

が得られる．すなわち $0\leq m\leq\dim M_{j+1}-2$ に対して，$\sigma_{m+1}(A’)$ は well-defined で自

明である．$m=\dim M_{j+1}-1$ のとき，$\sigma_{m+1}(A’)$ は well-defined であるが，自明ではない
かもしれない．そこで，写像

$A^{\prime 2}:\partial Z_{/}Garrow U(2^{(j+1)+1})$

を次のように定義する．

$A^{\prime 2}([x])=(\begin{array}{ll}A’([x]) 0O A’([x])\end{array}) ([x]\in\partial Z/G)$ .

このとき，$0\leq m\leq\dim M_{j+1}-1$ に対して，$\sigma_{m+1}(A^{\prime 2})\in H^{m+1}(Z/G, \partial Z/G;\pi_{m}(U(2^{(j+1)+1}))$

は well-defined で自明である．従って，$A^{\prime 2}$ は $Z/G$ 上に拡張する．つまり
$\gamma_{M_{j1}^{\oplus 2^{(j+1)+1}}}+\mathbb{C}\cong c\epsilon_{M_{j+、}}(\mathbb{C}^{2^{(j+1)+1}})$ .
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