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\S 1. トーリック多様体と fan の定義

定義 1
$X$ :toric variety(トーリツク多様体)
$def\Leftrightarrow X$ が複素正規代数多様体で、 トーラス $T=(\mathbb{C}^{*})^{n}$ を稠密な開部分集合として含み、 さ

らにトーラスへのトーラス作用が自然に $X$ へのトーラス作用に拡張しているような作

用を持っているもののことである。

注意 1

toric manifold もトーリック多様体と訳すが、 ここでは toric manifold はコンパクトで特
異点を持たない toric variety のこととする。

定義 2
$\triangle\subset \mathbb{R}^{n}$ : fan $def\Leftrightarrow$ 原点を頂点に持つ convex cone の集まりで、 面以外で cone が重ならな

いもののことである。ただし、 1次元 cone の傾きは有理数でなければ
ならず、すべての cone は直線を含まないものに限る。

また、 $n$ 次元の fan とは、 $\mathbb{R}^{n}$ 上にある fan のこととする。

fan と toric variety は以下の定理にあるように関係がある。
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定理 1(トーリック幾何の基本定理)

fan のカテゴリーと toric variety のカテゴリーはカテゴリーとして同型である。

このことから、 fan と toric variety の間には 1対 1対応があることがわかり、 toric

variety の情報はすべて fan から読み取れることもわかる。

fan と toric variety の関係

他にも、基本群やコホモロジー環も fan からわかる。
. 基本群の求め方

$X(\triangle)$ を fan $\triangle$ からできる toric variety とする。 $X(\Delta)$ の基本群は

$\pi_{1}(X(\Delta))\cong N/N’$

と表される。 ここで、 $N=\mathbb{Z}^{n},$
$N’= \sum_{\sigma\in\triangle}N_{\sigma}$

: $N_{\sigma}$ たちで生成される部分群，$N_{\sigma}$ : $(\sigma$ を

含む最小の部分空間) $\cap N$

. コホモロジー環の求め方
$X$ を toric manifold とする。 $X$ のコホモロジー環は次のようになる。

$H^{*}(X;\mathbb{Z})\cong \mathbb{Z}[D_{1}, \ldots, D_{d}]/I$

ここで、 $d$ $占$は fan の 1次元 cone の数を表し、 $I$ は次の (1)、 (2) を relation として含む

イデアルである。

(1) $D_{i_{1}}\ldots D_{i_{t}}=0$ $(\tau_{i_{1}} , . . . , \tau_{i_{t}} が 1つの cone に含まれない)$

(2) $\sum_{i=1}^{d}\langle u,$ $v_{i}\rangle D_{i}=0$

ここで、 $v_{i}$ は 1次元 cone $\tau_{i}$ の first lattice point. $u$ は $\mathbb{Z}^{n}$ の元、 $\langle u,$ $v_{i}\rangle$ は $u$ と $v_{i}$

のユークリッド内積とする。
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以下、 fan と toric variety の例を紹介する。
1次元の fan

$\mathbb{C}^{*}$ $\mathbb{C}$ $\mathbb{C}P^{1}$

$nsg0$ $n_{1}sg$
cpt
$nsg2$

2次元の fan

$(\mathbb{C}^{*})^{2}$ $\mathbb{C}^{2}$ $\{(u, v, w)\in \mathbb{C}^{3}|uw=v^{2}\}$ $\mathbb{C}P^{2}$

$nsg0$ $n_{1}sg$ $sgl$
cpt
$nsg3$

※ 2次元の fan は $\mathbb{R}^{2}$ 上にある

Hirzebruch surface
$\mathbb{C}P^{1}\cross \mathbb{C}P^{1}$ $\mathbb{C}P^{2}\#\overline{\mathbb{C}P^{2}}$

cpt
$nsg4$

ここで、 fan のすぐ下はその fan に対応する toric variety、 cpt はコンパクト、 nsg は特
異点を持たない、 sg は特異点を持つ、一番下の数字はオイラー標数を表す。

次に、 variety としての同型と微分同相の違いについて Hirzebruch surface を用いて説
明する。Hirzebruch surface の fan は、 一般的に次のような形をしている。
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$a\in \mathbb{Z}$

この fan からできる Hirzebruch surface を $F_{a}$ で表す。 このとき、次が成り立つ。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ と $F_{b}$ が variety として同型 $\Leftrightarrow a=b$ or $-b$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ と $F_{b}$ が微分同相 $\Leftrightarrow a\equiv b(mod 2)$

実際、 次のことが成り立つ。

2つの toric variety$X$ と $Y$ が variety として同型
$\Leftrightarrow X$ の fan $\Delta_{X}$ と $Y$ の fan $\triangle_{Y}$ が同型

ここで、 2つの fan $\Delta_{X}$ と $\triangle_{Y}$ が同型であるとは、 $\mathbb{Z}^{n}$ から $\mathbb{Z}^{n}$ への同型写像が存在し、

その写像で $\triangle x$ と $\triangle_{Y}$ が写りあうことである。ただし、 $X$ と $Y$ の次元はともに $n$ 次元と

する。一方で、 2つの toric manifold $X$ と $Y$ が微分同相になるための fan の条件は知ら
れていない。そのため、 variety の同型に関する問題は、 トーリック幾何の基本定理 (上

の関係) を使うことができるが、微分同相に関する問題は、 同じようにはできない。

ここで、 toric variety の分類について紹介する。 variety としての同型に関する分類は、

fan の分類に帰着できるが、微分同相に関する分類は fan を使うことはできない。 しかし、

2次元以下であれば分類は知られている。

1次元の toric manifold ; $\mathbb{C}P^{1}$

2次元の toric manifold ; $\mathbb{C}P^{1}\cross \mathbb{C}P^{1}$

$\mathbb{C}P^{2}\#\overline{\mathbb{C}P^{2}}\#\ldots\#\overline{\mathbb{C}P^{2}}$

\S 2. トーリック多様体の分解の一意性と cancellation

ここでは、 トーリック多様体の分解の一意性と cancellation 問題について紹介する。

定理 2

各整数 $i,j$ に対して、 $X_{i},$ $Y_{j}$ を (variety として、 直積に関して) 既約な toric variety と
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する。 この時 $X_{1}\cross\cdots\cross X_{k}$ と $Y_{1}\cross\cdots\cross Y_{l}$ が variety として同型であれば、 $k=l$ であ

り、 対称群亀の元 $\sigma$ が存在し、 どの $X_{i}$ も $Y_{\sigma(i)}$ と variety として同型になる。

この定理により、 toric variety$X$ の既約な直積分解の仕方は、variety 同型に関して、順
序を除き一意的であることがわかる。 この定理は、 トーリック幾何の基本定理を用いて

fan の言葉に書き直すことで証明できる。
この定理から toric variety の variety 同型に関する cancellation が成り立つことがわ

かる。

系 1

$X,$ $Y,$ $Z$ を toric variety とする。 このとき、 $X\cross Z$ と $Y\cross Z$ が variety として同型であ

れば、 $X$ と $Y$ が variety として同型である。

次に、 variety 同型を微分同相に変えると以下が成り立つ。

定理 3

各 $i,$ $j$ に対して、 $X_{i}$ と $Y_{j}$ を (smooth manifold として、直積に関して) 既約な複素 2次

元以下の toric manifold とする。 このとき、 $X_{1}\cross\cdots\cross X_{k}$ と巧 $\cross\cdots\cross Y_{l}$ が微分同相で

あれば、 $k=l$ であり、対称群亀の元 $\sigma$ が存在し、 どの $X_{i}$ も $Y_{\sigma(i)}$ と微分同相になる。

この定理により、 toric manifold$X$ が複素 2次元以下の既約な toric manifold に微分同
相に関して直積分解できれば、 その分解は順序を除き一意的であることがわかる。

注意 2

(直積に関して) “smooth manifold として既約” と “variety として既約” は異なる。 こ

の違いを Hirzebruch surface を用いて説明する。
前の章で、 1 次元 cone の傾きが $(1, 0),$ $(0,1),$ $(0, -1),$ $(-1, a)$ となる fan からできる

Hirzebruch surface を凡と表した。乃について見てみる。乃は珊 $=\mathbb{C}P^{1}\cross \mathbb{C}P^{1}$ と

微分同相なので、凸は smooth manifold として既約でないことがわかる。一方で、乃は
$F_{0}=\mathbb{C}P^{1}\cross \mathbb{C}P^{1}$ と variety として同型ではないので、凸は variety としては既約であ

る。 この例だけでも、 “smooth manifold として既約” と “variety として既約” は異なる

ことがわかる。

上の定理の証明にトーリック幾何の基本定理を使うことはできない。 前章で述べたが、

2つの toric manifold が微分同相になるための fan の条件がわかっていないからである。
そこで、次の 2つの補題を紹介する。
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補題 1

各 $i,$ $j$ に対して、 $X_{i}$ と巧を (smooth manifold として、 直積に関して) 既約な複素 2

次元以下の toric manifold とする。 このとき、 コホモロジー環 $H^{*}(X_{1}\cross\cdots\cross X_{k})$ と

$H^{*}(Y_{1}\cross\cdots\cross Y)$ が同型であれば、 $k=l$ であり、対称群 $S_{k}$ の元 $\sigma$ が存在し、 どの

$H^{*}(X_{i})$ も $H^{*}(Y_{\sigma(i)})$ と同型になる。

補題 2

$X$ と $Y$ を複素 2次元以下の toric manifold とする。 このとき、 $X$ と $Y$ が微分同相にな

るための必要十分条件は、 それぞれのコホモロジー環 $H^{*}(X)$ と $H^{*}(Y)$ が同型であるこ

とである。

注意 3

上の 2つの補題はいずれも高次元で成り立つかどうかはわかつていない。補題 2を一般次

元で考えたものは、 コホモロジー剛性問題と呼ばれている。 コホモロジー剛性問題は、部

分的な肯定的結果が知られているが、反例はまだ知られていない。 (このコホモロジー剛

性問題に関する参考文献は [3] で挙げている。)

系としてコホモロジー同型に関する cancellation について紹介する。

系 2

$X,$ $Y,$ $Z$ を複素 2次元以下の toric manifold とする。 このとき、コホモロジー環 $H^{*}(X\cross Z)$

と $H^{*}(Y\cross Z)$ が同型であれば、 $H^{*}(X)$ と $H^{*}(Y)$ が同型になる。

この系から、 微分同相に関する cancellation も成り立つことがわかる。

系 3

$X,$ $Y,$ $Z$ を複素 2次元以下の toric manifold とする。 このとき、 $X\cross Z$ と $Y\cross Z$ が微分

同相であれば、 $X$ と $Y$ は微分同相である。
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