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F.E.Burstall, D.Ferus, K.Leschke, F.Pedit, and U.Pinka11([5]) の理論の高次元化の試み
を次のような図式で考えたい:

高次元化の試み
$\mathbb{H}P^{1}$ の $GL$ (2, $\mathbb{H}$)-幾何 $\mathbb{H}P^{n}$ の $GL(n+1, \mathbb{H})-$幾何

$=S^{4}$ の共形幾何
$\Rightarrow$

$=\mathbb{H}P^{n}$ の四元数微分幾何
$S^{4}$ の曲面 (リーマン面) $\Rightarrow$ $\mathbb{H}P^{n}$ の半分次元 “複素部分多様体 ”

複素微分幾何と四元数微分幾何が相互作用する四元数複素微分幾何学とでも呼ぶべき研究
領域の中で考えたい．

\S 1四元数多様体
$\langle$ 多様体上の四元数構造 $\rangle$

定義 1.1 $M$ を $4n(n\geq 2)$ 次元多様体とし，$Q$ を End $TM$ の 3次元部分束で次の条件を満
たすものとする :

(a) $M$ の各点 $p$ に対して $p$ の近傍 $U$ で定義された $Q$ の局所枠場 $\{I, J, K\}$ が存在して，
次をみたす:

$I^{2}=J^{2}=K^{2}=-id, IJ=-JI=K,$

$JK=-KJ=I, KI=-IK=J.$

(b) 振率零のアファイン接続 $\nabla$ で，End $TM$ の中で $Q$ を平行にするものが存在する．

このとき，$Q$ を $M$ 上の四元数構造といい，$Q$ を備えた多様体 $M$ を四元数多様体という．
また条件 (b) をみたすアファイン接続 $\nabla$ を $Q$ -接続という．

注四元数構造 $Q$ に適合するリーマン計量 $g$ をもちかつこのリーマン接続が End $TM$ の中
で $Q$ を平行にするとき，$(g, Q)$ を四元数ケーラー構造 といい，$(g, Q)$ を備えた多様体 $M$

を四元数ケーラー多様体という．

与えられた四元数構造 $Q$ に対し，$Q$ -接続は一意的ではなく，次が成立する．
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命題 1.2 ([1] Prop.5.1 ) $\nabla$ を $Q$ -接続とする．他の $Q$ -接続 $\nabla’$ に対して，1-form $\xi$ が存在
して

(1.1) $\nabla_{X}’Y$ $=$ $\nabla_{X}Y+\xi(X)Y+\xi(Y)X-\xi(IX)IY-\xi(IY)IX$

$-\xi(JX)JY-\xi(JY)JX-\xi(KX)KY-\xi(KY)KX$

が成立する．逆に，1-form $\xi$ に対し (1.1) で表せる $\nabla’$ は $Q$ -接続である．

$Q$ -接続は四元数構造 $Q$ を調べるための道具として用いる．四元数構造 $Q$ のみに依存し，
$Q$ 接続の選び方によらない性質，量を論ずる．

四元数構造 $Q$ に自然に内積 $\langle,$ $\rangle$ を導入できる．$p\in M,$ $A,$ $B\in Q_{p}$ に対し，$\langle A,$ $B\rangle=$

$- \frac{1}{4n}$tr($AB$ ) とおく．局所枠場 $\{I, J, K\}$ は，この内積に関して正規直交枠場となる．また，
$Q$ -接続 $\nabla$ は $\langle,$ $\rangle$ に関して計量接続となる．局所枠場 $\{I, J, K\}$ に関する $\nabla$ の接続形式を
$(\omega_{\alpha})_{\alpha=1.2,3}$ とおく．即ち

$\nabla I = \omega_{3}\otimes J-\omega_{2}\otimes K$

(1.2) $\nabla J = -\omega_{3}\otimes I+\omega_{1}\otimes K$

$\nabla K = \omega_{2}\otimes I-\omega_{1}\otimes J$

〈ツイスター空間〉
$(M, Q)$ を四元数構造 $Q$ をもつ四元数多様体とする．

$\mathcal{Z}_{p}=\{I\in Q_{p}|I^{2}= - id\}=\{I\in Q_{p}|\langle I, I\rangle=1\}.$

とおく．$\pi$ : $\mathcal{Z}arrow M$ は，$M$ 上の $S^{2}$-束になる．$Z$ を $M$ のツイスター空間と呼ぶ．

命題 1.3 (cf. [4] Thm14.68) $(M, Q)$ を $4n(n\geq 2)$ 次元四元数多様体とする．$M$ のツイス

ター空間 $Z$ は自然な複素構造 $I^{Z}$ をもつ．$\pi$ : $Zarrow M$ のファイバーはこの複素構造に関し
て，種数 $O$ のコンパクト複素曲線になる．

\S 2四元数多様体の全複素部分多様体
$(\tilde{M}^{4n},\tilde{Q})$ を，四元数構造 $\tilde{Q}$ をもつ $4n(n\geq 2)$ 次元四元数多様体とする．$\tilde{M}$ の埋め込ま

れた部分多様体 $M^{2m}$ に対して，$\tilde{Q}|_{M}$ の切断 $\tilde{I}$ で (1) $\tilde{I}^{2}=-$ id, (2) $\tilde{I}TM=TM$ をみたす

ものが存在するとき，$M^{2m}$ をの概複素部分多様体という (cf. [2]). 以下，$M$ を $\tilde{M}$ の

概複素部分多様体とする．$\tilde{I}$ を $M$ に制限して得られる $M$ の概複素構造を $I$ で表す．$\tilde{Q}|_{M}$

は次のように分解される:

(2.1) $Q|_{M}=\mathbb{R}\tilde{I}+Q’,$

ここで $Q’=[\tilde{I},\tilde{Q}|_{M}]=\tilde{I}$ の直交補空間．$Q’$ の局所枠場 $\tilde{J},\tilde{K}$ を選び，$\{I, \tilde{J},\tilde{K}\}$ が $\tilde{Q}|_{M}$ の

局所枠場で定義 1.1の条件 (a) をみたすようにする．各点 $p\in M$ で，$\overline{T}_{p}M=T_{p}M\cap\tilde{J}(T_{p}M)$
とおく．$\overline{T}_{p}M$ は $T_{p}\tilde{M}$ の $Q$-不変部分空間，$T_{p}M$ の $I$-不変部分空間になる．

$(\tilde{M},\tilde{Q})$ の $Q$-接続 $\tilde{\nabla}$ を 1つ選ぶ．$\{I, \tilde{J},\tilde{K}\}$ に対して，(1.2) で定まる接続形式を $(\omega_{\alpha})_{\alpha=1.2,3}$

とおく．$M$ 上の 1-form $\psi$ を

(2.2) $\psi(X)=\omega_{3}(IX)-\omega_{2}(X) X\in TM$
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とおく．

命題 2.1 ([2] Thm 1.1) $M^{2m}(m\geq 2)$ を $(\tilde{M},\tilde{Q})$ の概複素部分多様体とする．
(1) $M$ に誘導された概複素構造 $I$ が積分可能であるための必要十分条件は，$M$ 上で $\psi=0.$

(2) $M$ の各点 $P$ で，$\dim T_{p}M/\overline{T}_{p}M>2$ であれば $I$ $|$ま積分可能である．

[2] では，$(\tilde{M},\tilde{Q})$ が四元数ケーラーであることが仮定されているが，ケーラー性を仮定せず
とも上記命題は成立する．証明もほぼ同じ．

$\tilde{\pi}$ : $\tilde{\mathcal{Z}}arrow$ をツイスター空間とする．$I^{\tilde{\mathcal{Z}}}$ を命題 1.3で示された $\tilde{\mathcal{Z}}$ の複素構造とする．
$M^{2m}(m\geq 2)$ を $(\tilde{M},\tilde{Q})$ の概複素部分多様体とし，$\tilde{I}\in\Gamma(\tilde{Q}|_{M})$ を対応する切断とする．1
は $\tilde{\mathcal{Z}}|_{M}$ の切断であり，$\tilde{I}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま $M$ から $\tilde{\mathcal{Z}}$ への埋め込みとみることができる．$\tilde{I}$ から誘導され
た $M$ の概複素構造を $I$ で表す．

命題 2.2 ([3] Thm 4.2) $\dim M=2m\geq 4$ とする．このとき $I$ が積分可能であるための必
要十分条件は，$\tilde{I}$ が $M$ から $\tilde{\mathcal{Z}}$ への正則埋め込みとなることである．

$[3|$ では，$(\tilde{M},\tilde{Q})$ が四元数ケーラーであることが仮定されているが，ケーラー性を仮定せず
とも上記命題は成立する．

概複素部分多様体 $M^{2m}(m\geq 2)$ の各点 $p$ で，$\tilde{J}\in Q_{p}’$ ( $Q’$ は (2.1) で与えられている)

に対し $\tilde{J}T_{p}M$ 口 $T_{p}M=\{0\}$ が成立するとき，$M$ を $(M, Q)$ の全複素部分多様体 と呼ぶ．
命題 2.1 (2) によって $\tilde{I}$ から誘導された概複素構造 1 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま積分可能，即ち $(M, I)$ は複素多
様体になる．また，$(M,\tilde{Q},\tilde{g})$ が四元数ケーラー多様体で各点 $p\in M$ で $\tilde{J}\in Q_{p}’$ に対し
$\tilde{J}T_{p}M\perp T_{p}M$ が成立するとき，$M$ を $(\tilde{M},\tilde{Q},\tilde{g})$ の直交的全複素部分多様体と呼ぶ．

例 1. 四元数射影空間 $\mathbb{H}P^{n}$ $月$ま，四元数ケーラー構造をもつリーマン対称空間である．[8] で
は，$\mathbb{H}P^{n}$ の対称部分多様体となる直交的全複素部分多様体を構成，分類した．即ち，対称
部分多様体となる直交的全複素部分多様体 $M^{2n}\subset \mathbb{H}P^{n}$ は次のいずれかと合同である．

(1) $\mathbb{C}P^{n}\hookrightarrow \mathbb{H}P^{n}$ (totally geodesic),

(2) $Sp(3)/U(3)\hookrightarrow \mathbb{H}P^{6},$

(3) $SU(6)/S(U(3)\cross U(3))\hookrightarrow \mathbb{H}P^{9},$

(4) $SO$ (12) $/U(6)\hookrightarrow \mathbb{H}P^{15},$

(5) $E_{7}/E_{6}\cdot T^{1}\hookrightarrow \mathbb{H}P^{27},$

(6) $\mathbb{C}P^{1}(\tilde{c})\cross \mathbb{C}P^{1}(\tilde{c}/2)\hookrightarrow \mathbb{H}P^{2},$

(7) $\mathbb{C}P^{1}(\tilde{c})\cross \mathbb{C}P^{1}(\tilde{c})\cross \mathbb{C}P^{1}(\tilde{c})\hookrightarrow \mathbb{H}P^{3},$

(8) $\mathbb{C}P^{1}(\tilde{c})\cross SO(n+1)/SO(2)$ . $SO(n-1)\hookrightarrow \mathbb{H}P^{n}$ $(n\geq 4)$ .

例 2. 四元数射影空間 $\mathbb{H}P^{n}$ のツイスター空間は，複素射影空間 $\mathbb{C}P^{2n+1}$ であり，この設
定で $\mathbb{C}P^{2n+1}$ は正則接触構造を持つことが知られている ([4] ). 直交的全複素部分多様体
$M^{2n}\subset \mathbb{H}P^{n}$ から $\mathbb{C}P^{2n+1}$ へのリフト $I(M)$ は $\mathbb{C}P^{2n+1}$ のルジャンドル部分多様体になる．
逆に，$\mathbb{C}P^{2n+1}$ のルジャンドル部分多様体を射影することにより，四元数射影空間 $\mathbb{H}P^{n}$ の

直交的全複素部分多様体が得られる．Landsberg and Manivel ([7] ) は K3曲面をブロー
アップした曲面で $\mathbb{C}P^{5}$ にルジャンドル部分多様体として埋め込めるものが存在することを
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示し，$\mathbb{C}P^{2n+1}(n\geq 2)$ の非等質なコンパクトルジャンドル部分多様体の最初の例であるこ
とをコメントしている．この例を射影することにより，四元数射影空間 $\mathbb{H}P^{2}$ の直交的全複

素部分多様体が得られる．

以下では $\dim M=\frac{1}{2}\dim\tilde{M}$ となる全複素部分多様体について議論する．分解 (2.1) にお
ける $Q’$ の局所枠場 $\tilde{J},\tilde{K}$ を選び，$\{\tilde{I},\tilde{J},\tilde{K}\}$ が $Q|_{M}$ の局所枠場で定義 1.1の条件 (a) をみ

たすようにする．$T^{\perp}M=\tilde{J}TM$ とおく．$T^{\perp}M$ は $\tilde{J}$ の選び方によらず定まり，$T\tilde{M}|_{M}$ の

$\tilde{I}$ -不変部分束となる．このようにして次の分解が得られる :

(2.3) $T\tilde{M}|_{M}=TM+T^{\perp}M$

$(M, Q)$ の $Q$-接続 $\tilde{\nabla}$ を 1つ選ぶ．局所枠場 $\{\tilde{I},\tilde{J},\tilde{K}\}$ に対して (1.2) で定まる接続形式
を $(\omega_{\alpha})_{\alpha=1.2,3}$ とおく．命題 2.1 (1) によって，$\omega_{2}(X)=\omega_{3}(IX)$ . 分解 (2.3) によって $\tilde{\nabla}$

から $M$ に誘導接続 $\nabla$ , 第 2基本形式 $\sigma$ が定義される．$\nabla$ は振率零，$\sigma$ は $T^{\perp}M$ に値をもつ

対称テンソル場となる．$M$ の複素構造 $I\ovalbox{\tt\small REJECT}$こよって $\sigma$ を 2つの成分 $(2,0)+(0,2)$ 成分 $\sigma+,$

(1, 1) 成分 $\sigma-$ に分解する．即ち

$\sigma = \sigma_{+}+\sigma_{-}$

$\sigma_{+}(IX, IY)=-\sigma_{+}(X, Y) , \sigma_{-}(IX, IY)=\sigma_{-}(X, Y) , X,Y\in TM.$

補題 2.3 (1) $\nabla I=0.$

(2)

$\sigma_{-}(X, Y) = \frac{1}{2}\{\omega_{2}(X)\tilde{J}Y+\omega_{3}(X)\tilde{K}Y+\omega_{2}(Y)\tilde{J}X+\omega_{3}(Y)\tilde{K}X\}$

$= \frac{1}{2}\{\tilde{I}(\tilde{\nabla}_{X}\tilde{I})Y+\tilde{I}(\tilde{\nabla}_{Y}\tilde{I})X\}$

系 2.4 $(M, Q,\tilde{g})$ をスカラー曲率が消えていない四元数ケーラー多様体とし，$M^{2n}(n\geq 2)$

を $M$ の全複素部分多様体とする．リーマン接続 $\tilde{\nabla}$ に関して定まる第 2基本形式の (1, 1)
成分を $\sigma_{-}$ とする．$M$ が直交的であるための必要十分条件は，$\sigma_{-}=0$ となることである．

別の $Q$-接続 $\tilde{\nabla}’$ に対して，$M$ 上の $1-form\xi$ が存在して $\tilde{\nabla}$ と $\tilde{\nabla}’$ とは (1.1) の関係で結

ばれている．$\tilde{\nabla}’$ から誘導される $M$ の接続を $\nabla’$ , 第 2基本形式を $\sigma’,$ $\sigma_{+}’,$
$\sigma_{-}’$ とおく．この

とき，次が成立する:

命題 2.5 (1) $\nabla_{X}’Y=\nabla_{X}Y+\xi(X)Y+\xi(Y)X-\{\xi(IX)IY+\xi(IY)IX\}$

(2) $\sigma_{+}’(X, Y)=\sigma_{+}(X, Y)$

$\sigma_{-}’(X, Y)=\sigma_{-}(X, Y)-\{\xi(\tilde{J}X)\tilde{J}Y+\xi(\tilde{J}Y)\tilde{J}X+\xi(\tilde{K}X)\tilde{K}Y+\xi(KY)KX\}$

命題 2.5に関する注意をいくつか述べる．
(1) 複素多様体 $M$ に導入された 2つの接続 $\nabla,$ $\nabla’$ が命題 2.5 (1) の関係で結ばれていると
き，$\nabla’$ は $\nabla$ の正則射影変形と呼ばれている (cf [6])
(2) 命題 2.5 (2) によって，$\sigma+$ は $Q$-接続によらない不変量であることが分かる．$\sigma_{+}$ を用

いて，良いクラスの全複素部分多様体の特徴付けが得られることが望ましい．第 5節でその
ような定理を 1つ与える (定理 5.4)
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(3) 一方 $\sigma_{-}$ は，$Q$-接続に依存する．ただし，次のようなことは成立する．$M_{1},$ $M_{2}\subset M$ を

全複素部分多様体とし，1点 $p$ で $T_{p}M_{1}=T_{p}M_{2}$ とする．この点で $\sigma_{-}$ が一致するか否かは
$M$ の $Q$-接続の選び方によらない．

\S 3四元数射影空間 $\mathbb{H}P^{n}$ の四元数構造，$Q$-接続
四元数 $n+1$ 項列ベク トル空間を $\mathbb{H}^{n+1}$ で表す．四元数による右からのスカラー乗法に

ついて四元数ベクトル空間と見る．四元数射影空間 $\mathbb{H}P^{n}$ の幾何学を四元数ベク トル束を用

いて論ずる．$\mathbb{H}^{n+1}=\mathbb{H}P^{n}\cross \mathbb{H}^{n+1}$ を $\mathbb{H}P^{n}$ 上の自明束，$L\subset \mathbb{H}^{n+1}$ を同語反復部分束とす
る．即ち

$L=\{(l, v)\in \mathbb{H}P^{n}\cross \mathbb{H}^{n+1}|v\in l\}$

$L$ は四元数直線束である．$\underline{E\Psi^{+1}}/L$ で商ベクトル束を表す．自然に四元数ベクトル束になる．
$\pi L$ : $\underline{\mathbb{H}^{n+1}}arrow\underline{\mathbb{H}^{n+1}}/L$ を射影とする．$\pi_{L}$ は四元数ベクトル束の間の束準同型写像になる．
$Hom(L, \underline{\mathbb{H}^{n+1}}/L)$ を各ファイバーにおける皿線形写像からなる実ベクトル束とする．以下
では，四元数射影空間 $\mathbb{H}P^{n}$ の接ベクトル束 $T\mathbb{H}P^{n}$ と $Hom(L,\underline{\mathbb{H}^{n+1}}/L)$ とは実ベクトル束
として同型であることを見る．

$d$ を $\underline{\mathbb{H}^{n+1}}$ の自明接続とする．$l\in \mathbb{H}P^{n},$ $v\in l$ に対して $l$ の近傍で定義された $L$ の切断 $s$

を $s(l)=v$ となるように選ぶ．$X\in T_{l}\mathbb{H}P^{n}$ に対し $\alpha(X):larrow \mathbb{H}^{n+1}/l$ を

(3.1) $\alpha(X)v=\pi_{L}(d_{X}s)$

で定める．切断 $s$ の選び方によらず定義される．また，$\alpha(X)$ は $l$ から $\mathbb{H}^{n+1}/l$ への皿線
形写像である．

命題 3.1上で定めた $\alpha$ : $T\mathbb{H}P^{n}arrow Hom(L,\underline{\mathbb{H}^{n+1}}/L)$ は実ベクトル束の束同型写像になる．

以下では，$Hom(L, \underline{\mathbb{H}^{n+1}}/L)$ を接ベク トル束 $T\mathbb{H}P^{n}$ と同一視して議論する．
$\mathbb{H}P^{n}$ の四元数構造 $Q\subset$ End $T\mathbb{H}P^{n}$ を次のように定める : $U\subset \mathbb{H}P^{n}$ を開集合，$s_{0}\in\Gamma(L)$

を $U$ 上で定義された零点を持たない $L$ の局所切断とする．このとき，$T\mathbb{H}P^{n}\ni X\mapsto$

$\alpha(X)$ (so) $\in\underline{\mathbb{H}^{n+1}}/L$ は $U$ 上で定義された束同型 $T\mathbb{H}P^{n}arrow\underline{\mathbb{H}^{n+1}}/L$ となる．$\underline{\mathbb{H}^{n+1}}/L$ は四

元数ベクトル束ゆえ，この束同型を用いて $T\mathbb{H}P^{n}$ に四元数構造を導入する．即ち

$X\in T\mathbb{H}P^{n}|u$ に対し $\alpha(\tilde{I}X)$ $(so)=(\alpha(X)(s0))i,$ $\alpha(\tilde{J}X)$ (so) $=(\alpha(X)(s0))j$ とおく

さらに，$\tilde{K}=\tilde{I}\tilde{J}$ とおく．このとき，$\alpha(\tilde{K}X)(so)=(\alpha(X)(s_{0}))(-k)$ である．$\tilde{I},\tilde{J},\tilde{K}$ で $\mathbb{R}$

上生成される End $T\mathbb{H}P^{n}$ の 3次元部分束を $Q$ とおく．$Q$ は局所切断 so の選び方によらな
い．また，$GL(n+1, \mathbb{H})$ の作用で四元数構造 $Q$ は不変である．$Q$-接続については次が成
立する:

定理 3.2次の 1対 1対応が成立する:

自明束 $\ovalbox{\tt\small REJECT}+1$ の
$\mathbb{H}P^{n}$ (もしくはその開集合) 上の

$rightarrow$ $\mathbb{H}$ ベクトル束としての直和分解
$Q$-接続

$\mathbb{H}^{n+1}=L+L^{c}$

ここで $L^{c}$ は同語反復直線束 $L$ の補空間ベクトル束を表す．
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上記定理の右辺から左辺への対応を説明する : 自明束 $\mathbb{H}^{n+1}$ の分解

(3.2) $\underline{\mathbb{H}^{n+1}}=L+L^{c}$

が与えられたとする．$\pi_{L}$ を $L^{C}$ に制限することにより，自然な同型 $L^{c}\cong\underline{\#\Psi^{+1}}/L$ が得ら
れ次の同型が導かれる:

$T\mathbb{H}P^{n}arrow^{\alpha}Hom(L, \underline{\mathbb{H}^{n+1}}/L)arrow Hom(L, L^{c})$

$d$ を $\underline{E\mathbb{P}^{+1}}$ の自明接続とし，分解 (3.2) に応じて $d$ の分解を考える．$X\in\Gamma(T\mathbb{H}P^{n}),$ $s\in$

$\Gamma(L),$ $\xi\in\Gamma(L^{c})$ に対し

$d_{X}s = D_{X}s+\alpha(X)s$

$d_{X}\xi = S_{\xi}X+D_{X}\xi$

ここで，$D$ はそれぞれ $L,$ $L^{c}$ の隠線形接続で，$\alpha$ : $T\mathbb{H}P^{n}arrow Hom(L, L^{c})$ は束同型，$S$ :
$T\mathbb{H}P^{n}arrow Hom(L^{c}, L)$ は束準同型である．同型対応 $\alpha$ : $T\mathbb{H}P^{n}\cong Hom(L, L^{c})$ のもと，$D$

から定まる $\mathbb{H}P^{n}$ のアファイン接続を $\nabla$ で表す．即ち $X,$ $Y\in\Gamma(T\mathbb{H}P^{n}),$ $s\in\Gamma(L)$ に対し

$\alpha(\nabla_{X}Y)(s)=D_{X}(\alpha(Y)(s))-\alpha(Y)(D_{X}s)$

このとき，$\nabla$ は $Q$-接続になる．

例 1. アファイン座標: $\ovalbox{\tt\small REJECT}+1$ の標準基底を $\{e_{1}, \cdots, e_{n+1}\}$ とし，その双対基底を $\{\theta^{1}, \cdots, \theta^{n+1}\}$

で表す．$M’=\{[v]\in \mathbb{H}P^{n}|\theta^{1}(v)\neq 0\}$ とおく．$M’$ は $\mathbb{H}P^{n}$ の開集合．$M’$ 上で $L^{c}=$

$\{e_{2}, \cdots, e_{n+1}\}_{\mathbb{H}}$ とおく．$M’$ 上での直和分解 $\underline{\mathbb{H}^{n+1}}=L+L^{c}$ を得る．
$M’$ 上に四元数座標 $\{z^{\gamma}\}_{\gamma=2,\cdots,n+1}$ , 実座標 $\{x_{a}^{\gamma}\}_{\gamma=2,\cdots,n+1,a=0,1,2,3}$ を次のように定める．

$M’\ni l$ に対して，$v\in l$ を $\theta^{1}(v)=1$ をみたすようにとる．このとき，$z^{\gamma}=\theta^{\gamma}(v)(\gamma=$

$2,$ $\cdots,$ $n+1)$ とおく．このようにして，$M$’は $\mathbb{H}^{n}$ と同一視される．さらに $z^{\gamma}=x_{0}^{\gamma}+x_{1}^{\gamma}i+$

$x_{2}^{\gamma}j+x_{3}^{\gamma}k,$ $x_{a}^{\gamma}\in \mathbb{R}$ とおく．$\{x_{a}^{\gamma}\}_{\gamma=2,\cdots,n+1,a=0,1,2,3}$ ?ま $M$’上の実座標．$M’$ の点 $\{z^{\gamma}\}=\{x_{a}^{\gamma}\}$

に対し，

$v=(\begin{array}{l}1z^{2}|z^{n+1}\end{array})=(\begin{array}{l}1x_{0}^{2}+x_{1}^{2}i+x_{2}^{2}j+x_{3}^{2}k|x_{0}^{n+1}+x_{1}^{n+1}i+x_{2}^{n+1}j+x_{3}^{n+l}k\end{array})$

と表せ，$v$ は $M’$ 上の $L$ の切断になる．
$d_{\frac{\partial}{\partial x}\tau}va$

の計算により，

$D_{\partial,\overline{\partial}^{\nabla_{x_{a}}}}v=0,$

$\alpha(\frac{\partial}{\partial x_{a}^{\gamma}})v=\{\begin{array}{ll}e_{\gamma}(a=0) , e_{\gamma}i(a=1)e_{\gamma}j(a=2) , e_{\gamma}k(a=3)\end{array}$

明らかに，$d_{\pi I}e_{\delta}=0$ であるから，$D_{\partial ,\overline{\partial}^{\nabla_{x_{a}}}}e\delta=0$ . これらより，$\nabla_{\partial ,\overline{\partial}^{\nabla_{x_{a}}^{\overline{\partial}x_{b}^{7}}}}^{\partial}$

$=$ 0.即ち，$E\Psi\cong \mathbb{R}^{4n}$

の標準接続に他ならない．

例 2. (擬) リーマン計量: $\langle,$ $\rangle$ を $\ovalbox{\tt\small REJECT}+1$ 上の非退化四元数エルミート内積とする．$M’=$

$\{[v]\in \mathbb{H}P^{n}|\langle v, v\rangle\neq 0\}$ とおく．$M’$ の点で，$\langle,$ $\rangle$ に関する $L$ の直交補空間 $L^{\perp}$ を考える．
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$M’$ 上直交直和分解 $\underline{\mathbb{H}^{n+1}}=L+L^{\perp}$ を得る．また，$\langle,$ $\rangle$ より，$M’$ 上の (擬) リーマ $\sqrt[\backslash ]{}$–p-$+$量
$g$ が定義され，$(M’, Q, g)$ は四元数 (擬) ケーラー多様体となる．さらに，直交直和分解
$\underline{\ovalbox{\tt\small REJECT}^{+1}}=L+L^{\perp}$ に対応する $Q$接続は，$g$ の (擬) リーマン接続となることが分かる．

\S 4四元数射影空間 $\mathbb{H}P^{n}$ の全複素部分多様体
最初に線形代数の準備をする．$V,$ $W$ を右からのスカラー乗法に関する四元数ベクトル空
間とし，$\dim_{\mathbb{H}}V=1,$ $\dim_{\mathbb{H}}W=n$ とする．$Hom(V, W)$ を $\mathbb{H}$-線形写像全体のなす実ベク
トル空間とする．四元数構造 $Q\subset End(Hom(V, W))$ を次のように定める : $v\in V,$ $v\neq 0$ を

1つとり固定する．このとき，$Hom(V, W)\ni F\mapsto F(v)\in W$ は実線形同型写像となること
に注意して，$I,$ $J,$ $K\in$ End$(Hom(V, W)$ ) を

$F\in Hom(V, W)$ に対して ( $IF$ ) $(v)=F(v)i,$ $(JF)(v)=F(v)j,$ $K=IJ$

とおき，$I,$ $J,$ $K$ で $\mathbb{R}$ 上生成される End$(Hom(V, W)$ ) の部分空間を $Q$ とおく．$Q$ は $v\in$

$V,$ $v\neq 0$ の選び方によらず定まる．全複素部分多様体の定義と同様に，実部分空間 $U\subset$

$Hom(V, W)$ が全複素部分空間であることが定義される．$\tilde{I}\in Q$ で $\tilde{I}^{2}=-id,\tilde{I}U=U$ をみ

たすものが存在し，さらに任意の $\tilde{J}\in Q’$ に対し，$\tilde{J}U\cap U=\{0\}$ が成立するとき，$U$ を

全複素部分空間という．ここで，$Q’=[\tilde{I}, Q]=\{\tilde{J}\in Q|\tilde{I}\tilde{J}+\tilde{J}\tilde{I}=0\}$ . 全複素部分空間
$U\subset Hom(V, W)$ で，- $\dim_{\mathbb{R}}U=\frac{1}{2}\dim_{\mathbb{R}}Hom(V, W)$ を満たすとする．$0$ でない $\tilde{J}\in Q’$ に

対し，$U^{\perp}=\tilde{J}U$ とおく．$U^{\perp}$ は $\tilde{J}$ の選び方によらず定まり，直和分解

$Hom(V, W)=U+U^{\perp}$

を得る．次のような全複素部分空間の特徴付けが与えられる．

補題 4.1 ([5] Lemma 3の高次元版) (1) $U\subset Hom(V, W)$ を全複素部分空間で，$\dim_{\mathbb{R}}U=$
$\frac{1}{2}\dim_{\mathbb{R}}Hom(V, W)$ とする．このとき，次の性質をみたす複素構造の組 $J_{1}\in$ End(V), $J_{2}\in$

End$(W)$ が存在する :

$J_{2}U=U, UJ_{1}=U, U=\{F\in Hom(V, W)|J_{2}F=FJ_{1}\}$

その上，そのような組は符号を除いて一意的である．
(2) 逆に複素構造の組 $J_{1}\in$ End(V), $J_{2}\in$ End$(W)$ が与えられたとき，

$U=\{F\in Hom(V, W)|J_{2}F=FJ_{1}\}$

とおくと，$U$ は $Hom(V, W)$ の全複素部分空間で，$\dim \mathbb{R}U=\frac{1}{2}\dim_{\mathbb{R}}Hom(V, W)$ となる．
また，

$U^{\perp}=\{F\in Hom(V, W)|J_{2}F=-FJ_{1}\}$

が成立する．

多様体 $M$ から $\mathbb{H}P^{n}$ への写像 $f$ 及びその微分 $df$ をベクトル束の言葉で記述する : 次の
1対 1対応が成立する:

$\mathbb{H}$ 直線部分束
写像 $f:Marrow \mathbb{H}P^{n}$ $rightarrow$

$L\subset \mathcal{H}=M\cross \mathbb{H}^{n+1}$
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また，$T\mathbb{H}P^{n}\cong Hom(L, \underline{\mathbb{H}^{n+i}}/L)$ であるので，$df$ は実線形写像

$\delta$ : $TMarrow Hom(L, \mathcal{H}/L)$

に対応している．命題 3.1によって $\delta$ は次のように与えられる : $p\in M,$ $X\in T_{p}M,$ $\psi_{0}\in L_{p}$

が与えられたとき，$\psi\in\Gamma(L)$ を $\psi(p)=\psi_{0}$ を満たすように選ぶ．このとき，$\delta_{p}(X)\psi_{0}=$
$\pi L(d_{X}\psi)$ .

$f$ : $Marrow \mathbb{H}P^{n}$ を複素 $n$ 次元複素多様体からの全複素埋め込みとする．即ち，$\mathbb{H}P^{n}$ の全複

素部分多様体で，$M$ の複素構造 $I$ と $\tilde{I}\in r(Q|_{M})$ に対して，$df(IX)=\tilde{I}df(X),$ $X\in TM$

が成立している．この埋め込みに対して，$\delta_{p}$ : $T_{p}Marrow Hom(L_{p}, (\mathcal{H}/L)_{p})$ は単射で，その像
$\delta_{p}(T_{p}M)$ は，$Hom(L_{p}, (\mathcal{H}/L)_{p})$ の全複素部分空間となり，補題 4.1が適用される．
例 4.2複素射影空間 $\mathbb{C}P^{n}$ : $S$ を $E\Psi^{+1}$ の複素構造とする．即ち，$S\in End(\ovalbox{\tt\small REJECT}^{+1}),$ $S^{2}=-id.$

このとき，$S’=\{l\in \mathbb{H}P^{n}|Sl=l\}$ とおくと，$S’$ は $\mathbb{H}P^{n}$ の全複素部分多様体で，$n$ 次元

複素射影空間 $\mathbb{C}P^{n}$ に正則微分同型になる．

以下では，[5] において $S$-理論と呼ばれている理論の高次元化を試みる．$Marrow \mathbb{H}P^{n}$ を

複素 $n$次元複素多様体からの全複素埋め込みとする．$I$ を $M$ の複素構造とし，$M$ 上の (ベ

クトル空間に値をもつ) 1-form $\omega$ に対して，$*\omega(X)=\omega(IX)$ とおき，$*\omega$ を定める．写像
$S:Marrow$ End $(\mathbb{H}^{n+1})$ $(or S\in\Gamma(End\mathcal{H}))$ は $S^{2}=-$ id を満たしているとする．このような
$S$ に対して，End $(\mathbb{H}^{n+1})$ (or End $\mathcal{H}$ ) $)$ に値を持つ $M$ 上の 1-forms $A^{+},$ $A^{-}$ を次で定義する

([5] \S 5)

(4.1) $A^{+}= \frac{1}{4}(SdS+*dS) , A^{-}=\frac{1}{4}(SdS-*dS)$ .

全複素埋め込み $Marrow \mathbb{H}P^{n}$ に対して，補題 4.1を適用することにより，複素構造の組」1 $\in$

$\Gamma(EndL),$ $J_{2}\in\Gamma(End\mathcal{H}/L)$ で，$\delta(IX)=\delta(X)J_{1}=J_{2}\delta(X)$ を満たすものが存在することが
分かる．$(J_{1}, J_{2})$ を拡張して $\mathcal{H}=M\cross\ovalbox{\tt\small REJECT}^{+1}$ の複素構造 $S$ を定義したい．即ち，$S\in\Gamma$(End $\mathcal{H}$ )
で $S^{2}=-$ id を満たし

(4.2) $SL=L, S|_{L}=J_{1}, \pi {}_{L}S=J_{2}\pi L.$

が成り立つものを考えたい．$S|_{L}=J_{1},$ $\pi_{L}S=J_{2}\pi_{L}$ 及び $\delta(X)J_{1}=J_{2}\delta(X)$ であることよ

り，$dS(L)\subset L$ が導かれることに注意する．

定理 4.3 ([5] Theorem 2の高次元版) $M$ を $\mathbb{H}P^{n}$ の全複素部分多様体として埋め込まれた
(複素) $n$ 次元複素多様体とし，$L\subset \mathcal{H}=M\cross \mathbb{H}^{n+1}$ を埋め込みに対応する $\mathbb{H}$ 直線部分束

とする．このとき，次の条件を満たす複素構造 $S\in\Gamma$ (End $\mathcal{H}$ ) がただ 1つ存在する :

(1) $SL=L,$ $dS(L)\subset L$

(2) $*\delta=\delta S=S\delta$

(3) $A^{-}|_{L}=0$
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定理 4.3によって与えられる複素構造 $S\in\Gamma(End\mathcal{H})$ を全複素埋め込みの Gauss 写像
と呼ぶ．Gauss 写像 $S$ は $\mathbb{H}P^{n}$ の四元数構造のみによって定まり，$Q$一接続によらない．こ
の $S$ が $\mathbb{H}P^{n}$ の全複素部分多様体を論ずる際，有用であることが期待される．

$\mathbb{H}^{l+1}$ の複素構造全体の集合を $\mathcal{S}$ で表す．即ち，

$S=\{S\in$ End$(\mathbb{H}^{n+1})|S^{2}=-$ id $\}.$

$S$ は End $(\mathbb{H}^{n+1})$ の $2(n+1)^{2}$ 次元閉部分多様体となる．End $(\mathbb{H}^{n+1})$ の点における接ベク
トル空間と End $(\mathbb{H}^{n+1})$ との同一視のもと，$S\in S$ における接ベクトル空間 $T_{S}S$ は次で与
えられる :

$T_{S}S=\{X\in$ End$(\mathbb{H}^{n+1})|XS+SX=0\}.$

$\mathcal{S}$ には自然に擬エルミート対称空間の構造が入る．以下，それを説明する．スカラー乗法を
実数に制限することにより $\mathbb{H}^{n+1}$ を実ベクトル空間とみて，$F\in$ End$(E\Psi^{+1})$ を実線形変換

と見る．実線形変換としてのトレースを $tr_{\mathbb{R}}F$ で表す．$X,$ $Y\in End(\mathbb{H}^{n+1})$ に対し

$\langle X, Y\rangle=\frac{1}{4(n+1)}tr\mathbb{R}(XY)$

とおくと，$\langle,$ $\rangle$ は End$(\mathbb{H}^{n+1})$ における不定値内積になる．この不定値内積 $\langle,$ $\rangle$ から，$S$ に

擬リーマン計量が誘導される．この擬リーマ $\sqrt[\backslash ]{}$–
$D$

-

$+$量の符号数は $(n(n+1), (n+1)(n+2))$
(即ち標準形における正項の数が，$n(n+1)$ , 負項の数が，$(n+1)(n+2)$ ) である．また，
$S\in S,$ $X\in T_{S}\mathcal{S}$ に対し，$JX=SX$ とおくと，$J$ は $S$ 上の複素構造になる．擬リーマン
計量 $\langle,$ $\rangle$ は $J$ に対して不変である．即ち，$X,$ $Y\in T_{S}S$ に対し，$\langle JX,$ $JY\rangle=\langle X,$ $Y\rangle$ が成

り立つ．このようにして定められた擬エルミート構造に関して，$(S, \langle, \rangle, J)$ は擬エルミート

対称空間になる．全複素埋め込み $Marrow \mathbb{H}P^{n}$ に対する Gauss 写像 $S:Marrow$ End $(\mathbb{H}^{n+1})$ を
$M$ から $S$ への写像と見る．このとき，$A^{+}=0,$ $A^{-}=0$ はそれぞれ，$S$ が反正則写像，正
則写像であることを意味している．

\S 5 アファイン座標のもとでの $S$ 理論
\S 3例 1で導入された $\mathbb{H}P^{n}$ のアファイン座標のもとで全複素部分多様体について論ずる．

$M’\subset \mathbb{H}P^{n}$ をアファイン座標が導入されている開集合とする．$M’$ は $\mathbb{H}^{n}$ と同一視され， こ

こでの四元数構造は $\mathbb{H}$ による右からのスカラー乗法によって与えられる．また，$Q$-接続と
して $\mathbb{H}^{n}\cong \mathbb{R}^{4n}$ の標準接続 $\tilde{\nabla}$ を考える．$Marrow \mathbb{H}P^{n}$ を複素 $n$ 次元複素多様体からの全複
素埋め込みとし，その像は $M’$ に含まれているとする．埋め込みに対応する $\mathbb{H}$ 直線部分束

$L\subset \mathcal{H}=M\cross E\Psi^{+1}$ に対し，埋め込み $f$ : $Marrow \mathbb{H}^{n}$ が存在して $L=[(\begin{array}{l}1f\end{array})]$ と表せる．補

題 4.1を適用することにより，写像 $R:Marrow \mathbb{H},$ $R^{2}=-1,$ $N:Marrow End(\mathbb{H}^{n}),$ $N^{2}=$ -id
で

(5.1) $*df=Ndf=-dfR$

を満たすものが一意的に存在することが分かる．また，各点 $p\in M$ で $M$ の接ベクトル空
間 $df(T_{p}M)$ , 法空間 $T_{p}^{\perp}M$ は次で与えられる :

(5.2) $df(T_{p}M)=\{v\in \mathbb{H}^{n}|N(p)v=-vR(p)\}, T_{p}^{\perp}M=\{v\in\ovalbox{\tt\small REJECT}|N(p)v=vR(p)\}$
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標準接続 $\tilde{\nabla}$ から $M$ に誘導される接続を $\nabla$ , 第 2基本形式を $\sigma$ で表す．このとき，次が成
立する:

補題 5.1 $X,$ $Y\in T$ に対し，

(1) $*dR=RdR=-dRR$

(2) $dN\wedge df=df\wedge dR$ 即ち $dN(X)df(Y)-dN(Y)df(X)=df(X)dR(Y)-df(Y)dR(X)$

(3) $(*dN)(X)df(Y)=-NdN(X)df(Y)+2Ndf(X)dR(Y)$

(4)

$N \sigma(X, Y) = -\frac{1}{4}\{dN(X)df(Y)+dN(Y)df(X)+df(X)dR(Y)+df(Y)dR(X)\}$

$N\sigma_{+}(X, Y)$ $=$ $\frac{1}{4}\{-dN(X)df(Y)-dN(Y)df(X)+df(X)dR(Y)+df(Y)dR(X)\}$

$N \sigma_{-}(X, Y) = -\frac{1}{2}\{df(X)dR(Y)+df(Y)dR(X)\}$

(4) $’$ (4) の別表示．

$\sigma(X, Y) = \frac{1}{2}\{(*df)(Y)dR(X)-dN(X)(*df)(Y)\}$

$\sigma_{+}(X, Y) = -\frac{1}{2}\{dN(X)(*df)(Y)+(*df)(X)dR(Y)\}$

$\sigma_{-}(X, Y) = \frac{1}{2}\{(*df)(X)dR(Y)+(*df)(Y)dR(X)\}$

定理 4.3 の複素構造 $S$ をアファイン座標のもとで求める．$\mathcal{H}=M\cross\ovalbox{\tt\small REJECT}+1$ の枠場

$(\begin{array}{l}1f\end{array}),$ $e_{2},$ $\cdots,$ $e_{n+1}$ に関して $S$ を行列表示する．即ち，$G=(\begin{array}{ll}1 0f I_{n}\end{array})$ とおき，$S=$

$GPG^{-1}$ という形で表す．$SL=L$ という条件より，

(5.3) $SG=G(\begin{array}{ll}-R \eta 0 N\end{array}), R\in \mathbb{H}, t_{\eta}\in \mathbb{H}^{n}, N\in End(\mathbb{H}^{l})$

(5.4) $S^{2}=-I_{n+1} \Leftrightarrow R^{2}=-1, R\eta=\eta N, N^{2}=-I_{n}$

(5.5) $*\delta=\delta S=S\delta \Leftrightarrow *df(X)=Ndf(X)=-df(X)R, X\in TM$

(5.6) $dS=G(\begin{array}{ll}-dR-\eta df d\eta 0 df\eta+dN\end{array})G^{-1}$
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(5.7) $4A^{-}=SdS-*dS=G(2RdR -2\eta dfR0 -Rd\eta+\eta df\eta+\eta dN-*d\eta NdN-*dN)G^{-1}$

(5.8) $A^{-}|_{L}=0 \Leftrightarrow dR=-\eta df$

命題 5.2定理 4.3で定まる複素構造 $S$ を (5.3) のように表したとき次が成立する :

$dS=G(\begin{array}{ll}0 d\eta 0 df\eta+dN\end{array})G^{-1}$

$4A^{+}=G(\begin{array}{ll}0 -(d\eta)N+*d\eta 0 2Ndf\eta+NdN+*dN\end{array})G^{-1},4A^{-}=G(\begin{array}{ll}0 -(d\eta)N-*d\eta 0 NdN-*dN\end{array})G^{-1}$

また，第 2基本形式について次が成立する:

$2N\sigma_{-}(X, Y)=df(X)\eta df(Y)+df(Y)\eta df(X)$ .

命題 5.3 アファイン座標のもとで，$\sigma_{-}=0$ ならば，$A^{+}=0.$

定理 5.4 $M$ を $\mathbb{H}P^{n}$ に全複素部分多様体として埋め込まれた複素 $n$ 次元複素多様体とする．
$M$ 上 $\sigma_{+}=0$ ならば，$\mathbb{H}^{n+1}$ の複素構造 $S$ が存在し，$M$ はこの $S$ から定まる $\mathbb{C}P^{n}$ の開
部分多様体になる．

定理 5.4の証明の概略 $M$ に対して定まる $\mathcal{H}=M\cross E\Psi^{+1}$ の $\mathbb{H}$直線部分束を $L$ で表す．また，
定理 4.3によって唯一つ定まる $\mathcal{H}$ の複素構造を $S\in\Gamma$ (End $\mathcal{H}$ )(あるいは $S:Marrow$ End $\mathbb{H}^{n+1}$ )
とする．$M$ の各点に対しこの点を含む $\mathbb{H}P^{n}$ のアファイン座標を導入して議論する．この
とき，アファイン座標を用いて求めた $\sigma_{+}$ も消えている (命題 2.5の後の注意 (2)) 補題
5.1を用いて議論することにより，$dS=0$ を得る．従って，$S$ は $M$ の点によらず一定．
この $S$ から例 4.2によって定まる複素射影空間を $\mathbb{C}P^{n}$ とする．$S(L)=L$ であったので，

$M\subset \mathbb{C}P^{n}.$ $M$ と $\mathbb{C}P^{n}$ との次元の関係によって，$M$ は $\mathbb{C}P^{n}$ の開部分多様体になること
が分かる．

注意 5.5定理 4.3で定まる複素構造 $S$ の幾何学的な意味 : 本節の始めの設定で考える．
$p\in M$ を固定する．

$S_{p}=G(\begin{array}{ll}-R_{p} \eta_{p}0 N_{p}\end{array})G^{-1}, G=(\begin{array}{ll}1 0f(p) I_{n}\end{array})$

$S_{p}$ によって接ベクトル空間は定まる．即ち，$df(T_{p}M)=\{v \in 1$皿 $|N_{p}v=-vR_{p}\}$ . また，
第 2基本形式の (1, 1) 成分 $\sigma-$ も命題 5.2で与えられた公式によって定まる．固定された
$S_{p}$ から定まる複素射影空間を $S_{p}’$ で表す．即ち，$S_{p}’=\{l\in \mathbb{H}P^{n}|S_{p}l=l\}$ . このとき，$S_{p}’$

は $P$ を含み，この点での接ベクトル空間は，$M$ の接ベクトル空間に一致し，かつ $\sigma_{-}$ も一

致することが上の議論から分かる．また，命題 2.5後の注意 (3) により，$\sigma_{-}$ が一致するの

は，$Q$-接続の選び方によらない．文献 [5] では，$S^{4}=\mathbb{H}P^{1}$ の曲面 $M$ に対して定まる複素
構造 $S\in\Gamma(End\mathcal{H})$ を the mean curvature sphere of $M$ と呼んでいる．
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