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概要

バナッハ空間における (P) 型の写像に対する不動点の存在定理と不動点への収束
定理を得る．この写像はヒルベルト空間における堅非拡大写像の一般化のーつであ
る．バナッハ空間における極大単調作用素の零点問題への応用も議論する．

1 はじめに

$X$ を滑らかで狭義凸な回帰的実バナッハ空間とし，$f;Xarrow(-\infty, +\infty]$ を proper で下
半連続な凸関数とする．このとき，次の凸最小化問題を考える．

問題 1.1. $f(u)= \inf f(X)$ となる $u\in X$ を求めよ．

この問題の解の存在性や近似法の研究において

$P^{\partial f}x=\{z\in X$ : $f(z)+ \frac{1}{2}\Vert z-x\Vert^{2}=\inf_{y\in X}(f(y)+\frac{1}{2}\Vert y-X\Vert^{2})\}$ $(\forall x\in X)$ (1.1)

により定義される写像 $P^{\partial f}$ (劣微分 $\partial f$ のリゾルベント) が重要となる．よく知られてい
るように，$P^{\partial f}:Xarrow X$ は一価写像であり

$f(u)= \inf f(X)\Leftrightarrow P^{\partial f}u=u$
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が成り立つ．従って，問題 1.1は $P^{\partial f}$ に対する不動点問題に帰着される (cf. [20]).

特に，$X$ がヒルベルト空間であれば，$P^{\partial f}$ は堅非拡大写像となる．つまり，

$\Vert P^{\partial f_{X}}-P^{\partial f_{y}}\Vert^{2}\leq\langle P^{\partial f}x-P^{\partial f}y,x-y\rangle (\forall x,y\in X)$ (1.2)

が成り立つ．よって，$P^{\partial f}$ は非拡大でもある．つまり，

$\Vert P^{\partial f_{X}}-P^{\partial f}y\Vert\leq\Vert x-y\Vert (\forall x, y\in X)$

が成り立つ．Martinet の定理 [8] により，問題 1.1が解を持つ場合，任意の $x\in X$ に対し，

逐次近似列 $\{(P^{\partial f})^{n}x\}$ は問題 1.1の解の一つに弱収束する．この反復法は近接点法とよ
ばれるものである．Rockafellar [17] は，ヒルベルト空間における極大単調作用素に対する
近接点法をより一般的な形で研究した．

$X$ が上記のバナッハ空間の場合，$P^{\partial f}$ が堅非拡大であるとは限らない．しかし，$P^{\partial f}$ は

$\langle P^{\partial f}x-P^{\partial f}y, J(x-P^{\partial f}x)-J(y-P^{\partial f}y)\rangle\geq 0 (\forall x, y\in X)$ (1.3)

を満たす．ここで，$J:Xarrow X^{*}$ は双対写像である．$X$ がヒルベルト空間であれば，$J=I$

($X$ 上の恒等写像) となるため，(1.3) は (1.2) と一致する．

最近の論文 [1, 3, 4] において，(1.3) を満たす写像を (P) 型の写像 (cf. (3.1)) とよび，

写像の連続性，不動点の存在性及び不動点の近似法等の研究を行った．本稿では，主に論
文 [1] における結果を紹介する．

2 準備

本稿では，$\mathbb{R}$ 上のバナッハ空間を取り扱う．$\mathbb{R}$ と $\mathbb{N}$ により，それぞれ，実数全体の集合
及び正の整数全体の集合を表す．$(-\infty, +\infty]$ で集合 $\mathbb{R}\cup\{+\infty\}$ を表す．$X$ をバナツハ空

間とするとき，$X^{*}$ でその双対空間を表す．有界線形汎関数 $x^{*}\in X^{*}$ の点 $x\in X$ での値

$x^{*}(x)$ を $\langle x,x^{*}\rangle$ と書くこともある．$X$ の点列 $\{x$訂が $x\in X$ に強収束すること及び弱収

束することを，それぞれ $x_{n}arrow x$ 及び $x_{n}arrow x$ で表す．$C$ を $X$ の空でない部分集合とし，

$T:Carrow X$ とするとき，$F(T)$ で $T$ の不動点集合 $\{u\in C:Tu=u\}$ を表す．また，$z\in C$

が $T$ の漸近的不動点であるとは，ある $C$ の点列 $\{z_{n}\}$ が存在し，$z_{n}arrow z$ と $z_{n}-Tz_{n}arrow 0$

が成り立つことを言う．$\hat{F}(T)$ により，$T$ の漸近的不動点全体の集合を表す (cf. [13]). $I$

により恒等写像を表す．

$X$ をバナッハ空間とする．$X$ から $X^{*}$ への双対写像 $J:Xarrow 2^{X^{*}}$ は

$Jx=\{x^{*}\in X^{*}:\langle x,x^{*}\rangle=\Vert x\Vert^{2}=\Vert x^{*}\Vert^{2}\} (\forall x\in X)$
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で定義される．$S_{X}$ で $X$ の単位球面 $\{x\in X:\Vert x\Vert=1\}$ を表す．$X$ が滑らかであるとは，
任意の $x,$ $y\in S_{X}$ に対して極限 $\lim_{tarrow 0}(\Vert x+ty\Vert-\Vert x\Vert)/t$ が存在す $る^{}-$ことを言う．これ
は，任意の $x\in X$ に対して $Jx$ が一点集合となることと同値であるので，この場合，$J$ を
$X$ から $x*$ への一価写像とみなす．$X$ が狭義凸であるとは，$\Vert(x+y)/2\Vert<1$ が任意の
相異なる 2点 $x,$ $y\in S_{X}$ について成り立つことを言う．$X$ が一様凸であるとは，任意の
$\epsilon\in(0,2]$ に対し，ある $\delta>0$ が存在して

$x, y \in S_{X}, \Vert x-y\Vert\geq\epsilon\Rightarrow\Vert\frac{x+y}{2}\Vert\leq 1-\delta$

が成り立つことを言う．また，$X$ が Kadec-Klee 条件を満たすとは，$X$ の点列 $\{x_{n}\}$ が

$x_{n}arrow x\in X$ かつ $\Vert x_{n}\Vertarrow\Vert x\Vert$ を満たすときに，$x_{n}arrow x$ となることを言う．$X$ が一様凸

なバナッハ空間であれば，$X$ は狭義凸かつ回帰的なバナッハ空間であり，Kadec-Klee条
件を満たす．また，$X$ が滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間であれば，$J:Xarrow x*$ は

全単射であり，$J^{-1}$ は $x*$ から $X$ への双対写像と一致する．詳しくは文献 [5, 11, 19, 20]
を参照すると良い．

$X$ を狭義凸で回帰的なバナッハ空間とし，$C$ を $X$ の空でない閉凸集合とするとき，任
意の $x\in X$ に対して，$z_{x}\in C$ が一意的に存在して

$\Vert z_{x}-x\Vert=\min_{y\in C}\Vert y-x\Vert$

が成り立つ．$P_{C}x=z_{x}(\forall x\in X)$ により定まる写像 $P_{C}:Xarrow C$ を $X$ から $C$ 上への距

離射影と言う．よく知られているように，$X$ がさらに滑らかであり，$(x, z)\in X\cross C$ とす

るとき，

$z=P_{C}x\Leftrightarrow\langle y-z, J(x-z)\rangle\leq 0 (\forall y\in C)$ (2.1)

が成り立つ．

$X$ をバナッハ空間とし，$A:Xarrow 2^{X^{*}}$ とする．このとき，$A$ の定義域 $D(A)$ , 値域 $R(A)$

及びグラフ $G(A)$ は

$D(A)=\{x\in X:Ax\neq\emptyset\},$ $R(A)=\cup Ax,$ $G(A)=\{(x, x^{*}):x^{*}\in Ax\}$

$x\in X$

で定義される．作用素 $A$ が単調であるとは，

$(x, x^{*}), (y, y^{*})\in G(A)\Rightarrow\langle x-y, x^{*}-y^{*}\rangle\geq 0$
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が成り立つことを言う．また，単調作用素 $A$ が極大であるとは，$B:Xarrow 2^{X^{*}}$ が単調作用

素で $G(A)\subset G(B)$ を満たすとき，$A=B$ が成り立つことを言う．点 $z\in X$ が作用素 $A$

の零点であるとは $0\in Az$ が成り立つことを言う．$A$ の零点全体の集合を $A^{-1}0$ で表す．

$X$ が滑らかで狭義凸なバナッハ空間とし，$C$ を $X$ の空でない閉凸集合とする．また，
$A:Xarrow 2^{X^{*}}$ を単調作用素で

$D(A)\subset C\subset R(I+J^{-1}A)$ (2.2)

を満たすものとする．このとき，任意の $x\in C$ に対して，ある $z_{x}\in D(A)$ が存在し

$x\in z_{x}+J^{-1}Az_{x} (\Leftrightarrow 0\in J(z_{x}-x)+Az_{x})$

が成り立つことが分かる．また，$X$ の狭義凸性からそのような $z_{x}$ の一意性が従う．よっ
て，$P^{A}x=z_{x}(\forall x\in X)$ により一価写像 $P^{A}:Carrow C$ が定まる．この写像を，$A$ のリ

ゾルベントとよぶ．言い換えれば，$P^{A}x=(I+J^{-1}A)^{-1_{X}}(\forall x\in C)$ となる．このとき，
$F(P^{A})=A^{-1}0$ が成り立つ．特に，$X$ がさらに回帰的であり，$A:Xarrow 2^{X^{*}}$ が極大単調

作用素であるとき，$R(J+A)=X^{*}$ となる (cf. [16,20]). このことを用いると，$C=X$ の

下で (2.2) が成り立つことが分かる (cf. [20]).

次の変分不等式の解の存在定理はよく知られている．

定理 2.1 ([19]). $C$ を回帰的なバナツハ空間 $X$ の空でない有界閉凸集合とし，$A:Carrow x*$

を単調作用素とする．また，$A$ は $X$ のノルム位相及び $x*$ の弱位相について連続である

とする．このとき，ある $z\in C$ が存在し，任意の $y\in C$ に対して $\langle y-z,$ $Az\rangle\geq 0$ が成り

立つ．

3 基本性質

本節では，まず，バナッハ空間における (P) 型の写像の基本性質を述べる．$C$ を滑らか

なバナッハ空間 $X$ の空でない部分集合とするとき，$T:Carrow X$ が (P) 型であるとは

$\langle Tx-Ty, J(x-Tx)-J(y-Ty)\rangle\geq 0 (\forall x, y\in C)$ (3.1)

が成り立つことを言う (cf. [4]). 特に，$X$ がヒルベルト空間であるとき，$J=I$ となるので

これは $T$ が堅非拡大写像であること，つまり，

$\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq\langle Tx-Ty, x-y\rangle (\forall x, y\in C)$ (3.2)
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が成り立つことと同値である．

距離射影は (P) 型の写像である．距離射影の記号からの類推により，(P) 型という用語
を用いた．なお，文献 [4] では (Q) 型や (R) 型の写像も取り扱った．

補題 3.1. $C$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間 $X$ の空でない閉凸集合とするとき，
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は (P) 型であり，$F(P_{C})=C$ が成り立っ．

(P) 型の写像は単調作用素のリゾルベントと関係する．

補題 3.2 ([4]). $C$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間 $X$ の空でない部分集合と

し，$T:Carrow X$ とする．また，$A:Xarrow 2^{X^{*}}$ を $A=J(T^{-1}-I)$ により定義する．こ
のとき，$T$ が (P) 型であることは $A$ が単調作用素であることと同値である．このとき，
$T=(I+J^{-1}A)^{-1}$ 及び $F(T)=A^{-1}0$ が成り立っ．

補足 3.3. 補題 3.2において，$T^{-1}:Xarrow 2^{X}$ は

$T^{-1}y=\{x\in C:Tx=y\} (\forall y\in X)$

により定義される集合値写像である．

次の補題は不動点近似法を研究する際に必要となる．

補題 3.4 ([3]). $C$ を滑らかなバナッハ空間 $X$ の空でない部分集合とし，$T:Carrow X$ を

(P) 型の写像とする．このとき，次が成り立っ．

(a) $C$ が閉凸であれば，$F(T)$ も閉凸である．

(b) $F(T)=\hat{F}(T)$ .

(c) 任意の $\lambda\in[0,1]$ に対して，$\lambda I+(1-\lambda)T:Carrow X$ は (P) 型である．

ヒルベルト空間における (P) 型の写像は堅非拡大写像であるので，写像の連続性は定義
から明らかである．バナッハ空間における (P) 型の写像の連続性に関して次が成り立っ．

定理 3.5 ([4]). $C$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間 $X$ の空でない部分集合とし，
$T:Carrow X$ を (P) 型の写像とする．このとき，次が成り立つ．

(a) $C$ の任意の空でない有界部分集合 $U$ に対し，$T(U)$ は有界となる．

(b) $C$ の点列 $\{x$訂が $x_{n}arrow x\in C$ を満たすとき，$Tx_{n}arrow Tx,$ $J(x_{n}-Tx_{n})arrow$

$J(x-Tx)$ 及び $\Vert x_{n}-Tx_{n}\Vertarrow\Vert x-Tx\Vert$ が成り立つ．

(c) $X$ が Kadec-Klee 条件を満たすとき，$T$ はノルムの意味で連続である．
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(d) $X$ が一様凸であれば，$C$ の任意の空でない有界部分集合 $U$ に対し，$T$ は $U$ におい

てノルムの意味で一様連続である．

定理 2.1と定理 3.5を用いると，次の不動点定理を示すことができる．

定理 3.6 ([4]). $C$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間 $X$ の空でない有界閉凸集合と

し，$T:Carrow X$ を (P) 型の写像とする．このとき，$P_{C}T$ は不動点を持つ．特に，$T(C)\subset C$

の場合，$T$ は不動点を持つ．

証明．$A=J(I-T)$ により写像 $A:Carrow x*$ を定義する．$T$ は (P) 型であり，$J$ は単調

であるので，任意の $x,$ $y\in C$ について

$\langle x-y, Ax-Ay\rangle=\langle x-y, J(x-Tx)-J(y-Ty)\rangle$

$=\langle x-Tx-(y-Ty), J(x-Tx)-J(y-Ty)\rangle$

$+\langle Tx-Ty, J(x-Tx)-J(y-Ty)\rangle$

$\geq\langle Tx-Ty, J(x-Tx)-J(y-Ty)\rangle\geq 0$

が成り立つ．よって，$A$ は単調である．また，定理 3.5によって，$A$ は $X$ のノルム位相及び

$x*$ の弱位相に関して連続である．定理 2.1より，ある $z\in C$ が存在して，任意の $y\in C$

について $\langle y-z,$ $Az\rangle\geq 0$ が成り立つ．つまり，

$\langle y-z, J(Tz-z)\rangle\leq 0 (\forall y\in C)$

が成り立つ．(2.1) により，$P_{C}(Tz)=z$ を得る．ゆえに，$z$ は $P_{C}T$ の不動点である．また，
特に $T(C)\subset C$ の場合，$P_{C}T=T$となるため，結論を得る．□

特に，$X$ がヒルベルト空間であるとすれば，次の系が得られる．

系 3.7. $C$ をヒルベルト空間 $X$ の空でない有界閉凸集合とし，$T:Carrow X$ を堅非拡大写

像とする．このとき，$P_{C}T$ は不動点を持つ．特に，$T(C)\subset C$ の場合，$T$ は不動点を持つ．

4 二つの射影法

本節では，(P) 型の写像に対する二つの射影法に関する存在定理を得る．定理 3.6を用
いて証明される次の補題は重要である．その証明において，文献 [2,9,10] における手法を

用いた．
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補題 4.1 ([1]). $C$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間 $X$ の空でない部分集合とし，
$T:Carrow C$ を (P) 型の写像とする．また，$D$ を $X$ の空でない有界閉凸集合で $D\subset C$ を

満たすものとする．このとき，ある $z\in C$ が存在して，

$\sup \langle z-Ty, J(I-T)y\rangle\leq 0$

$y\in\tau-1(D)$

が成り立つ．

まず，hybrid 射影法 [18] に関する結果を紹介する．これらの結果は，バナッハ空間にお
ける極大単調作用素に対する hybrid 射影法 [9, 12] と関連する．

次の結果は，不動点近似列が well-defined であることを主張するものである．その証明
には補題 4.1を用いた．

定理 4.2 ([1]). $C$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間 $X$ の空でない閉凸集合とし，
$T:Carrow C$ を (P) 型の写像とする．また，$x_{1}=x\in C,$

$\{\begin{array}{ll}C_{n}=\{z\in C:\langle z-Tx_{n}, J(x_{n}-Tx_{n})\rangle\leq 0\} D_{n}=\{z\in C:\langle z-x_{n}, J(x-x_{n})\rangle\leq 0\} x_{n+1}=P_{C_{n}\cap D_{n}}(x) (n=1,2, \ldots)\end{array}$

により $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ を定義する．このとき，次が成り立つ．

(a) 任意の $n\in \mathbb{N}$ に対して，$C_{n}\cap D$
。

$\supset\bigcap_{k=1}^{n}C_{k}\neq\emptyset$ が成り立つ．

(b) $\{x_{n}\}$ は well-defined である．

(c) $\bigcap_{n=1}^{\infty}(C_{n}\cap D_{n})=\bigcap_{n=1}^{\infty}C_{n}\supset F(T)$ .

次は，そのようにして定義された点列の有界性と不動点の存在性が同値であることを主
張する．

定理 4.3 ([1]). $X$ を滑らかで一様凸なバナッハ空間とし，$C,$ $T,$ $\{x_{n}\},$ $\{C_{n}\}$ 及び $\{D_{n}\}$

を定理 4.2と同じものとする．このとき，次は同値である．

(a) $T$ は不動点を持つ．

(b) $\bigcap_{n=1}^{\infty}C_{n}$ は空でない．

(C) $\{x$訂は有界である．
(d) $\{x_{n}\}$ は強収束する．

この場合，$\{x_{n}\}$ は $P_{F(T)}(x)$ に強収束する．
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次に，収縮射影法 [21] に関する結果を紹介する．それらの証明では，文献 [6, 7] におけ

る Mosco 収束性を利用した証明手法を用いた．次は，不動点近似列がwell-defined である

ことを主張する結果である．

定理 4.4 ([1]). $C$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナツハ空間 $X$ の空でない閉凸集合とし，

$T:Carrow C$ を (P) 型の写像とする．また，$x_{1}=x\in C=C_{0},$

$\{\begin{array}{ll}C_{n}=\{z\in C_{n-1}:\langle z-Tx_{n}, J(x_{n}-Tx_{n})\rangle\leq 0\} x_{n+1}=P_{C_{n}}(x) (n=1,2, \ldots)\end{array}$

により $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ を定義する．このとき，次が成り立つ．

(a) 任意の $n\in \mathbb{N}$ に対して，$C_{n}$ は空でない．

(b) $\{x_{n}\}$ は well-defined である．

(c) $\bigcap_{n=1}^{\infty}C_{n}\supset F(T)$ .

そのようにして定義された点列の有界性と不動点の存在性が同値であることを主張する
定理を述べる．

定理 4.5 ([1]). $X$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間で Kadec-Klee 条件を満たす

ものとし，$C,$ $T,$ $\{x_{n}\}$ 及び $\{C_{n}\}$ を定理 4.4と同じものとする．このとき，次は同値で
ある．

(a) $T$ は不動点を持つ．

(b) $\bigcap_{n=1}^{\infty}C_{n}$ は空でない．

(c) $\{x_{n}\}$ は強収束する．

この場合，$\{x_{n}\}$ は $P_{F(T)}(x)$ に強収束する．また，$X$ が一様凸であれば，これらの条件は
$\{x_{n}\}$ の有界性と同値である．

5 単調作用素の零点問題への応用

最後に，\S 4で得られた結果を用いて得られた単調作用素の零点問題に関する結果を紹介
する．定理 4.3を用いると，単調作用素に対する次の定理を示すことができる．

定理 5.1 ([1]). $C$ を滑らかで一様凸なバナツハ空間 $X$ の空でない閉凸集合とし，$A:Xarrow$

$2^{X^{*}}$ を単調作用素で (2.2) を満たすものとする．$P^{A}x=(I+J^{-1}A)^{-1_{X}}(\forall x\in C)$ とし，
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$x_{1}=x\in C,$

$\{\begin{array}{ll}C_{n}=\{z\in C:\langle z-P^{A}x_{n}, J(x_{n}-P^{A}x_{n})\rangle\leq 0\} D_{n}=\{z\in C:\langle z-x_{n}, J(x-x_{n})\rangle\leq 0\} x_{n+1}=P_{C_{n}} 口 D_{n}(x) (n=1,2, \ldots)\end{array}$

により $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ を定義する．このとき，次は同値である．

(a) $A$ は零点を持つ．
$( b)\bigcap_{n=1}^{\infty}C_{n}$ は空でない．

(c) $\{x$訂は有界である．
(d) $\{x$訂は強収束する．

この場合，$\{x_{n}\}$ は $P_{A-1}0(x)$ に強収束する．

証明．$P^{A}$ : $Carrow C$ が (P) 型の写像であることを証明する．$x,$ $y\in C$ とするとき，$P^{A}$ の

定義より

$J(x-P^{A}x)\in AP^{A}x, J(x-P^{A}y)\in AP^{A}y$

となるので，$A$ の単調性によって

$\langle P^{A}x-P^{A}y, J(x-P^{A}x)-J(y-P^{A}y)\rangle\geq 0$

が成り立つ．よって，$P^{A}$ は (P) 型である．次に，$F(P^{A})=A^{-1}0$ を示す．$u\in F(P^{A})$ と

するとき，$u=P^{A}u$ から

$u\in u+J^{-1}$ $Au$ (5.1)

が成り立つので，$u\in A^{-1}0$ である．逆に，$u\in A^{-1}0$ とするとき，$u\in D(A)\subset C$ である

ので，$u\in C$ となる．また，$0\in Au$ より (5.1) が成り立つので，$u=P^{A}u$ となる．従って，
$F(P^{A})=A^{-1}0$が成り立つ．以上より，定理 4.3から結論を得る．$\square$

特に，凸関数の最小点を求める問題に関して次の系を得る．

系 5.2. $X$ を滑らかで一様凸なバナッハ空間とし，$f:Xarrow(-\infty, +\infty]$ を proper で下半

連続な凸関数とする．また，$P^{\partial f}:Xarrow X$ を (1.1) で定義する．$x_{1}=x\in X,$

$\{\begin{array}{ll}C_{n}=\{z\in X:\langle z-P^{\partial f}x_{n}, J(x_{n}-P^{\partial f}x_{n})\rangle\leq 0\} D_{n}=\{z\in X:\langle z-x_{n}, J(x-x_{n})\rangle\leq 0\} x_{n+1}=P_{C_{n}\cap D_{n}}(x) (n=1,2, \ldots)\end{array}$

により $X$ の点列 $\{x_{n}\}$ を定義する．このとき，次は同値である．
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(a) $f$ は最小点を持つ．

(b) $\bigcap_{n=1}^{\infty}C_{n}$ は空でない．

(c) $\{x_{n}\}$ は有界である．

(d) $\{x_{n}\}$ は強収束する．

この場合，$\{x_{n}\}$ は $x$ から最も近い $f$ の最小点に強収束する．

証明．Rockafellar の定理 [14, 15] により，

$\partial f(x)=\{x^{*}\in X^{*}:f(x)+\langle y-x, x^{*}\rangle\leq f(y) (\forally\in X)\} (\forall x\in X)$

で定義される $f$ の劣微分 $\partial f:Xarrow 2^{X^{*}}$ は極大単調である．また，

$( \partial f)^{-1}(0)=\{z\in X:f(z)=\inf f(X)\}$

が成り立つ．さらに，$x\in X$ とするとき，

$z=P^{\partial f_{X}} \Leftrightarrow z=\arg\min_{\in yX}\{f(y)+\frac{1}{2}\Verty-x\Vert^{2}\}$

$\Leftrightarrow 0\in\partial(f+\frac{1}{2}\Vert\cdot-x\Vert^{2})(z)$

$\Leftrightarrow 0\in\partial f(z)+\partial(\frac{1}{2}\Vert\cdot-x\Vert^{2})(z)$

$\Leftrightarrow 0\in\partial f(z)+J(z-x)$

$\Leftrightarrow x\in(I+J^{-1}\partial f)(z)$

が成り立つので，$P^{\partial f}x=(I+J^{-1}\partial f)^{-1_{X}}$ となる (cf. [20]). 従って，定理 5.1より結論を
得る 口

同様に，定理 4.5を用いると，単調作用素に対する次の定理を示すことができる．

定理 5.3 ([1]). $C$ を Kadec-Klee 条件を満たす滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間
$X$ の空でない閉凸集合とし，$A:Xarrow 2^{X^{*}}$ を単調作用素で (2.2) を満たすものとする．

$P^{A}x=(I+J^{-1}A)^{-1_{X}}(\forall x\in C)$ とし，$x_{1}=x\in C=C0,$

$\{\begin{array}{ll}C_{n}=\{z\in C_{n-1}:\langle z-P^{A}x_{n}, J(x_{n}-P^{A}x_{n})\rangle\leq 0\} x_{n+1}=P_{C_{n}}(x) (n=1,2, \ldots)\end{array}$

により $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ を定義する．このとき，次は同値である．

(a) $A$ は零点を持つ．
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$( b)\bigcap_{n=1}^{\infty}C$塩は空でない．

(c) $\{x_{n}\}$ は強収束する．

この場合，$\{x_{n}\}$ は $P_{A0}-1(x)$ に強収束する．また，$X$ が一様凸であれば，これらの条件は
$\{x_{n}\}$ の有界性と同値である．

特に，凸関数の最小点を求める問題に関して次の系を得る．

系 5.4. $X$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間で Kadec-Klee 条件を満たすものと

し，$f:Xarrow(-\infty, +\infty]$ を proper で下半連続な凸関数とする．また，$P^{\partial f}:Xarrow X$ を

(1.1) で定義する．また，$x_{1}=x\in X=C_{0},$

$\{\begin{array}{ll}C_{n}=\{z\in C_{n-1}:\langle z-P^{A}x_{n}, J(x_{n}-P^{A}x_{n})\rangle\leq 0\} x_{n+1}=P_{C_{n}}(x) (n=1,2, \ldots)\end{array}$

により $X$ の点列 $\{x_{n}\}$ を定義する．このとき，次は同値である．

(a) $f$ は最小点を持つ．

$( b)\bigcap_{n=1}^{\infty}C_{n}$ は空でない．

(c) $\{x_{n}\}$ は強収束する．

この場合，$\{x_{n}\}$ は $x$ から最も近い $f$ の最小点に強収束する．また，$X$ が一様凸であれば，
これらの条件は $\{x_{n}\}$ の有界性と同値である．
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