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概要

本稿では，文献 [2] で得られた結果と文献 [1,3,4] で得られた結果の一部を紹介す
る。 また，一般化されたハイブリッド写像に関する一考察を述べる。

1 序論

ここでは，文献 [2] と直接関係する先行研究を紹介しながら，文献 [2] の結果との関係を
概説する。

まず，文献 [2] の先行研究として，次の非拡大写像の不動点定理および平均収束定理が重
要である。

定理 1.1 (Pazy [11]). $H$ を実 Hilbert 空間，$C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合，$T:Carrow C$

を非拡大 $*$ 1写像とする。 このとき，$\{T^{n}x\}$ が有界となる $x\in C$ が存在するならば，$T$ は不

動点をもつ。つまり，$z=Tz$ となる $z\in C$ が存在する。

定理 1.2 (Baillon [5]). $H,$ $C,$ $T$ は定理 1.1と同じとする。さらに，$T$ は不動点をもつと

仮定し，$x\in C$ に対して，点列 $\{z_{n}\}$ を

$z_{1}=x,$ $z_{2}= \frac{x+Tx}{2},$ $z_{3}= \frac{x+Tx+T^{2_{X}}}{3}$ , . . . (1.1)

で定義する。 このとき，$\{z_{n}\}$ は $T$ の不動点に弱収束する。

定理 1.1より，$C$ が有界閉凸集合ならば，非拡大写像 $T:Carrow C$ は常に不動点を持つこ

とがわかる。

$*1$ 写像 $T:Carrow C$ が非拡大 (nonexpansive) であるとは，すべての $x,$ $y\in C$ に対して，$\Vert Tx-Ty\Vert\leq$

$\Vert x-y\Vert$ が成り立つときをいう。 ここで，$\Vert\cdot||$ は $H$ のノルムである。
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最近，非拡大写像とは異なる種類の写像に対しても，定理 1.1のような不動点定理や定
理 1.2のような平均収束定理が成り立つことが示された。それらを表にまとめてみると次
の通りである。

写像 $T$ 不動点定理 平均収束定理

[8] の意味で $nonspreading^{*2}$ 文献 [8] 文献 [10]

[14, 15] の意味で hybrid*3 文献 [14, 16] 文献 [15]

この中で特に，高橋渉先生の講演 [14] は，[2] をまとめる直接的なきっかけを与えてくれた

という意味で重要である。

文献 [2] では，これらの先行研究の結果を統一的に議論するため，$\lambda$-hybrid という写像

を導入している。 $\lambda$-hybrid 写像については，この後の 3節で説明する。4節の $\lambda-$hybrid

写像の不動点定理 (定理 4.1) は，定理 1.1および文献 [8,14,16] の不動点定理を統合したも

のである。 また，$\lambda$-hybrid写像の平均収束定理 (定理 4.3) は，定理 1.2および文献 [10, 15]

の平均収束定理を統合したものになっている。

2 準備

以下，$\mathbb{N}$ を正の整数全体の集合，$H$ を実 Hilbert 空間，$\langle\cdot,$ $\cdot\rangle$ を $H$ の内積，$\Vert\cdot\Vert$ を $H$ の

ノルム，$I$ を $H$ 上の恒等写像とする。
$C$ を $H$ の空でない部分集合とする。写像 $T:Carrow H$ の不動点の集合を，$F(T)$ で表

す。つまり，$F(T)=\{z\in C :z=Tz\}$ である。写像 $T:Carrow H$ が擬非拡大 (quasi-

nonexpansive) であるとは，$F(T)$ が空ではなく，すべての $x\in C$ と $z\in F(T)$ に対して，
$\Vert Tx-z\Vert\leq\Vert x-z\Vert$ が成り立とうときをいう。擬非拡大写像 $T:Carrow H$ の不動点集合

は閉凸であることが知られている。写像 $T:Carrow H$ が堅非拡大 (firmly nonexpansive)

であるとは，すべての $x,$ $y\in C$ に対して，$\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq\langle x-y,$ $Tx-Ty\rangle$ が成り立とう

ときをいう。

$C$ が閉凸のとき，各 $x\in H$ に対して，$\Vert x-z\Vert=\min\{\Vert x-y\Vert :y\in C\}$ を満たす

$z\in C$ がただ一つ存在する。その点 $z$ を $P_{C}(x)$ と表し，$P_{C}$ を $H$ から $C$ の上への距離射

影 (metric projection) と呼ぶ。距離射影 $P_{C}$ は堅非拡大であることが知られている。

$*2$ すべての $x,$ $y\in C$ に対して，2 $\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq\Vert x-Ty\Vert^{2}+\Vert y-Tx||^{2}$ が成り立つとき，写像
丁: $Carrow C$ は nonspreaadding [S] であるという。

$*3$ すべての $x,$ $y\in C$ に対して，3 $\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq\Vert x-y\Vert^{2}+\Vert x-Ty\Vert^{2}+||y-Tx\Vert^{2}$ が成り立つとき，
写像 $T:Carrow C$ は hybrid [14, 15] であるという。
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この節の最後に，Ray の定理 [12] を述べる。

定理 2.1 (Ray [12]). $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合とし，すべての非拡大写像 $T:Carrow$

$C$ が不動点をもつ $*$4と仮定する。 このとき，$C$ は有界である。

3 $\lambda$-hybrid 写像

本節では，$\lambda$-hybrid 写像の定義とその例を紹介する。以下，$C$ を $H$ の空でない部分集

合とし，$\lambda$ を実数とする。

写像 $T:Carrow H$ が $\lambda-$hybrid である [2] とは，すべての $x,$ $y\in C$ に対して

$\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq\Vert x-y\Vert^{2}+2(1-\lambda)\langle x-Tx, y-Ty\rangle$ (3.1)

が成り立つときをいう。 ここで，すべての $x,$ $y\in H$ に対して

$\Vert Tx-Ty\Vert^{2}+\Vert x-y\Vert^{2}+2\langle x-Tx,$ $y-Ty\rangle=\Vert x-Ty\Vert^{2}+\Vert Tx-y\Vert^{2}$ (3.2)

が成り立つことから，式 (3.1) は

2 $\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq\Vert x-Ty\Vert^{2}+\Vert y-Tx\Vert^{2}-2\lambda\langlex-Tx,$
$y$
– $Ty\rangle$

または

$(2-\lambda)\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq(1-\lambda)(\Vert x-Ty\Vert^{2}+\Vert y-Tx\Vert^{2})+\lambda\Vert x-y\Vert^{2}$ (3.3)

と同値であることがわかるので，こちらを定義式と考えてもよい。
定義から，次のことが容易にわかる。

$\bullet$ $T$ が 0-hybrid 写像ならば，$T$ は [8] の意味で nonspreading であり，
$\bullet$ $T$ が 1/2-hybird 写像ならば，$T$ は [15] の意味で hybrid であり，
$\bullet$ $T$ が 1-hybrid 写像ならば，$T$ は非拡大であり，
$\bullet$ $T$ が不動点をもつ $\lambda$-hybrid 写像ならば，擬非拡大であり，
$\bullet$ $\lambda>1$ のとき，$\lambda$-hybrid 写像は恒等写像である $*$ 5。

$\lambda-$hybrid 写像のもっとも重要な例の一つが，堅非拡大写像である。

$*4$ このとき，$C$ は，非拡大写像に関して不動点性を持つという。
$*5$ 式 (3.1) で $x=y$ のとき，$0\leq 2(1-\lambda)\Vert x-Tx\Vert^{2}$ となることから容易にわかる。
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例 3.1 ([2, Lemma 3.1]). $T$ が堅非拡大写像で $0\leq\lambda\leq 1$ ならば，$T$ は $\lambda-$hybrid である。

[16, Theorem $5.8|$ では，2/3-hybrid 写像を扱っている。

例 3.2 ([2, Example 3.3]). すべての $x,$ $y\in C$ に対して

$2 \Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq\Vert x-y\Vert^{2}+\Vert Tx-y\Vert^{2}$ (3.4)

が成り立つとする [16]。このとき，写像 $T:Carrow C$ は，$2/3$-hybrid である。

証明．$x,$ $y\in C$ とする。式 (3.4) より

$2 \Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq\Vert x-y\Vert^{2}+\Vert Tx-y\Vert^{2}$

と
$2 \Vert Ty-Tx\Vert^{2}\leq\Vert y-x\Vert^{2}+\Vert Ty-x\Vert^{2}$

が成り立つ。 これらの和を計算すると

$4\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq 2\Vert x-y\Vert^{2}+\Vert Tx-y\Vert^{2}+\Vert Ty-x\Vert^{2}$

$=3\Vert x-y\Vert^{2}+\Vert Tx-Ty\Vert^{2}+2\langle x-Tx, y-Ty\rangle$

となり

$\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq\Vert x-y\Vert^{2}+2(1-\frac{2}{3})\langle x-Tx, y-Ty\rangle$

を得る。 したがって，$T$ は 2/3-hybrid である。 口

次の例が示す通り，$\lambda$-hybrid 写像は一般に連続とは限らない。

例 3.3 ([2, Example 3.4]). $\lambda\in[0,1)$ に対して

$\alpha=\frac{\lambda(1-\lambda)+\sqrt{2(1-\lambda)}}{1-\lambda^{2}}$

とおく。 このとき，$\alpha>1$ となる $*$ 6。 また，$B=\{x\in H: \Vert x\Vert\leq\alpha\}$ とし，写像
$T:Harrow H$ を

丁$x=\{\begin{array}{ll}0 (x\in B) ;x/\Vert x\Vert (x\in H\backslash B)\end{array}$

で定義する。 このとき，$T$ は $\lambda$-hybrid である $*$ 7。

$*6\lambda\in$

$*7$ 詳しくは，[2, Example 3.4] の証明を参照して欲しい。

4



4 不動点定理および平均収束定理

ここでは，文献 [2] で得られた $\lambda$-hybrid 写像の不動点定理および平均収束定理を述べ
る。定理 1.1および文献 [8, 14, 16] の結果を統合したものが次の定理 4.1である。

定理 4.1 ([2, Theorem 4.1]). $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合，$\lambda$ を実数，$T:Carrow C$ を
$\lambda$-hybrid写像，$x\in C$ とし，点列 $\{z_{n}\}$ を $n\in \mathbb{N}$ に対して

$z_{n}= \frac{1}{n}\sum_{k=1}^{n}T^{k-1_{X}}$ (4.1)

で定義する。 ここで $T^{0}=I$ とする。 もし，$\{T^{n_{X}}\}$ が有界ならば，$\{z$訂の弱収積点 $*$ 8は $T$

の不動点である。 したがって，このとき，$T$ は不動点をもつ。

定理 4.1より，直ちに次の系を得る。

系 4.2. $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合，$\lambda$ を実数，$T:Carrow C$ を $\lambda$-hybrid 写像とする。
このとき，$C$ が有界ならば，$T$ は不動点をもつ。

次の平均収束定理は，定理 1.2および文献 [10,15] の結果を統合したものである。

定理 4.3 ([2, Theorem 5.2]). $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合，$\lambda$ を実数，$T:Carrow C$

を不動点をもつ $\lambda$-hybrid 写像，$P$ を $H$ から $F(T)$ の上への距離射影，$x\in C$ とし，点列
$\{z_{n}\}$ を $n\in \mathbb{N}$ に対して (4.1) で定義する。 このとき，$\{z$訂は $\{PT^{n}x\}$ の極限に弱収束

する。

定理 4.1および次の補助定理を使い，定理 4.3を証明してみよう。

補助定理 4.4 ([2, Lemma 5.1]). $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合，$\lambda$ を実数，$T:Carrow C$

を擬非拡大写像，$P$ を $H$ から $F(T)$ の上への距離射影，$x\in C$ とし，点列 $\{z_{n}\}$ を各 $n\in \mathbb{N}$

に対して (4.1) で定義する。このとき，次が成り立っ。

(1) 点列 $\{PT^{n}x\}$ は強収束する。

(2) $\{z_{n}\}$ のすべての弱収積点が不動点であるならば，$\{z_{n}\}$ は $\{PT^{n}x\}$ の極限に弱収束

する。

$*8\{z_{n}\}$ の弱収束する部分列の極限
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定理 4.3の証明．写像 $T$ は擬非拡大だから，$\{T^{n}x\}$ は有界である。実際，$u$ を $T$ の不動点

とすると，すべての $n\in \mathbb{N}$ に対して

$\Vert T^{n}x\Vert\leq\Vert T^{n}x-u\Vert+\Vert u\Vert\leq\Vert x-u\Vert+\Vert u\Vert$

である。 よって，定理 4.1より，$\{z_{n}\}$ のすべての弱収積点は $T$ の不動点である。 したがっ

て，補助定理 4.4により，$\{z_{n}\}$ は $\{PT^{n_{X}}\}$ の極限に弱収束することがわかる。 口

5 定義域の不動点性と有界性

次の定理より，$\lambda$-hybrid 写像の定義域について，不動点性と有界性が同値になることが
わかる。

定理 5.1 ([2, Theorem 6.2]). $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合，$\lambda\in[0,1]$ とし，すべての
Xhybrid写像 $T:Carrow C$ が不動点をもつ $*$9と仮定する。 このとき，$C$ は有界である。

定理 5.1で $\lambda=1$ の場合が Ray の定理 (定理 2.1) であるから，定理 5.1は Ray の定理

の一般化であるが，その証明は次の定理 (Ray の定理から得られる) を使うと容易である。

定理 5.2. $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合とし，すべての堅非拡大写像 $T:Carrow C$ が不

動点をもつと仮定する。 このとき，$C$ は有界である。

証明．非拡大写像 $S:Carrow C$ が与えられたとき，写像 $T$ を $T=(I+S)/2$ で定義する。

すると，$T$ は $C$ から $C$ への写像で，堅非拡大であり $*$ 10, さらに $F(T)=F(S)$ であること

が容易に確認できる。仮定より，$F(T)\neq\emptyset$ であるから，$F(S)\neq\emptyset$ である。 よって，任意
の非拡大写像 $S$ が不動点をもつ。 したがって，定理 2.1より $C$ は有界である。 口

例 3.1より，$\lambda\in[0,1]$ のとき，すべての堅非拡大写像は $\lambda$-hybrid であるから，定理 5.2
より，定理 5.1が得られる。

6 $\lambda$-hybrid 写像の研究のその後

ここでは，$\lambda$-hybrid 写像に関するその他の研究結果を紹介する。また，$\lambda$-hybrid写像の

一般化についての一考察を述べる。

$*9$ このとき，$C$ は，$\lambda$-hybrid 写像に関して不動点性を持つという。
$*10$ 例えば，[6, Theorem 12.1] を参照するとよい。
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6.1 その他の結果

文献 [3] では，$\lambda$-hybrid 写像列に対する不動点定理や平均収束定理を示した。 また，[1]
では，$\lambda-$hybrid 写像の不動点近似に関する強収束定理が得られている。 さらに，$\lambda$-hybrid
写像を Banach 空間へー般化し，その写像についての不動点定理を扱ったのが [4] である。

6.2 generalized hybrid 写像

$\lambda-$hybrid 写像の一般化には様々なものがあるが，文献 [7] で議論されている generalized
hybrid 写像はその一つである。 ここでは，$\lambda$-hybrid 写像と generalized hybrid 写像の関
係，および，generalized hybrid 写像の基本性質をまとめておく。

以下，$C$ を $H$ の空でない部分集合，$\alpha$ および $\beta$ を実数とする。写像 $T:Carrow H$ が

$(\alpha, \beta)$-generalized hybrid 写像である [7] とは，すべての $x,$ $y\in C$ に対して

$\alpha\Vert Tx-Ty\Vert^{2}+(1-\alpha)\Vert x-Ty\Vert^{2}\leq\beta\Vert Tx-y\Vert^{2}+(1-\beta)\Vert x-y\Vert^{2}$ (6.1)

が成り立つときをいう。
$(\alpha$ , $\beta$ $)$ -generalized hybrid 写像は，$\lambda$-hybrid 写像の一般化である。実際，$\lambda$ を実数，

$T:Carrow H$ を $\lambda$-hybird 写像とするとき，(3.3) より，すべての $x,$ $y\in C$ に対して

$(2-\lambda)\Vert Tx-Ty\Vert^{2}+(\lambda-1)\Vert x-Ty\Vert^{2}\leq(1-\lambda)\Vert Tx-y||^{2}+\lambda\Vert x-y\Vert^{2}$

が成り立つ。 したがって，$T$ は $(2-\lambda, 1-\lambda)$-generalized hybrid である。

ところが，次の命題が示す通り，一部の $(\alpha, \beta)$ -generalized hybrid 写像は，恒等写像ま
たは，ある $\lambda$-hybrid 写像になってしまう。

命題 6.1. $C$ を $H$ の空でない部分集合，$\alpha$ および $\beta$ を実数，$T:Carrow H$ を $(\alpha, \beta)-$

generalized hybrid 写像とする。 このとき，次が成り立つ。

(1) $\alpha+\beta-1<0$ ならば，$T=I$ である。

(2) $\alpha+1-\beta>0$ ならば，ある $\lambda\in \mathbb{R}$ が存在して，$T$ は $\lambda$-hybrid である。

証明．式 (6.1) で $x=y$ とすると，$(\alpha+\beta-1)\Vert Tx-x\Vert^{2}\geq 0$ となる。 したがって，
$\alpha+\beta-1<0$ のとき，すべての $x\in C$ に対して $Tx=x$ となり，．(1) が示せた。
次に (2) を示す。 $x,$ $y\in C$ とする。定義より，(6.1) と

$\alpha\Vert Ty-Tx\Vert^{2}+(1-\alpha)\Vert y-Tx\Vert^{2}\leq\beta\Vert Ty-x\Vert^{2}+(1-\beta)\Vert y-x\Vert^{2}$
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が成り立つ。 これらの両辺を加えて整理すると

$2\alpha\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq(\alpha-(1-\beta))(\Vert Tx-y\Vert^{2}+\Vert y-Tx\Vert^{2})+2(1-\beta)\Vert x-y\Vert^{2}$

となり，等式 (3.2) に注意すると

$(\alpha+1-\beta)\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq(\alpha+1-\beta)\Vert x-y\Vert^{2}+2(\alpha+\beta-1)\langle x-Tx,y-Ty\rangle$

を得る。 したがって，$\alpha+1-\beta>0$ のとき

$\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq\Vert x-y\Vert^{2}+2\frac{\alpha+\beta-1}{\alpha+1-\beta}\langle x-Tx, y-Ty\rangle$

$\leq\Vert x-y\Vert^{2}+2(1-\frac{2(1-\beta)}{\alpha+1-\beta})\langle x-Tx,y-Ty\rangle$

となる。ゆえに，$T$ は $2(1-\beta)/(\alpha+1-\beta)$-hybrid である。 □

さらに，$H$ の部分集合 $C$ から $C$ の中への generahzed hybrid 写像については，次のこ
ともわかる。

命題 6.2. $C$ を $H$ の空でない部分集合，$\alpha$ と $\beta$ を実数，$T:Carrow C$ を $(\alpha, \beta)$ -generalized

hybrid 写像とする。 このとき，次が成り立つ。

(1) $\alpha=0$ および $\beta=1$ ならば，$T$ は等長である。

(2) $1-\beta-\alpha(1-\alpha)<0$ ならば，$T=I$ である。

証明．まず，$\alpha=0,$ $\beta=1$ とすると，(6.1) より，すべての $x,$ $y\in C$ に対して

$\Vert x-Ty\Vert=\Vert y-Tx\Vert$ (6.2)

が成り立つ。 $Tx\in C$ であるから，(6.2) で $y=Tx$ とすると，$\Vert x-T^{2}x\Vert=\Vert Tx-Tx\Vert=$

$0$ となり，$T^{2}=I$ であることがわかる。 したがって，再び (6.2) より

$\Vert Tx-Ty\Vert=\Vert y-TTx\Vert=\Vert y-T^{2}x\Vert=\Vert y-x\Vert$

が，すべての $x,$ $y\in C$ に対して成り立つので，$T$ は等長である。

次に，$1-\beta-\alpha(1-\alpha)<0,$ $x\in C$ とする。 $Tx\in C$ であるから，(6.1) より

$\alpha\Vert Tx-T^{2}x\Vert^{2}+(1-\alpha)\Vert x-T^{2}x\Vert^{2}\leq(1-\beta)\Vert x-Tx\Vert^{2}$ (6.3)

が成り立つ。等式
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$\alpha\Vert Tx-T^{2}x\Vert^{2}+(1-\alpha)\Vert x-T^{2}x\Vert^{2}$

$=\Vert\alpha Tx+(1-\alpha)x-T^{2}x\Vert^{2}+\alpha(1-\alpha)\Vert x-Tx\Vert^{2}$

が成り立つことに注意すると，(6.3) より

$0\leq\Vert\alpha Tx+(1-\alpha)x-T^{2}x\Vert^{2}\leq[(1-\beta)-\alpha(1-\alpha)]\Vert x-Tx\Vert^{2}$

を得る。 したがって，$T=I$ である。 口

命題 6.1および 6.2から，$(\alpha, \beta)$ -generalized hybrid 写像の研究においては

$\alpha<0$ かつ $-\alpha+1\leq\beta\leq\alpha^{2}-\alpha+1$ の場合

または

$\alpha\geq 2$ かつ $\alpha+1\leq\beta\leq\alpha^{2}-\alpha+1$ の場合

が研究対象ということになろう $*$ 11
$\circ$
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