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概要

ヒルベルト空間における堅非拡大写像のバナッハ空間における一般化の一つであ
る $P$ 型の写像からなる列について，その共通不動点への二種類の強収束定理とそれ
らの応用について議論する．

1 はじめに

バナッハ空間における $P$ 型の写像からなる列に対して，共通不動点への収束定理とその

応用について研究する．本稿で考察する不動点近似法は，距離射影を用いて定義される二

種類の反復法であり，それぞれの手法により定まる点列は，最初に固定された点に最も近
い共通不動点へと強収束する．

ヒルベルト空間における堅非拡大写像のバナッハ空間における一般化の一つに，文献 [2]

において導入された $P$ 型の写像 (cf. (2.5)) がある．ヒルベルト空間 $H$ における次の写像

は $P$ 型の写像の例である．

$\bullet$ $H$ の閉部分空間 $M$ の上への直交射影 $P_{M}$

$\bullet$ $H$ の空でない閉凸集合 $C$ の上への距離射影 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\bullet$ 極大単調作用素 $A:Harrow 2^{H}$ のリゾルベント $(I+A)^{-1}$

$\bullet$ 恒等写像 $I$ と非拡大写像 $S$ の平均 $(I+S)/2$
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実際，ヒルベルト空間におけるこれらの写像は全て堅非拡大写像である．また，ヒルベルト
空間において，$P$ 型の写像と堅非拡大写像は同じ概念となる．

$C$ をヒルベルト空間 $H$ の空でない閉凸集合とし，$T:Carrow H$ とする．このとき，$T$ が非

拡大 (nonexpansive) であるとは，

$\Vert Tx-Ty\Vert\leq\Vert x-y\Vert (\forall x,y\in C)$ (1.1)

が成り立つことをいう．また，$T$ が堅非拡大 (firmly nonexpansive) [7, 8] であるとは，

$\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq\langle Tx-Ty,x-y\rangle (\forall x,y\in C)$ (1.2)

が成り立つことをいう．明らかに，堅非拡大写像は非拡大写像となる．また，

$T$ が堅非拡大 $\Leftrightarrow 2T-I$ が非拡大

が成り立つことを容易に示すことができる．よって，$T$ が堅非拡大であることは，$T=$

$(I+S)/2$ となる非拡大写像 $S:Carrow H$ が存在することと同値である．この場合，
$F(T)=F(S)$ が成り立つことも分かる．従って，非拡大写像に対する不動点問題は，より
性質の良い堅非拡大写像に対する不動点問題に帰着される (cf. [10, 11]).

次の非拡大写像の不動点定理は有名である．

定理 1.1 ([5, 6, 18, 19]). ヒルベルト空間 $H$ の空でない有界閉凸集合 $C$ からそれ自身への

非拡大写像 $T$ は不動点をもつ．

$\mathbb{R}^{2}$ における回転変換を考えれば分かるように，定理 1.1の仮定の下で，各 $x\in C$ につき

定まる点列 $\{T^{n}x\}$ が $T$ の不動点に収束するとは限らない．しかし，$T$ に対し堅非拡大性

を仮定すれば，この点列は $T$ の不動点に弱収束する．

定理 1.2 ([12, 15]). ヒルベルト空間 $H$ の空でない有界閉凸集合 $C$ からそれ自身への堅

非拡大写像 $T$ と x $\in C$ について，点列 $\{T^{n}x\}$ は $T$ の不動点の一つに弱収束する．

補足 1.3. 定理 1.2において，$\{T^{n}x\}$ が強収束しない例がある [9].

このように，ヒルベルト空間における堅非拡大写像は完備距離空間における縮小写像と
類似した好ましい性質をもつ．応用面においても，凸制約可能性問題，凸最小化問題，変分
不等式問題，鞍点問題，均衡問題等の多くの非線形問題が堅非拡大写像に対する不動点問
題に帰着され，不動点定理や不動点近似定理を用いた非線形問題の解明がなされる．
本稿では，ヒルベルト空間における堅非拡大写像のバナッハ空間における一般化の一つ
である $P$ 型の写像からなる列に対する共通不動点問題について研究する．ここでは，極

58



大単調作用素に対する射影法の研究 [13,14,17] と非拡大写像に対する収縮射影法の研
究 [20] に動機付けられ，距離射影を用いた二種類の不動点近似定理を得る．さらに，それ
らの応用について考察する．本稿で述べる結果は，文献 [3] において得られたものである．

2 準備

本稿で取り扱う線形空間は全て実線形空間とする．$\mathbb{R}$ と $\mathbb{N}$ で，それぞれ実数全体の集合
と正の整数全体の集合を表す．$X$ をバナッハ空間とし，$X^{*}$ をその双対空間とする．$X$ と

$X^{*}$ のノルムを $\Vert\cdot\Vert$ で表す．$I$ で恒等写像を表す．$S_{X}$ で $X$ の単位球面 $\{x\in X;\Vert x\Vert=1\}$

を表す．$X$ の点列 $\{x_{n}\}$ が点 x $\in X$ に強収束することを $x_{n}arrow x$ で表し，弱収束すること
を $x_{n}arrow x$ で表す．線形連続汎関数 $x^{*}\in X^{*}$ の点 $x\in X$ における値 $x^{*}(x)$ をく $x,x^{*}\rangle$ で

表すこともある．$X$ から $X^{*}$ への双対写像 $J$ は

$J(x)=\{x^{*}\in X^{*}:\langle x,x^{*}\rangle=\Vert x\Vert^{2}=\Vert x^{*}\Vert^{2}\} (\forall x\in X)$

で定義される $X$ から $x*$ への集合値写像である．Hahn-Banach の定理により，任意の
$x\in X$ について $J(x)$ は空でない．また，任意の $x\in X$ について $J(x)$ が一点集合とな

るとき，$X$ は滑らかであるとい $b^{i}$ , この場合には $J:Xarrow x*$ とみなす．特に，$X$ がヒル

ベルト空間であれば，$J=I$ となる．$X$ が狭義凸であるとは，$\Vert(x+y)/2\Vert<1$ が任意の
相異なる $x,$ $y\in S_{X}$ について成り立つことをいう．また，$X$ が一様凸であるとは，任意の
$\epsilon\in(0,2]$ に対して，ある $\delta>0$ が存在して，

$x,y \in S_{X}, \Vert x-y\Vert\geq\epsilon\Rightarrow\Vert\frac{x+y}{2}\Vert\leq 1-\delta$ (2.1)

が成り立つことをいう．$X$ が一様凸であれば，$X$ は狭義凸かつ回帰的である．$X$ が滑らか

で狭義凸な回帰的バナッハ空間であるとき，$J:Xarrow X^{*}$ は $X$ のノルム位相と $X^{*}$ の弱位

相に関して連続な一価の全単射となる．このとき，$X^{*}$ から $X$ への双対写像」$*$
は $J^{-1}$ と

一致する．詳しくは文献 [18,19] を参照すると良い．

以下において，本稿を通して特に断らない限り，$C$ と $X$ に次の条件を仮定する．

$\bullet$ $X$ は滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間である．
$\bullet$ $C$ は $X$ の空でない閉凸集合である．

このとき，各 x $\in X$ に対し，ただーつの $\hat{x}\in C$ が存在し，$\Vert\hat{x}-x\Vert=\min_{y\in C}\Vert y-x\Vert$ が

成り立つ．このことから，

$P_{C}(x)=\hat{x}(\forall x\in X)$ (2.2)
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によって写像 $P_{C}:Xarrow C$ を定義することができる．この写像 $P_{C}$ を $X$ から $C$ の上への

距離射影という．言い換えると，各 $x\in X$ について，$P_{C}(x)$ は $C$ の中で $x$ に最も近い点

である．また，任意の $x\in X$ と $z\in C$ について，

$z=P_{C}(x) \Leftrightarrow\sup_{y\in C}\langle y-z, J(x-z)\rangle\leq 0$
(2.3)

が成り立つ．

写像 $T:Carrow X$ の不動点全体の集合を $F(T)$ で表す．つまり，

$F(T)=\{u\in C:Tu=u\}$ (2.4)

である．また，$p\in C$ が $T$ の漸近的不動点 [16] であるとは，$C$ の点列 $\{z_{n}\}$ で $z_{n}arrow p$ か

つ $z_{n}-Tz_{n}arrow 0$ を満たすものが存在することをいい，$T$ の漸近的不動点全体の集合を

$\hat{F}(T)$ で表す．明らかに，$F(T)\subset\hat{F}(T)$ が成り立つが，この逆の包含関係が成り立つとは
限らない．

$T:Carrow X$ とする．このとき，$T$ が $P$ 型の写像である [2] とは，

$\langle Tx-Ty, J(x-Tx)-J(y-Ty)\rangle\geq 0 (\forall x, y\in C)$ (2.5)

が成り立つことをいう．次は $P$ 型の写像に関する基本事項である (cf. [1-3]).

$\bullet$ $X$ がヒルベルト空間であるとき，$T$ が $P$ 型であることは，$T$ が堅非拡大であること

と同値である．

$\bullet$ 距離射影 $P_{C}$ は $X$ からそれ自身への $P$ 型の写像であり，$F(P_{C})=C$ が成り立つ．

$\bullet$ $f:Xarrow(-\infty, +\infty]$ を proper で下半連続な凸関数とし，$\lambda>0$ どするとき，

$J_{\lambda}(x)= \arg\min_{y\in X}\{f(y)+\frac{1}{2\lambda}\Vert y-x\Vert^{2}\} (\forall x\in X)$ (2.6)

により定まる写像 $J_{\lambda}$ は $X$ からそれ自身への $P$ 型の写像であり，$F(J_{\lambda})$ は $f$ の最

小点全体の集合 $\arg\min_{y\in X}f(y)$ と一致する．

$\bullet$ $A:Xarrow 2^{X}$ を極大単調作用素とし，$\lambda>0$ とするとき，
$J_{\lambda}(x)=(I+\lambda J^{-1}A)^{-1}(x) (\forall x\in X)$ (2.7)

により定まる写像 $J_{\lambda}$ は $X$ からそれ自身への $P$ 型の写像であり，$F(J_{\lambda})$ は $A$ の零

点全体の集合 $A^{-1}(0)(=\{u\in X:0\in Au\})$ と一致する．

次は $P$ 型の写像に対する不動点定理である．

定理 2.1([2]). 滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間の空でない有界閉凸集合からそれ

自身への $P$ 型の写像は不動点をもつ．
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3 補題

$P$ 型の写像は次の基本的な性質をもつ．

補題 3.1 ([3]). $T:Carrow X$ を $P$ 型の写像とするとき，次が成り立つ．

(1) $F(T)$ は閉凸集合である．

(2) $F(T)=F(T)$ が成り立つ．

(3) $\lambda\in[0,1]$ とするとき，$U=\lambda I+(1-\lambda)T$ で定義される写像 $U:Carrow X$ も $P$ 型の

写像である．

次に，写像列に対する二つの条件を定義する．$\{T_{n}\}$ を $C$ から $X$ への写像の列とし，
$F= \bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})$ が空でないとする．

$\bullet$ $\{T_{n}\}$ が条件 (Zl) を満たすとは，$\{z_{n}\}$ が $C$ の有界点列で

$z_{n}-T_{n}z_{n}arrow 0$ (3.1)

を満たすとき，$\{z_{n}\}$ の任意の弱収束部分列の極限が $F$ の要素となることをいう．
$\bullet$ $\{T_{n}\}$ が条件 (Z2) を満たすとは，$\{z_{n}\}$ が $C$ の有界点列で

$z_{n}-T_{n}z_{n}arrow 0$ かつ $z_{n}-z_{n+1}arrow 0$ (3.2)

を満たすとき，$\{z_{n}\}$ の任意の弱収束部分列の極限が $F$ の要素となることをいう．

明らかに，条件 (Zl) を満たす $\{T_{n}\}$ は条件 (Z2) も満たす．また，$\{T_{n}\}$ が一つの写像
$T:Carrow X$ を用いて $T_{n}=T(\forall n\in \mathbb{N})$ で与えられるとき，$\{T_{n}\}$ が条件 (Zl) を満たすこ
とは $F(T)=F(T)$ と同値である．従って，補題 3.1の (2) から次が従う．

補題 3.2 ([3]). $T:Carrow X$ を $P$ 型の写像とし，$F(T)$ が空でないとする．このとき，
$T_{n}=T(\forall n\in \mathbb{N})$ で定まる写像列 $\{T_{n}\}$ は条件 (Zl) を満たす．

写像列 $\{T_{n}\}$ が条件 (Zl) や条件 (Z2) を満たすという性質は，$T_{n}$ と恒等写像 $I$ とのア

フィン結合によって新たに定まる写像列に引き継がれる．

補題 3.$3([3])$ . $\{T_{n}\}$ を $C$ から $X$ への写像の列で，$F= \bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})$ が空でないものと

する．$\{\alpha_{n}\}$ を $\sup_{n}\alpha_{n}<1$ を満たす実数列とし，$U_{n}=\alpha_{n^{I}}+(1-\alpha_{n})T_{n}(\forall n\in \mathbb{N})$ で

$C$ から $X$ への写像の列 $\{U_{n}\}$ を定義する．このとき，次が成り立つ．
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(1) $\{T_{n}\}$ が条件 (Zl) を満たすとき，$\{U_{n}\}$ も条件 (Zl) を満たす．

(2) $\{T_{n}\}$ が条件 (Z2) を満たすとき，$\{U_{n}\}$ も条件 (Z2) を満たす．

次の二つの補題は，条件 (Zl) や条件 (Z2) を満たす写像列の例を与えるものである．

補題 3.$4([3])$ . $A;Xarrow 2^{X^{*}}$ を極大単調作用素で，$A^{-1}(0)$ が空でないものとし，$\{\lambda_{n}\}$ を

正数列で $inf_{n}\lambda_{n}>0$ を満たすものとする．このとき，$J_{\lambda_{n}}=(I+\lambda_{n}J^{-1}A)^{-1}(\forall n\in \mathbb{N})$

により定まる $X$ からそれ自身への写像の列 $\{J_{\lambda_{n}}\}$ は条件 (Zl) を満たす．

補題 3.5 ([3]). $C_{1},$ $C_{2},$
$\ldots,$

$C_{N}$ を $X$ の閉凸集合で，$\bigcap_{k=1}^{N}C_{k}$ が空でないものとし，

$I=\{1,2, \ldots, N\}$ とおく．各 $k\in I$ に対し，$P_{k}$ で $X$ から $C_{k}$ の上への距離射影を表すも

のとし，$r:\mathbb{N}arrow I$ を次の条件を満たす写像とする．

$\forall k\in I,$ $\exists p_{k}\in \mathbb{N}$ st. $k \in\bigcap_{n=1}^{\infty}\{r(n), r(n+1), \ldots, r(n+p_{k}-1)\}$ (3.3)

このとき，$\{P_{r(n)}\}$ は条件 (Z2) を満たす．

補足 3.6. 補題 3.5の証明においては，文献 [4] における手法を参考にした．

4 結果

次の補題は，閉凸集合列と空間の点列に関するやや抽象的な結果である．

補題 4.1 $([3])$ . $X$ を滑らかな一様凸バナツハ空間とし，$\{M_{n}\}$ と $\{N_{n}\}$ を $X$ の空でない

閉凸集合列とする．$x\in X$ とし，$\{x_{n}\}$ を $X$ の点列とする．次を仮定する．

(1) 任意の $n\in \mathbb{N}$ について，$x_{n=P_{N_{n}}}(x),$ $x_{n+1}=P_{M_{n}}(x),$ $x_{n+1}\in N_{n}$ が成り立つ．

(2) $\bigcap_{n=1}^{\infty}M_{n}$ は空でない．

このとき，$\{\Vert x_{n}-x\Vert\}$ は収束列であり，$\lim_{n}\Vert x_{n}-x_{n+1}\Vert=0$ が成り立つ．また，$X$ の空

でない閉凸集合 $F$ で次を満たすものが存在するとする．

(3) $F \subset\bigcap_{n=1}^{\infty}M_{n}.$

(4) $\{x$訂の任意の弱収束部分列の極限は $F$ の要素である．

このとき，$\{x_{n}\}$ は $P_{F}(x)$ に強収束する．

補題 4.1を用いることにより，次の二つの強収束定理を得る．まず，文献 [13,14,17] の
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手法を参考にして得られた次の結果を述べる．

定理 4.2 ([3]). $X$ を滑らかな一様凸バナッハ空間とし，$C$ を $X$ の空でない閉凸集合とす

る．$\{T_{n}\}$ を $C$ からそれ自身への $P$ 型の写像からなる列で $F= \bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})$ が空でない

ものとし，$\{T_{n}\}$ は条件 (Z2) を満たすとする．$C$ の点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x\in C,$

$\{\begin{array}{ll}C_{n}=\{z\in C:\langle z-T_{n}x_{n}, J(x_{n}-T_{n}x_{n})\rangle\leq 0\}; D_{n}=\{z\in C:\langle z-x_{n}, J(x-x_{n})\rangle\leq 0\}; x_{n+1}=P_{C_{n}\cap D_{n}}(x) (n=1,2, \ldots)\end{array}$ (4.1)

により定義する．このとき，$\{x_{n}\}$ は $P_{F}(x)$ に強収束する．

証明の概略．まず，補題 3.1の (1) と仮定より，$F$ が $X$ の空でない閉凸集合であることが
分かる．

次に，数学的帰納法を用いて $\{x_{n}\}$ が well-defined であること及び $F\subset C_{n}\cap D_{n}$

$(\forall n\in \mathbb{N})$ が成り立つことを示す．

ここで，$M_{n}=C_{n}\cap D_{n}$ と $N_{n}=D_{n}(\forall n\in \mathbb{N})$ により $X$ の空でない閉凸集合列 $\{M_{n}\}$

と $\{N_{n}\}$ を定義すると，各 $n\in \mathbb{N}$ について，$x_{n+1}=P_{M_{n}}(x)\in N_{n}$ と $x_{n}=P_{N_{n}}(x)$ が成

り立つ．さらに，$\emptyset\neq F\subset\bigcap_{n=1}^{\infty}M_{n}$ も成り立っ．

これより，補題 4.1の前半部分を用いることができ，$\{\Vert x_{n}-x\Vert\}$ は収束列となり，
$\lim_{n}\Vert x_{n}-x_{n+1}\Vert=0$ となる．また，

$\Vert x_{n}-T_{n}x_{n}\Vert\leq\Vert x_{n}-x_{n+1}\Vertarrow 0$ (4.2)

を示すことができる．$\{T_{n}\}$ は条件 (Z2) を満たすので，$\{x$訂の任意の弱収束部分列の極限
は $F$ に属する．

以上より，補題 4.1の後半部分から結論を得る．$\square$

次に，文献 [20] の手法を参考にして得られた次の結果を述べる．

定理 4. $3([3])$ . $X,$ $C,$ $\{T_{n}\},$ $F$ を定理 4.2と同じものとし，$C$ の点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x\in$

$C=C_{0},$

$\{\begin{array}{ll}C_{n}=\{z\in C:\langle z-T_{n}x_{n}, J(x_{n}-T_{n}x_{n})\rangle\leq 0\}\cap C_{n-1}; x_{n+1}=P_{C_{n}}(x) (n=1,2, \ldots)\end{array}$ (4.3)

により定義する．このとき，$\{x_{n}\}$ は $P_{F}(x)$ に強収束する．

証明の概略．定理 4.2の証明の概略より，$F$ は $X$ の空でない閉凸集合である．
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次に，数学的帰納法を用いて $\{x_{n}\}$ が well-defined であること及び $F\subset C_{n}(\forall n\in \mathbb{N})$

が成り立つことを示す．

ここで，$M_{n}=C_{n}$ と $N_{n}=C_{n-1}(\forall n\in \mathbb{N})$ により $X$ の空でない閉凸集合列 $\{M_{n}\}$ と

$\{N_{n}\}$ を定義する．このとき，各 $n\in \mathbb{N}$ について，$x_{n+1}=P_{M_{n}}(x)\in N_{n}$ と $x_{n}=P_{N_{n}}(x)$

が成り立つ．さらに，$\emptyset\neq F\subset\bigcap_{n=1}^{\infty}M_{n}$ も成り立つ．

これより，補題 4.1の前半部分を用いることができ，$\{\Vert x_{n}-x\Vert\}$ は収束列であり，

$\lim_{n}\Vert x_{n}-x_{n+1}\Vert=0$ となる．また，

$D_{n}=\{z\in C:\langle z-T_{n}x_{n}, J(x_{n}-T_{n}x_{n})\rangle\leq 0\} (\forall n\in \mathbb{N})$ (4.4)

により定まる $X$ の空でない閉凸集合列 $\{D_{n}\}$ を用いて

$\Vert x_{n}-T_{n}x_{n}\Vert\leq\Vert x_{n}-x_{n+1}\Vertarrow 0$ (4.5)

を示すことができる．$\{T_{n}\}$ は条件 (Z2) を満たすので，$\{x_{n}\}$ の任意の弱収束部分列の極限
は $F$ に属する．

以上より，補題 4.1の後半部分から結論を得る 口

5 系

本節では，前節までの結果を用いて四つの系を得る．まず，一つの $P$ 型の写像に対する

の次の系を証明する．

系 5.1 ([3]). $X$ を滑らかな一様凸バナツハ空間とし，$C$ を $X$ の空でない閉凸集合と

する．$T;Carrow C$ を $P$ 型の写像で $F(T)$ が空でないものとし，$\{\alpha_{n}\}$ を $[0,1)$ の数列で

$\sup_{n}\alpha_{n}<1$ を満たすものとする．$C$ の点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x\in C,$

$\{\begin{array}{ll}y_{n}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})Tx_{n}; C_{n}=\{z\in C:\langle z-y_{n}, J(x_{n}-y_{n})\rangle\leq 0\}; D_{n}=\{z\in C:\langle z-x_{n}, J(x-x_{n})\rangle\leq 0\}; x_{n+1}=P_{C_{n}\cap D_{n}}(x) (n=1,2, \ldots)\end{array}$ (5.1)

により定義する．このとき，$\{x_{n}\}$ は $P_{F(T)}(x)$ に強収束する．

証明．$C$ からそれ自身への写像の列 $\{T_{n}\}$ を

$T_{n}=\alpha_{n}I+(1-\alpha_{n})T (\forall n\in \mathbb{N})$ (5.2)
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により定める．補題 3.1の (3) により，各 $T_{n}$ は $P$ 型の写像である．また，$\alpha_{n}\neq 1$ であ

るので，$F(T_{n})=F(T)$ が成り立つ．よって，$\bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})=F(T)\neq\emptyset$ となる．さら
に，補題 3.2から $\{T, T, \ldots\}$ が条件 (Zl) を満たすことが分かるので，補題 3.3の (1) と

$\sup_{n}\alpha_{n}<1$ によって，$\{T_{n}\}$ も条件 (Zl) を満たすことになる．従って，定理 4.2より結論
を得る 口

同様に，補題 3.1,3.2,3.3, 定理 4.3を用いて，次の系を示すことができる．

系 5.2 $([3])$ . $X,$ $C,$ $T,$ $\{\alpha_{n}\}$ を系 5.1と同じものとし，$C$ の点列 $\{x_{n}\}$ を $X_{1}=X\in C=$

$C_{0},$

$\{\begin{array}{ll}y_{n}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})Tx_{n}; C_{n}=\{z\in C:\langle z-y_{n}, J(x_{n}-y_{n})\rangle\leq 0\}\cap C_{n-1}; x_{n+1}=P_{C_{n}}(x) (n=1,2, \ldots)\end{array}$ (5.3)

により定義する．このとき，$\{x_{n}\}$ は $P_{F(T)}(x)$ に強収束する．

次に，極大単調作用素の零点問題に関する系を証明する．

系 5. $3([13])$ . $X$ を滑らかな一様凸バナッハ空間とし，$A:Xarrow 2^{X^{*}}$ を極大単調作用素で
$A^{-1}(0)$ が空でないものとする．$\{\lambda_{n}\}$ を正数列で $inf_{n}\lambda_{n}>0$ を満たすものとし，$\{\alpha_{n}\}$ を
$[0,1)$ の数列で $\sup_{n}\alpha_{n}<1$ を満たすものとする．$\{J_{\lambda_{n}}\}$ を

$J_{\lambda_{n}}=(I+\lambda_{n}J^{-1}A)^{-1} (\forall n\in \mathbb{N})$ (5.4)

により定まる $X$ からそれ自身への写像の列とし，$X$ の点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x\in X,$

$\{\begin{array}{ll}y_{n}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})J_{\lambda_{n}}x_{n}; C_{n}=\{z\in X:\langle z-y_{n}, J(x_{n}-y_{n})\rangle\leq 0\}; D_{n}=\{z\in X:\langle z-x_{n}, J(x-x_{n})\rangle\leq 0\}; x_{n+1}=P_{C_{n}\cap D_{n}}(x) (n=1,2, \ldots)\end{array}$ (5.5)

により定義する．このとき，$\{x_{n}\}$ は $P_{A(0)}-1(X)$ に強収束する．

証明．各 $J_{\lambda_{n}}$ は $X$ からそれ自身への $P$ 型の写像であり，$F(J_{\lambda_{n}})=A^{-1}(0)$ が成り立っ．

そこで，$X$ からそれ自身への写像の列 $\{T_{n}\}$ を

$T_{n}=\alpha_{n}I+(1-\alpha_{n})J_{\lambda_{n}} (\forall n\in \mathbb{N})$ (5.6)

により定める．補題 3.1の (3) により，各 $T_{n}$ は $P$ 型の写像である．また，$\alpha_{n}\neq 1$ である

ので，$F(T_{n})=F(J_{\lambda_{n}})$ が成り立つ．よって，$\bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})=A^{-1}(0)\neq\emptyset$ となる．さらに，
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補題 3.4と $inf_{n}\lambda_{n}>0$ から $\{J_{\lambda_{n}}\}$ が条件 $(Z1)$ を満たすことが分かるので，補題 3.3の
(1) と $\sup_{n}\alpha_{n}<1$ より，$\{T_{n}\}$ も条件 (Zl) を満たすことになる．従って，定理 4.2から結
論を得る 口

同様に，補題 3.1,3.3,3.4, 定理 4.3を用いて次の系を示すことができる．

系 5.4 ([3]). $X,$ $A,$ $\{\lambda_{n}\},$ $\{\alpha_{n}\},$ $\{J_{\lambda_{n}}\}$ を系 5.3と同じものとし，$X$ の点列 $\{x_{n}\}$ を

$x_{1}=x\in X=C_{0},$

$\{\begin{array}{ll}y_{n}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})J_{\lambda_{n}}x_{n}; C_{n}=\{z\in X:\langle z-y_{n}, J(x_{n}-y_{n})\rangle\leq 0\}\cap C_{n-1}; x_{n+1}=P_{C_{n}}(x) (n=1,2, \ldots)\end{array}$ (5.7)

により定義する．このとき，$\{x_{n}\}$ は $P_{A(0)}-1(x)$ に強収束する．

6 応用

本節では，凸最小化問題と凸制約可能性問題の解への収束定理を得る．まず，凸最小化問
題について考察する．

問題 6.1 (凸最小化問題). $C$ を滑らかな一様凸バナツハ空間 $X$ の空でない閉凸集合とし，

$f:Xarrow \mathbb{R}$ を連続な凸関数で

$F= \{u\in C:f(u)=\inf f(C)\}$ (6.1)

が空でないものとする．このとき，$F$ の要素を求めよ．

系 5.4を用いると，問題 6.1の解への収束定理を得ることができる．

系 6.2 $([3])$ . $X,$ $C,$ $f,$ $F$ を問題 6.1と同じものとする．$\{\lambda_{n}\}$ を正数列で $inf_{n}\lambda_{n}>0$ を

満たすものとし，$\{\alpha_{n}\}$ を $[0,1)$ の数列で $\sup_{n}\alpha_{n}<1$ を満たすものとする．$\{J_{\lambda_{n}}\}$ を

$J_{\lambda_{n}}(x)= \arg\min_{y\in C}\{f(y)+\frac{1}{2\lambda_{n}}\Vert y-x\Vert^{2}\} (\forall n\in \mathbb{N}, x\in X)$ (6.2)

により定義される $X$ からそれ自身への写像の列とし，$X$ の点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x\in X=$

$C_{0},$

$\{\begin{array}{ll}y_{n}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})J_{\lambda_{n}}x_{n}; C_{n}=\{z\in X:\langle z-y_{n}, J(x_{n}-y_{n})\rangle\leq 0\}\cap C_{n-1}; x_{n+1}=P_{C_{n}}(x) (n=1,2, \ldots)\end{array}$ (6.3)
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により定義する．このとき，$\{x_{n}\}$ は $P_{F}(x)$ に強収束する．

最後に，凸制約可能性問題について考察する．

問題 6.3 (凸制約可能性問題). $X$ を滑らかな一様凸バナッハ空間とし，$C_{1},$ $C_{2},$
$\ldots,$

$C_{N}$

を $X$ の閉凸集合で

$F= \bigcap_{k=1}^{N}C_{k}$ (6.4)

が空でないものとする．このとき，$F$ の要素を求めよ．

補題 3.5と定理 4.2を用いると，問題 6.3の解への収束定理を得ることができる．

系 6.4 ([3]). $X,$ $C_{1},$ $C_{2},$
$\ldots,$

$C_{N},$ $F$ を問題 6.3と同じものとし，$I=\{1,2, \ldots, N\}$ とお

く．各 $k\in I$ にういて，$P_{k}$ で $X$ から $C_{k}$ の上への距離射影を表すものとし，$r:\mathbb{N}arrow I$ を

(3.3) を満たす写像とする．$X$ の点列 $\{x$訂を $x_{1}=x\in X,$

$\{\begin{array}{ll}C_{n}=\{z\in X:\langle z-P_{r(n)}x_{n}, J(x_{n}-P_{r(n)}x_{n})\rangle\leq 0\}; D_{n}=\{z\in X:\langle z-x_{n}, J(x-x_{n})\rangle\leq 0\}; x_{n+1}=P_{C_{n}\cap D_{n}}(x) (n=1,2, \ldots)\end{array}$ (6.5)

により定義する．このとき，$\{x_{n}\}$ は $P_{F}(x)$ に強収束する．
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