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以下，空間は乃分離公理をみたす位相空間とし，空間 $X$ の位相濃度 (weight) を
$w(X)$ で表す．空前 $X$ から空間 $Y$ への連続写像 $f$ : $Xarrow Y$ に対して，空間 $Z$ と

連続写像 $g:Xarrow Z,$ $h:Zarrow Y$ が $f=h\circ g$ を満たすとき，それらの組 $(Z, g, h)$

を $f$ の分解 (factorization) という．

$XY\underline{f}$

$\backslash _{g} \nearrow^{h}$

$Z$

空間 $Z$ が良い性質をみたすように $f$ : $Xarrow Y$ の分解 $(Z, g, h)$ が与えられれば，
$X$ 上の連続写像 $f$ の議論を，よりよい空間 $Z$ 上の連続写像 $h$ の議論へ帰着でき
る場合がある．Marde\v{s}i\v{c} [8, Theorem 1] は，コンパクト空間 $X$ からコンパクト空
間 $Y$ への連続写像 $f$ : $Xarrow Y$ に対して，$Z$ がコンパクト空間で $\dim Z\leq\dim X$

かつ $w(Z)\leq w(Y)$ となる $f$ の分解 $(Z, g, h)$ が存在することを証明した (ただし，
$\dim X$ は $X$ の被覆次元を表す). ここで $Y$ が距離化可能であれば，$Z$ も距離化可
能空間としてとることができる ([8, Lemma 4]). Mardes$\vee i\acute{c}$ の定理を発端とし，写
像の分解定理は広く研究され，特に位相次元論に応用された (cf. [12]). 本稿では，
集合値関数の分解について解説し，上半連続コンパクト値関数の分解について得
られた結果を報告する．本稿で用いる用語の定義については，[3] を参照されたい．
空間 $Y$ の空でない部分集合全体を $2^{Y}$ で表す．集合値関数 $\Psi$ : $Xarrow 2^{Y}$ が上半

連続 (upper semicontinuous) であるとは，任意の $Y$ の閉集合 $F$ に対して，集合

$\Psi^{-1}[F]=\{x\in X:\Phi(x)\cap F\neq\emptyset\}$

が $X$ の閉集合であることをいう．集合値関数 $\Phi$ : $Xarrow 2^{Y}$ が下半連続 (lower
semicontinuous) であるとは，任意の $Y$ の開集合 $U$ に対して，$\Phi^{-1}[U]$ が $X$ の開集

数理解析研究所講究録
第 1821巻 2013年 20-25 20



合であることをいう．空間 $Y$ に対して，

$\mathscr{F}(Y)=\{F\in 2^{Y}$ : $F$ は $Y$ の閉集合 $\}$

$\mathscr{C}(Y)=$ { $C\in 2^{Y}$ : $C$ はコンパクト}

とおく．空間 $X$ から距離化可能空間 $Y$への下半連続な集合値関数 $\Phi$ : $Xarrow \mathscr{F}(Y)$

に対して，空間 $Z$ , 写像 $g:Xarrow Z$ および集合値関数 $\varphi:Zarrow \mathscr{F}(Y)$ が次の条件
をみたすとき，組 $(Z,g, \varphi)$ を $\Phi$ の下半連続な弱分解 (weak factorization) という :

$\bullet$ $Z$ は距離化可能で $w(Z)\leq w(Y),$ $g$ は連続，かつ $\varphi$ は下半連続．
$\bullet$ 各 $x\in X$ に対して $\varphi(g(x))\subset\Phi(x)$ .

Michael の選択定理 [9] に示唆され，Choban and Nedev [2] は，次の下半連続集合
値関数の弱分解定理を証明した (cf. [11]).

定理 1 (Choban and Nedev [2]). $X$ を空間，$Y$ を完備距離化可能空間，$\Phi$ : $Xarrow$

$\mathscr{F}(Y)$ を下半連続な集合値関数とする．さらに，$X,$ $\Phi$ が次の何れかの条件をみた
すとする:

(a) $X$ はパラコンパクト 1,
(b) $X$ は族正規 2かつ任意の $x\in X$ に対して $\Phi(x)\in$ 曽 (Y) $\cup$ { $Y$}.
このとき，$\Phi$ の下半連続な弱分解 $(Z, g, \varphi)$ が存在する．

空間 $X$ から距離化可能空間 $Y$への上半連続 (下半連続) な集合値関数 $\Psi$ : $Xarrow$

$\mathscr{F}(Y)$ に対して，空間 $Z$ , 写像 $g\cdot:Xarrow Z$および集合値関数 $\psi$ : $Zarrow \mathscr{F}(Y)$ が次の

条件をみたすとき，組 $(Z, g, \psi)$ を $\Psi$ の上半連続 (下半連続) な分解 (factorization)
という:

$\bullet$ $Z$ は距離化可能で $w(Z)\leq w(Y),$ $g$ は連続，かつ $\psi$ は上半連続 (下半連続).
$\bullet$ 各 $x\in X$ に対して $\psi(g(x))=\Psi(x)$ .

$X\mathscr{F}(Y)\underline{\Psi}$

$\backslash _{g} \nearrow^{\psi}$

$Z$

集合値関数 $\Psi$ : $Xarrow 2^{Y}$ が強上半連続 (strongly upper semicontinuous) である
とは，任意の $Y$ のゼロ集合$3A$ に対して，$\Psi^{-1}[A]$ が $X$ のゼロ集合であることをい

1空間 $X$ の任意の開被覆が局所有限な開被覆によって細分されるとき，$X$ をパラコンパクト空
間という

2空間 $X$ の任意の疎 (discrete) な閉集合族 $\{F_{\alpha}:\alpha\in A\}$ に対して，素 (disjoint) な開集合族
$\{U_{\alpha} :\alpha\in A\}$ が存在し，各 $\alpha\in A$ に対して $F_{\alpha}\subset U_{\alpha}$ が成り立つとき，$X$ を族正規 (collectionwise
normal) 空間という．

3空間 $X$ の部分集合 $A$ がゼロ集合 (zero set, functionally closed set) であるとは，実数値連続
関数 $f$ : $Xarrow \mathbb{R}$が存在して，$A=\{x\in X:f(x)=0\}$ が成り立つ $\check{c}$ とをいう．
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う．集合値関数 $\Phi$ : $Xarrow 2^{Y}$ が強下半連続 (strongly lower semicontinuous) であ
るとは，任意の $Y$ のコゼロ集合$4A$ に対して，$\Phi^{-1}[A]$ が $X$ のコゼロ集合であるこ

とをいう．距離化可能空間の任意の閉集合 (開集合) はゼロ集合 (コゼロ集合) で
あり，ゼロ集合 (コゼロ集合) の連続写像による逆像はゼロ集合 (コゼロ集合) で
ある．このことから，集合値関数 $\Psi$ : $Xarrow \mathscr{F}(Y)$ が上半連続 (下半連続) な分解

をもてば，$\Psi$ は強上半連続 (強下半連続) である．逆に，Gutev [4] は次の分解定理
を与えた．

定理 2 (Gutev [4]). (1) 空間 $X$ から可分距離化可能空間 $Y$ への強下半連続な集
合値関数 $\Phi$ : $Xarrow \mathscr{F}(Y)$ は，下半連続な分解 $(Z, g, \varphi)$ をもつ．

(2) 空間 $X$ から可分距離化可能空間 $Y$ への強上半連続な集合値関数 $\Psi$ : $Xarrow$

$\mathscr{C}(Y)$ は，上半連続な分解 $(Z, g, \psi)$ をもつ．

定理 2では終集合 $Y$ に可分性が仮定されている．そこで，$Y$ の可分性を仮定せ

ずとも，$\Phi(\Psi)$ は下半連続な (上半連続な) 分解をもつか，という問題が考えられ
る．この間の上半連続な分解に関して，次の結果を得た．

定理 3. 可算パラコンパクト 5な族正規空間 $X$ から距離化可能空間 $Y$への強上半
連続な集合値関数 $\Psi$ : $Xarrow \mathscr{C}(Y)$ は，上半連続な分解 $(Z,g,\psi)$ をもつ．

空間 $X$ の任意の閉集合が $G_{\delta}$ 集合 6であるとき，$X$ は完全 (perfect) であるとい
う．完全な正規空間は，可算パラコンパクトである．また，完全な正規空間上の任
意の閉集合はゼロ集合になることから，完全な正規空間上の任意の上半連続な集
合値関数は強上半連続である．定理 3の系として，次の完全な族正規空間の特徴
付けを得る．

系 4. 空間 $X$ が完全かつ族正規であることの必要十分条件は，任意の距離化可能
空間 $Y$ に対して，任意の上半連続な集合値関数 $\Psi$ : $Xarrow \mathscr{C}(Y)$ が上半連続な分
解 $(Z, g, \psi)$ をもつことである．

注意 5. Bing [1] は完全な正規空間で族正規でない空間を構成した．系 4より，こ
の空間上の上半連続関数で，上半連続な分解をもたないものが存在する．完全な
正規空間上の上半連続な集合値関数は，強上半連続である．よって，定理 3におい
て，$X$ が族正規であるという仮定は落とせない．

4空間 $X$ の部分集合 $A$ がコゼロ集合 (cozero set, functionally open set) であるとは，実数値連
続関数 $f$ : $Xarrow \mathbb{R}$ が存在して，$A=\{x\in X:f(x)\neq 0\}$ が成り立つことをいう．

5空間 $X$ が可算パラコンパクト (countably paracompact) であるとは，$X$任意の可算な開被覆
が局所有限な $X$ の開被覆によって細分されることである．

6空間 $X$ の部分集合 $A$ が可算個の開集合の共通部分として表されるとき，$A$ を $X$ の $G_{\delta}$ 集合と
いう．
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空間 $X$ から距離化可能空間 $Y$への上半連続な集合値関数 $\Psi$ : $Xarrow \mathscr{C}(Y)$ が上
半連続な分解 $(Z,g, \psi)$ をもてば，そのグラフ

Graph $(\Psi)=\{(x’, y)\in X\cross Y : y\in\Psi(x)\}$

は $X\cross Y$ のゼロ集合である 7. $X$ が可算パラコンパクトな族正規空間で $Y$ が完備
距離化可能空間であれば，その逆，すなわち次が成り立つ．

定理 6. 可算パラコンパクトな族正規空間 $X$ から完備距離化可能空間 $Y$ への上
半連続な集合値関数 $\Psi$ : $Xarrow \mathscr{C}(Y)$ のグラフ Graph $(\Psi)$ が $X\cross Y$ のゼロ集合な
らば，$\Psi$ は上半連続な分解 $(Z, g, \psi)$ をもつ．

空間 $X$ の部分集合 $F$ がゼロ集合であれば，$F$ は閉かつ $G_{\delta}$ 集合であり，$X$ が正

規空間であれば，その逆も成り立つ．$X$ がパラコンパクト空間で $Y$ が完備距離化
可能空間であっても $X\cross Y$ が正規になるとは限らないが ([10]), 次は成り立っ．

命題 7. パラコンパクト空間 $X$ から完備距離化可能空間 $Y$ への上半連続な集合
値関数 $\Psi$ : $Xarrow \mathscr{C}(Y)$ のグラフ Graph $(\Psi)$ が $X\cross Y$ の $G_{\delta}$ 集合ならば，Graph $(\Psi)$

は $X\cross Y$ のゼロ集合である．

よって，

系 8. パラコンパクト空間 $X$ から完備距離化可能空間 $Y$ への上半連続な集合値
関数 $\Psi$ : $Xarrow \mathscr{C}(Y)$ のグラフ Graph $(\Psi)$ が $X\cross Y$ の $G_{\delta}$ 集合ならば，$\Psi$ は上半連
続な分解 $(Z, g, \psi)$ をもつ．

終集合 $Y$ の完備性を仮定しなくても定理 6や系 8が成り立つかどうかは，分
かつていない．

集合値関数に強い条件を課せば，定義域が一般の空間でも上半連続な分解が存
在することが知られている．上半連続かつ下半連続な集合値関数を連続な集合
値関数という．集合値関数 $\Psi$ : $Xarrow$ 留 (Y) が上半 $\delta$-連続 (upper $\delta$-continuous)
であるとば，連続な集合値関数 $\Phi_{n}$ : $Xarrow \mathscr{C}(Y)$ の列 $\{\Phi_{n}\}$ が存在し，各 $x\in X$

に対して $\grave{\Psi}(x)=\cap\{\Phi_{n}(x):n\in \mathbb{N}\}$ が成り立つことをいう ([5]). コンパクト
値上半連続関数の共通集合として得られる集合値関数は上半連続であることか
ら ([3, 3.12.28]), 上半 $\delta$-連続な集合値関数は上半連続である．Gutev, Ohta and
Yamazaki [5, Lemma 4.7] は次の定理を証明した．

定理 9 (Gutev, Ohta and Yamazaki [5]). 空間 $X$ から距離空間 $Y$ への上半 $\delta$-連
続な集合値関数 $\Psi$ : $Xarrow \mathscr{C}(Y)$ は上半連続な分解 $(Z, g, \psi)$ をもつ．

7実際，Graph $(\psi)$ は距離化可能空間 $Z\cross Y$ の閉集合よりゼロ集合，すなわち，Graph $(\psi)=\{t\in$

$Z\cross Y$ : $f(t)\neq 0\}$ をみたす連続関数 $f$ : $Z\cross Yarrow \mathbb{R}$ が存在する．このとき，$h$ : $X\cross Yarrow \mathbb{R}$ を
$(x, y)\in X\cross Y$ に対して $h(x, y)=f(g(x), y)$ で定めれば，$h$ は連続で，Graph $(\Psi)=\{s\in X\cross Y$ :
$h(s)\neq 0\}.$
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一般の空間 $X$ から距離空間 $Y$への集合値関数 $\Psi:Xarrow \mathscr{C}(Y)$が上半連続な分
解をもつための必要十分条件として，次を得た．

定理 10. 空間 $X$ から距離空間 $Y$ のコンパクト値関数 $\Psi$ : $Xarrow \mathscr{C}(Y)$ に対して，
次は同値:

(a) $Y$ が Banaeh空間 $E$へ埋め込まれたとき，$\Psi$ : $Xarrow \mathscr{C}(E)$ は上半 $\delta$-連続で
ある．

(b) $\Psi$ : $Xarrow \mathscr{C}(E)$ が上半 $\delta$-連続となるような $Y$ を含む距離空間 $E$ が存在
する．

(c) $\Psi$ は上半連続な分解 $(Z,g, \psi)$ をもつ．

注意 11. コンパクト値関数 $\Psi$ : $Xarrow \mathscr{C}(Y)$ が上半 $\delta$-連続で $Y\subset E$ であるとき，
$\Psi$ : $Xarrow \mathscr{C}(E)$ とみなしても，$\Psi$ は上半 $\delta$-連続である．$\cdot$ 従って，定理 10の $(a)-(c)$

は，条件

(d) $\Psi$ : $Xarrow \mathscr{C}(Y)$ は上半 $\delta$-連続である

より弱い条件である．Gutev, Ohta and Yamazaki [5, Example 2.12] は，$\Psi(x)\subset$
$\Phi(x),$ $x\in X$ をみたす連続なコンパクト値写像 $\Phi$ : $\mathbb{R}arrow \mathscr{C}(\mathbb{N})$ が存在しない上半
連続なコンパクト値写像 $\Psi$ : $\mathbb{R}arrow \mathscr{C}(\mathbb{N})$ を構成した．この $\Psi$ は上半連続な分解
$(\mathbb{R}, id_{\mathbb{R}}, \Psi)$ をもつが，上半 $\delta$-連続でない．従って，定理 10の $(a)-(c)$ は (d) より真
に弱い条件である．しかし，$Y$ が Banach空間で $\Phi$ : $Xarrow$ 曽 (Y) が凸値関数であ

れば，定理 10の $(a)-(c)$ と (d) が同値になることが，Gutev, Ohta and Yamazaki
[5, Lemma 4.7] によって証明されている．

最後に，上半連続な分解の応用について述べる．集合値関数 $\Phi$ : $Xarrow 2^{Y}$ に

対して，写像 $f$ : $Xarrow Y$ が $\Phi$ の選択関数であるとは，任意の $x\in X$ に対して
$f(x)$ $\in\Phi$ (切が成り立つことをいう．下半連続な集合値関数については，Michael
の選択定理 ([9]) を初めとした連続な選択関数の存在定理があるが，上半連続な
集合値関数については，単純な場合であっても連続な選択関数の存在は保証され
ない 8. しかし，良い条件をみたす上半連続な集合値関数に対しては，Baire class
1な選択関数の存在が保証される．ここで空間 $X$ から距離化可能空間 $Y$ への写
像 $f:Xarrow Y$ が Baire class 1であるとは，$X$ から $Y$ への連続関数から成る列
$\{f_{n}\}$ が存在し，各点 $x\in X$ に対してん (x) $arrow$ f(x) が成り立つことである．次の
定理は，本質的に Hansell, Jayne and Talagrand [6] によって与えられた (cf. [7,
Theorem 3.1, 3.4 Remark] $)$ .

8例えば，$\Phi$ : $[0,1]arrow 2^{[0,1]}$ を $0\leq x<1/2$ のとき $\Phi(x)=\{0\},$ $x=1/2$ のとき $\Phi(x)=[O, 1],$

$1/2<x\leq 1$ のとき $\Phi(x)=\{1\}$ で定めると，$\Phi$ は上半連続なコンパクト凸値関数であるが，$\Phi$ の

任意の選択関数は，$x=1/2$ で不連続である．
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定理 12 (Hansell, Jayne and Talagrand [6]). $Z$ を距離化可能空間，$Y$ をノルム空
間 $\psi$ : $Zarrow$ 留 (Y) を上半連続な集合値関数とする．このとき $\psi$ の Baire class 1な
選択関数が存在する．

定理 12と定理 3, 定理 6, 定理 9を合わせることにより，次が得られる．

命題 13. (1) $X$ を可算パラコンパクトな族正規空間，$Y$ をノルム空間，$\Psi$ : $Xarrow$

望 (Y) を強上半連続な集合値関数とする．このとき，$\Psi$ の Baire class 1な選択
関数が存在する．

(2) $X$を可算パラコンパクトな族正規空間，$Y$ を Banach空問とし，$\Psi$ : $Xarrow \mathscr{C}(Y)$

は上半連続な集合値関数で Graph $(\Psi)$ が $X\cross Y$ のゼロ集合であるとする．こ
のとき，$\Psi$ の Baire class 1な選択関数が存在する．

(3) $X$ を空間，$Y$ をノルム空間，$\Psi\cdot$ : $Xarrow \mathscr{C}(Y)$ を上半 $\delta$-連続な集合値関数とす
る．このとき，$\Psi$ の Baire class 1な選択関数が存在する．
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