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本研究では，$X$ を $\dim X\geq 2$ なる実バナツハ空間とする．また $S_{X}=\{x\in X$ :
$\Vert x\Vert=1\}$ とする．Fitzpatrick-Reznick[5] は $X$ の skewness を定義した:

$s(X)= \sup\{\lim_{tarrow 0^{+}}\frac{\Vert x+ty\Vert-\Vert y+tx\Vert}{t}$ : $x,$ $y\in S_{X}\}.$

Ritt[9] によって導入された generalized inner product

$\langle x, y\rangle=\Vert x\Vert\cdot\lim\frac{\Vert x+ty\Vert-\Vert x\Vert}{t}tarrow 0^{+} (x, y\in X)$

を用いると $s(X)$ は

$\mathcal{S}(X)=\sup\{\langle x, y\rangle-\langle y, x\rangle:x, y\in S_{X}\}$

となる．任意のバナッハ空間 $X$ に対して $0\leq s(X)\leq 2.$ $X$ がヒルベルト空間なら

ば，$\langle\cdot,$ $\cdot\rangle$ は $X$ の内積になるから $s(X)=0$ である．またこの逆も成立する ([5]). $X^{*}$

を $X$ の双対空間とすると $S(X^{*})=s(X)$ . さらに $2<p<\infty$ ならば

$s(L_{p})= \max_{t>0}\frac{2(t-t^{p-1})}{1+t^{p}}.$

12000 Mathematics Subject Classification. $46B20.$

Keywords. James constant. skewness. the modulus of convexity. uniformly non-square.

数理解析研究所講究録
第 1821巻 2013年 168-172 168



また，$s(L_{1})=s(L_{\infty})=2,$ $s(L_{2})=0([5])$ . バナッハ空間 $X$ が uniformly non-square
であるとは，ある $\delta>0$ が存在して

$x, y \in S_{X}, \Vert\frac{x-y}{2}\Vert>1-\delta\Rightarrow\Vert\frac{x+y}{2}\Vert\leq 1-\delta$

であるときを言う．バナッハ空間 $X$ の James定数 $J(X)$ を

$J(X)= \sup\{\min(\Vert x+y\Vert, \Vert x-y\Vert)$ : $x,$ $y\in S_{X}\}$

と定義する ([6]). 任意のバナッハ空間 $X$ に対して $\sqrt{2}\leq J(X)\leq 2.$ $X$ がヒルベルト

空間ならば，$J(X)=2.$ $\cdot$ 明らかに $X$ が uniformly non-square であることと $J(X)<2$

は同値．バナツハ空間 $X$ の modulus of smoothness $\rho x(\tau)$ を

$\rho_{X}(\tau)=\sup\{\frac{\Vert x+\tau y\Vert+\Vert x-\tau y\Vert}{2}-1:x, y\in S_{X}\}$

と定義する．$X$ が uniformly non-square であることと $\rho x(1)<1$ は同値 ([8]). 本研
究はバナッハ空間 $X$ における skewness と modulus of smoothness, James定数との
関係を与えることを目的とする．

$B$aronti-Papini[3] は $X$ の skewness を $\rho x(1)$ を使って次のように評価した．

定理 1([3]) $X$ をバナッハ空間とする．このとき

$s(X)\leq 2\rho_{X}(1)$ .

上の不等式の等号条件を考える． がヒルベルト空間ならば $s(X)=0$ と $\rho_{X}(1)=$

而 $-1$ より $s(X)<2\rho x(1)$ . さらに $X$ が uniformly convex のとき

定理 2 $([3|)X$ が uniformly convexならば

$s(X)<2\rho_{X}(1)$ .

$X$ が uniformly non-square ならば $s(X)=2,$ $\rho x(1)=1$ より $s(X)=2\rho x(1)$ . しか
しこの逆は成立しない．実際 Day-James $\ell_{\infty}-\ell_{1}$ space, 即ち次のノルムを持つ空間

$\mathbb{R}$2.とする:

$\Vert x\Vert=\{\begin{array}{ll}\Vert x\Vert_{\infty} if x_{1}x_{2}\geq 0\Vert x\Vert_{1} if x_{1}x_{2}\leq 0’\end{array}$ $(x=(x_{1}, x_{2})\in \mathbb{R}^{2})$ .
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これを $X_{0}$ とする．明らかに $X_{0}$ は uniformly non-square である．また $\rho x_{0}(1)=\frac{1}{2},$

$s(X_{0})=1([8,10])$ より $s(X_{0})=2\rho_{X_{0}}(1)$ .

Takahashi-Kato[11] は $\rho_{X}(1)$ と $J(X)$ の関係を次のように示した．

定理 3([11]) $X$ をバナッハ空間とする．このとき

$\rho_{X}(1)\leq 2\{1-\frac{1}{J(X)}\}.$

従って，上記の結果を合わせると次が得られる．

定理 4 $X$ をバナッハ空間とする．このとき

$s(X) \leq 4\{1-\frac{1}{J(X)}\}.$

上の不等式の等号条件を考える．$X$ が uniformly convex ならば，定理 2より

$s(X)<4 \{1-\frac{1}{J(X)}\}.$

$X$ が uniformly non-squareでないならば，$s(X)=J(X)=2$ より

$s(X)=2=4 \{1-\frac{1}{J(X)}\}.$

Day-James $\ell_{\infty}-\ell_{1}$ space のとき，これを $X_{0}$ とおくと $s(X_{0})=1,$ $J(X_{0})=3/2$ より

$s(X_{0})=1< \frac{4}{3}=4\{1-\frac{1}{J(X_{0})}\}.$

また，$s(X)$ は $J(X)$ を使って下から評価できる．

補題 5 $X$ をバナッハ空間とする．このとき任意の $0<t\leq 1$ なる $t$ に対して

$s(X) \geq\frac{2(J(X)-2+t-t^{2})}{t(1+t)}.$

上の不等式の右辺を $f(t)$ とおく．$f(t)$ の最大値を計算することにより次が得ら
れる．
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定理 6 $X$ をバナッハ空間とする．このとき

$s(X)\geq 2+4(2-J(X))-4\sqrt{(2-J(X))(4-J(X))}.$

定理 4と定理 6を合わせると以下が得られる．

定理 7 $X$ をバナッハ空間とする．このとき

$2+4(2-J(X))-4 \sqrt{(2-J(X))(4-J(X))}\leq s(X)\leq 4\{1-\frac{1}{J(X)}\}.$

上の定理より明らかに $s(X)=2$ と $J(X)=2$ は同値．従って

系 8 ([5]) $X$ をバナッハ空間とする．このとき $X$ が uniformly non-squareであるこ
とと $s(X)<2$ は同値である．
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