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概要

微分可能な関数に対する平均値の定理は，主に微分積分学においてしばし
ば利用される大変有用なものである．凸関数に対しても，微分の拡張である劣
微分を用いた平均値の定理が示されており，凸解析の分野においても様々な
拡張がなされている．本論文では，[12] において示した準凸関数に対する平均
値の定理を紹介し，定理が適用できるような具体的な関数の例について考察
する．

1 導入

微分可能な関数に対する平均値の定理とは次のような定理である; $f,$ $g$ をそれぞ
れ実数 $\mathbb{R}$上の微分可能な関数であり，$a,$ $b\in \mathbb{R}$ を $a<b$が成り立つようなものとす
ると，ある $c\in(a, b)$ が存在して $f(b)-f(a)=f’(c)(b-a)$ が成り立つ．この平均値
の定理を用いてテイラーの定理や微分積分学の基本定理が示される等，微積分学に
おいて非常に有用な定理である．
凸関数に対する平均値の定理として次のようなものがある; $f,$ $g$ をそれぞれ実数

$\mathbb{R}^{n}$ 上の実数値凸関数であり，$a,$ $b\in \mathbb{R}^{n}$ を $a\neq b$ が成り立つようなものとすると，
ある $t\in(O, 1)$ と $v\in\partial f((1-t)x+ty)$ が存在して $f(y)-f(x)=\langle v,$ $y-x\rangle$ が成り
立つ．また，クラークの劣微分を用いた平均値の定理等，凸解析の分野においても
様々な拡張がなされている．
我々は [11] において，準凸関数に対する生成集合を用いた劣微分 ( $Q$-subdifferential)

を定義し，それを用いた最適性条件について考察した．本論文では，[12] において
示した，$Q$-subdifferential を用いた準凸関数に対する平均値の定理を紹介し，定理
が適用できるような具体的な関数の例について考察する．
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2 準備
本論文を通じて，$X$ は局所凸ハウスドルフ線形位相空間，$x*$ をその双対空間，

$flXX$ から $\overline{\mathbb{R}}=[-\infty, \infty]$ への関数とする．$f$ が準凸関数であるとは，任意の $x_{1},$

$x_{2}\in X,$ $\alpha\in(0,1)$

’

に対して，

$f((1- \alpha)x_{1}+\alpha x_{2})\leq\max\{f(x_{1}), f(x_{2})\}$

が成り立つときをいう．次に，任意の $\alpha\in \mathbb{R}$ と亜上の二項関係◇に対して関数 $f$ の

レベル集合を次のように定義する:

$L(f, \Diamond, \alpha)=\{x\in X|f(x)\Diamond\alpha\}.$

このとき，$f$ が準凸関数であることと，任意の $\alpha\in \mathbb{R}$ に対して $L(f, \leq, \alpha)$ が凸集合

であることは同値である．また，$f$が準凹関数であるとは，$-f$ が準凸関数であると

きをいい，関数 $f$ が準アフィン関数であるとは，$f$ が準凸かつ準凹であるときをい

う．重要な事実として，$f$ が下半連続準アフイン関数であることと，$f=k\circ w$ とな

るような $k\in Q$ および $w\in X^{*}$ が存在することが同値であることが知られている．
ここで，$Q=$ { $h$ : $\mathbb{R}arrow\overline{\mathbb{R}}$ ; 下半連続非減少} である．この事実は，準アフイン関数
とはある種の単調性を持った関数である，ということを示している．次に，準凸関
数に関する次の定理を紹介する．

定理 1. [5] $f$ が下半連続準凸関数であることと，$f= \sup_{i\in I}k_{i}\circ w_{i}$ となるような $I$

: 添字集合，$\{k_{i}\}_{i\in I}\subset Q$ および $\{w_{i}\}_{i\in I}\subset X^{*}$ が存在することは同値である．

定理 1は，下半連続準凸関数はある下半連続準アフイン関数の族の上限に等しい
ということを示している．このことは，下半連続凸関数が，アフイン関数の上限に
等しいということと非常に良く対応している．[10] において我々は，この定理を用
いて準凸関数の生成集合を次のように定義した．

定義 1. [10] $\{(k_{i}, w_{i}) i\in I\}\subset Q\cross x*$ が準凸関数 $f$ の生成集合であるとは
$f= \sup_{i\in I}k_{i}\circ w_{i}$ が成り立つときをいう．

定理 1より，任意の下半連続準凸関数は少なくとも一つの生成集合を持つ．中でも
代表的な例として，$f$ が下半連続真凸関数であるとき，$\{(k_{v}, v)|v\in$ dom$f^{*},$ $k_{v}(t)=$

$t-f^{*}(v),$ $\forall t\in \mathbb{R}\}\subset Q\cross X^{*}$ は $f$ の生成集合である．実際任意の $x\in X$ に対して，

$f(x)=f^{**}(x)= \sup\{\langle v,$ $x\rangle-f^{*}(v)|v\in$ dom$f^{*} \}=\sup_{v\in domf^{n}}k_{v}(\langle v, x\rangle)$
,

が成り立つことよりわかる．
我々は [11] において，準凸関数に対する生成集合を用いた次のような劣微分を定

義した．
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定義 2. [11] $f:Xarrow[-\infty, \infty]$ を下半連続準凸関数で $G=\{(k_{i}, w_{i})|i\in I\}\subset$

$Q\cross X^{*}$ を生成集合として持つものとし，傷をそれぞれ lower left-hand Dini微分可
能とする．このとき，$f$ の $x_{0}$ における $G$ に対する $Q$-subdifferential を次のように
定義する:

$\partial_{G}f(x_{0})=clco\{D_{-}k_{i}(\langle w_{i}, x_{0}\rangle)w_{i}|i\in I(x_{0})\},$

ただし，$I(x_{0})=\{i\in I|f(x_{0})=k_{i}\circ w_{i}(x_{0})\},$ $D_{-}h(t)= \lim_{\epsilon}\underline{\inf}\frac{h(t+\epsilon)-h(t)}{\epsilon}$ と

する．

3 平均値の定理
[12] において，我々は準凸関数に対する次のような平均値の定理を示した．

定理 2. $f:X$上の連続な準凸関数，$G=\{(k_{i}, w_{i})|i\in I\}\subset Q\cross X^{*}$ : $f$ の生成集
合，$k_{i}$ : 微分可能，$x,$ $y\in X,$ $x\neq y$ とする．
次の条件のどちらか一つは成り立つと仮定する:

(i) $I$ : 有限集合，

(ii) $X$ : ノルム空間，$I$ : コンパクト位相空間，$(i, x)\mapsto k_{i}ow_{i}(x)$ : $I\cross X$上で上

半連続，$(i, x)\mapsto k_{i}’(\langle w_{i}, x\rangle)w_{i}:I\cross X$ 上で汎弱位相により連続．

このとき，ある $t\in(0,1)$ と $v\in\partial_{G}f((1-t)x+ty)$ が存在して，

$f(y)-f(x)=\langle v, y-x\rangle.$

が成り立つ．

次の集合について考える．

$L=\{k_{(\alpha,\beta,\gamma,p)}|(\alpha, \beta, \gamma, p)\in \mathbb{R}^{4}, \alpha\geq 0,p>0\},$

ここで，$k_{(\alpha,\beta,\gamma,p)}$ は次のような $\mathbb{R}$ から $\mathbb{R}$ への関数とする; $\forall t\in \mathbb{R},$

$k_{(\alpha,\beta,\gamma,p)}(t)=sgn(t-\beta)\alpha|t-\beta|^{p}+\gamma.$

また，$sgn(t)=\frac{t}{|t|}(t\neq 0)$ , sgn(O) $=0$ とする．明らかに，$k_{(\alpha,\beta,\gamma,p)}$ は連続非減少関数
であるので，$L\subset Q$ が成り立つ．この章では $L$ によって表される下半連続準凸関数
の族，すなわち，

$\mathcal{F}_{L}=\{\sup_{i\in I}k_{i}(\langle w_{i}, \cdot\rangle)|I$ : 添字集合，$\{k_{i}\}_{i\in I}\subset L,$ $\{w_{i}\}_{i\in I}\subset \mathbb{R}^{n}\}$
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に属する関数について考える．ここで，この関数の族 $\mathcal{F}_{L}$ は，十分に広いクラスで
あるということが言える．まず，明らかに，全ての凸関数は $\mathcal{F}_{L}$ に含まれている．さ
らに，下半連続準凸関数 $f$ が，次の条件

$\lim_{||x\Vertarrow}\inf_{\infty}\frac{f(x)}{\Vert x\Vert}>0$ かつ下に有界，

を満たすとき，$\mathcal{F}_{L}$ に属すことがわかる ([9]).

系 1. $f\in \mathcal{F}_{L},$ $G=\{(k_{(\alpha_{i},\beta_{i},\gamma_{i},p_{i})}, w_{i})|i\in I\}\subset L\cross \mathbb{R}^{n}$ : $f$ の生成集合，任意の
$i\in I$ に対して $p_{i}\geq 1,$ $x,$ $y\in X,$ $x\neq y$ とする．

また，次の条件のどちらか一つは成り立つと仮定する:

(i) $I$ : 有限集合，

(ii) $I$ : コンパクト位相空間，$(i, x)\mapsto k_{(\alpha_{i},\beta_{i},\gamma_{i},p_{i})}\circ w_{i}(x)$ : $I\cross \mathbb{R}^{n}$ 上で上半連続，
$(i, x)\mapsto k_{(\alpha_{i},\beta_{i},\gamma_{i},p_{i})}’(\langle w_{i}, x\rangle)w_{i}:I\cross \mathbb{R}^{n}$ 上で連続．

このとき，ある $t\in(0,1)$ と $V\in\partial_{G}f((1-t)x+ty)$ が存在して，

$f(y)-f(x)=\langle v, y-x\rangle.$

が成り立つ．

Pro砿任意の $i\in I$ に対して $p_{i}\geq 1$ より，$k_{(\alpha_{i},\beta_{i},\gamma_{i},p_{i})}$ は微分可能．また $\mathbb{R}^{n}$ はノルム

空間であるので，定理 2より，ある $t\in(0,1)$ と $v\in\partial_{G}f((1-t)x+ty)$ が存在して，

$f(y)-f(x)=\langle v, y-x\rangle.$

が成り立つ．口

最後に系 1の適用例について述べる．

Example 1. 次のような $\mathbb{R}$ から $\mathbb{R}$ への関数 $f$ について考える．

$f(x)=\{\begin{array}{ll}3(t-3)^{3} x\geq 52(t-2)^{2}+6 5\geq x\geq 2-2(t-2)^{2}+6 2\geq x\geq-1-4t-16 -1\geq x\end{array}$

このとき $f\in \mathcal{F}_{L}$ である．実際 $I=\{.1,2,3\},$ $w_{1}=1,$ $w_{2}=1,$ $w_{3}=-1,$

$k_{1}(t)$ $=$ $k_{(3,3,2,3)}(t)=$ sgn$(t-3)3|t-3|^{3}$

$k_{2}(t)$ $=$ $k_{(2,2,6,2)}(t)=$ sgn$(t-2)2|t-2|^{2}+6$

$k_{3}(t) = k_{(4,0,-16,1)}(t)=4t-16$
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とおくと，$f= \sup_{i\in I}k_{i}(\langle w_{i}, \cdot\rangle)$ が成り立つことがわかる．このとき，$G=\{(k_{i}, w_{i})|$

$i=1,2,3,4\}$ とおくと $G$ は $f$ の生成集合となり，$Q$-subdifferential は以下のように
なる．

$\partial_{G}f(x)=\{\begin{array}{ll}9(t-3)^{2} x>5{[}12,36] x=54(t-2) 5\geq x\geq 2-4(t-2) 2^{\backslash }\geq x\geq-1{[}-4,12] x=-1-4t -1>x\end{array}$

ここで，$x=-2,$ $y=5$ とおくと，定理 1より，$t\in(O, 1)$ と $v\in\partial cf((1-t)x+ty)$

が存在して，$f(y)-f(x)=\langle v,$ $y-x\rangle$ が成り立つ．実際 $t=_{7}\perp$ とおくと，

$\frac{f(y)--f(x)}{y-x}=\frac{24-(-8)}{5-(-2)}=\frac{32}{7}\in[-4,12]=\partial_{G}f(-1)=\partial_{G}f((1-t)x+t(y))$

となり，確かに平均値の定理が成り立つことが確認できる．
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