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概要

完備距離空間において，縮小写像に不動点が存在することが知られてい
る。本論文では，$w$-distance を用い，縮小型の写像における最良巡回近接点
の存在定理を紹介する。 また，最良巡回近接点の存在と距離空間の完備性が
同値であることを紹介する。

1 導入

($X$,のを距離空間とする。 このとき，$T$ : $Xarrow X$ が縮小写像であるとは，
$r\in(0,1)$ が存在し，任意の $x,$ $y\in X$ に対して $d(Tx, Ty)\leq rd(x, y)$ となることを

$\square =$ う。 $X$が完備であるとき，$X$上の全ての縮小写像が $X$ に不動点を持つことが知
. られている。 $A,$ $B$ を空でない $X$ の部分集合とする。このとき，$T:A\cup Barrow A\cup B$

が cyclic contraction map であるとは，次の (1), (2) が成り立つことを言う。

(1) $T(A)\subseteq B,$ $T(B)\subseteq A$

(2) $r\in(0,1)$ が存在し，全ての $x\in A,$ $y\in B$ に対して $d(Tx, Ty)\leq rd(x, y)+$

$(1-r)d(A, B)$ となる。

ただし，$d(A, B)= \inf\{d(x, y)|x\in A, y\in B\}$ である。 また，$d(x, Tx)=d(A, B)$
となる点 $x$ を最良近接点と言う。 [1] では，次の定理が Eldred によって証明された。

定理 1. ($X$, d) を距離空間，$A,$ $B$ を空でない $X$ の閉集合，$T$ を $AUB$ 上の cyclic
contraction map とする。 このとき，$A$ または $B$ がコンパクトならば，最良近接点
が存在する。

[2] において，Vetroは $q$-cyclic contraction map と呼ばれる写像を定義した。($X$, d)
を距離空間，$A_{1},$ $\ldots A_{q}$ を空でない $X$ の部分集合とする。 このとき，$T: \bigcup_{i=1}^{q}A_{i}arrow$

$\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$ が q-cyclic contraction map であるとは，次の (1), (2) が成り立つことを
言う。
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(1) 全ての $i\in\{1, \ldots, q\}$ に対して，$T(A_{i})\subseteq A_{i+1}$ が成り立つ。

(2) ある $r\in(0,1)$ が存在し，全ての $i\in\{1, \ldots, q\},$ $x\in A_{i,y}\in A_{i+1}$ に対して，
$d(Tx, Ty)\leq rd(x, y)+(1-r)d(A_{i}, A_{i+1})$ が成り立つ。

ただし，$A_{q+1}=A_{1}$ とする。 また，$q$-cyclic map $T$ において，ある $i\in\{1, \ldots, q\}$

に対して，$d(x, Tx)=d(A_{i}, A_{i+1})$ となる x $\in A\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を最良近接点と言う。
[2] では，次の定理が証明された。

定理 2. $(X, d)$ を距離空間，$A_{1},$
$\ldots,$

$A_{q}$ を空でない $X$ の閉集合，$T$ を $\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$ 上の

$q$-cyclic contraction map とする。 このとき，ある $i\in\{1, \ldots, q\}$ と $x0\in A_{i}$ に対し

て，点列 $\{T^{qn}x_{0}\}$ が $x\in A_{i}$ に収束する部分列 $\{T^{qn_{k}}x_{0}\}$をもつならば，$T$ は最良近
接点を持つ。

本論文では，距離空間 ($X$, d) の部分集合 $A_{1},$
$\ldots$ , $A_{q}$ 上の q-cyclic map $T$ におい

て，$A_{1},$
$\ldots,$

$A_{q}$ の全てを巡回する最短の経路を考える。 すなわち，

$\sum_{i=0}^{q-2}d(\mathcal{I}^{\dot{n}}x, T^{i+1}x)+d(T^{q-1}x, x)=\inf_{(a_{1},\ldots,a_{q})\in\Pi_{i=1}^{q}A_{i}}(\sum_{i=1}^{q-1}d(a_{i}, a_{i+1})+d(a_{q}, a_{1}))$

となる点 $x \in\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$ について考える。 このような $x$ を最良巡回近接点と呼ぶ。次
に，w-distance を用い，最良巡回近接点の存在と距離空間の完備性が同値である
ことを紹介する。

2 準備
$(X, のを距離空間とする。 このとき，\rho:X\cross Xarrow[O, \infty)$ が $X$ の $w$-distance で

あるとは，次が成り立つことを言う。

(1) 任意の $x,$ $y,$ $z\in X$ に対して，$\rho(x, z)\leq\rho(x, y)+\rho(y, z)$ が成り立つ。

(2) 任意の $x\in X$ に対して，$\rho$
$(x, \cdot)$ : $Xarrow[O, \infty)$ が下半連続である。

(3) 任意の $\epsilon>0$ に対して，ある $\delta>0$が存在し，$\rho(z, x)\leq\delta$かつ $\rho(z, y)\leq\delta$ な

らば $d(x, y)\leq\epsilon$ となる。

距離 $d$ は $X$ の $w$-distance である。 [3], [4] において，$w$-distance に関連する以下の
補題が紹介されている。

補題 1. ([3]) ($X$, d)を距離空間，$\rho$を $w$-distance, $\{x_{n}\},$ $\{y_{n}\}$を $X$の点列，$\{\alpha_{n}\},$ $\{\beta_{n}\}\subseteq$

$[0, \infty)$ を $0$ に収束する数列，$x,$ $y,$ $z\in X$ とする。 このとき，次が成り立つ。

(1) 全ての $n\in \mathbb{N}$ に対して，$\rho(x_{n}, y)\leq\alpha_{n}$ かつ $\rho(x_{n}, z)\leq\beta_{n}$ ならば，y $=$ z。特
に，$\rho(x, y)=0$ かつ $\rho(x, z)=0$ ならば $y=z$ となる。
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(2) 全ての $n\in \mathbb{N}$ に対して $\rho(x_{n}, y_{n})\leq\alpha_{n}$ かつ $\rho(x_{n}, z)\leq\beta_{n}$ ならば $\{y_{n}\}$ は $z$ に

収束する。

(3) 全ての $m>n$ となる $n,$ $m\in \mathbb{N}$に対して，$\rho(x_{n}, x_{m})\leq\alpha_{n}$ となるならば，$\{x_{n}\}$
はコーシー列である。

(4) 全ての $n\in \mathbb{N}$ に対して，$\rho(y, x_{n})$ $\leq\alpha$。となるならば，$\{x$訂はコーシー列で
ある。

補題 2. ([4])($X$ , d) を距離空間，$F$ を $X$の 2点以上を含む有界閉集合，$c$ を $c\geq\delta(F)$

となる定数とする。ただし，$\delta(F)$ は $F$ の直径である。 このとき，次のように定め
られた $\rho:X\cross Xarrow[O, \infty)$ は $X$ の $w$-distance である。

$\rho(x, y)=\{\begin{array}{l}d(x, y)(x, y\in F)c(x\not\in F または y\not\in F)\end{array}$

$(X, d)$ を距離空間，$A_{1},$
$\ldots,$

$A_{q}$ を空でない $X$ の部分集合とする。 このとき，$T$ :
$\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}arrow\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$ が q-cyclic pcontraction map であるとは，次が成り立つときを
言う。

(1) 全ての $i\in\{1, \ldots, q\}$ に対して，$T(A_{i})\subseteq A_{i+1}$ が成り立つ。

(2) $X$ の w-distance $\rho$ と $r\in(O, 1)$ が存在し，全ての $i\in\{1, \ldots, q\}$ と $x\in A_{i,y\in}$

$A_{i+1}$ に対して，

$\rho(Tx, Ty)\leq r\rho(x, y)+(1-r)\rho(A_{i}, A_{i+1})$

となる。

ただし，$A_{q+1}=A_{1}$ とする。特に，$\rho=d$のとき，$T$ は $q$-cyclic contraction map で
あると言う。
本論文で用いる記号について，次のように定義する。

$\rho(A_{i}, A_{i+1})=\inf\{\rho(x, y)|x\in A_{i}, y. \in A_{i+1}\}(i\in\{1, \ldots, q\})$

$s_{\rho}(x_{1}, \ldots, x_{q})=\sum_{i=1}^{q-1}\rho(x_{i}, x_{i+1})+\rho(x_{q}, x_{1})$

$s_{\rho}(A_{1}, \ldots, A_{q})=\inf\{s_{\rho}(x_{1}, \ldots, x_{q})|x_{1}\in A_{1}, \ldots, x_{q}\in A_{q}\}$

$T$ : $\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}arrow\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$ が $q$-cyclic $s_{\rho}$-contraction map であるとは，次が成り立つこ
とを言う。

(1) 任意の $i\in\{1, \ldots, q\}$ に対して，$T(A_{i})\subseteq A_{i+1}$ となる。
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(2) $X$ の w-distance $\rho$ と $r\in(0,1)$ が存在し，全ての $x_{1}\in A_{1},$
$\ldots,$

$x_{q}\in A_{q}$ に対
して，

$s_{\rho}(Tx_{1}, \ldots, Tx_{q})\leq rs_{\rho}(x_{1}, \ldots, x_{q})+(1-r)s_{\rho}(A_{1}, \ldots, A_{q})$

となる。

ただし，$A_{q+1}=A_{1}$ とする。特に，$\rho=d$のとき，$T$ は $q$-cyclic $s_{d}$-contraction map
であると言う。以下の補題は，最良近接点および最良巡回近接点の存在定理に関
連する。

補題 3. ([5])($X$, d) を距離空間 $A_{1},$
$\ldots,$

$A_{q}$ を空でない $X$の部分集合，$T$ を $\cup L_{1}^{A}$上
の $q$-cyclic $\rho$-contraction map とする o このとき，次が成立する。

$\rho(A_{1}, A_{2})=\rho(A_{2}, A_{3})=\ldots=\rho(A_{q-1}, A_{q})=\rho(A_{q}, A_{1})$

補題 4. ([5])($X$, d) を距離空間，$A_{1},$
$\ldots,$

$A_{q}$ を空でない $X$の部分集合，$T$ を $\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$

上の $q$-cyclic $p$-contraction map とする。 このとき，$x_{0} \in\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$ とし，点列 $\{x_{n}\}$

を $n=0,1,2,$ $\ldots$ に対して $x_{n+1}=Tx_{n}$ と定めると，

$\rho(x_{n}, Tx_{n})arrow\rho(A_{i}, A_{i+1})$

が得られる。

補題 5. ([5])($X$, d) を距離空間，$A_{1},$
$\ldots,$

$A_{q}$ を空でない $X$の部分集合，$T$ を $\cup L_{1}A_{i}$

上の q-cyclic $s_{\rho}$-contraction map とする。 このとき，$x_{0} \in\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$ とし，点列 $\{x_{n}\}$

を $n=0,1,2,$ $\ldots$ に対して $x_{n+1}=Tx_{n}$ と定めると，

$s_{\rho}(x_{n}, Tx_{n}, \ldots , T^{q-1}x_{n})arrow s_{\rho}(A_{1}, \ldots, A_{q})$

が得られる。

3 存在定理

最初に，$w$-distance を用いた最良近接点の結果を紹介する。

定理 3. ([5])($X$, d) を距離空間，$A_{1},$
$\ldots,$

$A_{q}$ を空でない $X$ の閉集合，$T$ を $\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$

上の q-cyclic pcontraction map とする。 $i\in\{1, \ldots, q\},$ $x_{0}\in A_{i}$ とし，点列 $\{x_{n}\}$ を

$n=0,1,2,$ $\ldots$ に対して $x_{n+1}=Tx_{n}$ と定める。 また，点列 $\{y_{n}\}\subseteq X$ が $y\in X$ に

収束するならば，$\rho(y, y_{n})$ は $0$ に収束するとする。 このとき，$\{x_{qn}\}$ は $A_{i}$ に収束部
分列を持つなら，$T$ は最良近接点を持つ。

254



系 1. $(X, d)$ を距離空間，$A_{1},$
$\ldots,$

$A_{q}$ を空でない $X$ の閉集合，$T$ を $\cup L_{1}^{A_{i}}$ 上の
q-cyclic $\rho-$contraction map とする。 $i\in\{1, \ldots, q\},$ $x_{0}\in A_{i}$ とし，点列 $\{x$訂を
$n=0,1,2,$ $\ldots$ に対して $x_{n+1}=Tx_{n}$ と定める。 また，点列 $\{y_{n}\}\subseteq X$ が $y\in X$ に

収束するならば，$\rho(y, y_{n})$ は $0$ に収束するとする。 このとき，ある $i\in\{1, \ldots, q\}$ に
たいして $A_{i}$ がコンパクトなら，$T$ は最良近接点を持つ。

次に，w-distance を用いた，最良巡回近接点の結果を紹介する。

定理 4. ([5])($X$, d) を距離空間，$A_{1},$
$\ldots,$

$A_{q}$空でない $X$の閉集合，$T$ を $\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$ 上の
連続な q-cyclic $s_{\rho^{-}}$contraction map とする。 とする。 $i\in\{1, \ldots, q\},$ $x_{0}\in A_{i}$ とし，
点列 $\{x_{n}\}$ を $n=0,1,2,$ $\ldots$ に対して $x_{n+1}=Tx_{n}$ と定める。 また，点列 $\{y_{n}\}\subseteq X$

が $y\in X$ に収束するならば，$\rho(y, y_{n})$ は $0$ に収束するとする。 このとき，$\{x_{qn}\}$ は
んに収束部分列を持つなら，$T$ は最良巡回近接点を持つ。

%2. ([5])($X$, d) を距離空間，$A_{1},$
$\ldots,$

$A_{q}$ 空でない $X$ の閉集合，$T$ を $\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$ 上の
連続な q-cyclic $\mathcal{S}_{\rho}$-contraction map とする。 とする。 $i\in\{1, \ldots, q\},$ $x_{0}\in A_{i}$ とし，
点列 $\{x_{n}\}$ を $n=0,1,2,$ $\ldots$ に対して xn$+$ l $=$ Tx。と定める。 また，点列 $\{y_{n}\}\subseteq X$

が $y\in X$ に収束するならば，$\rho(y, y_{n})$ は $0$ に収束するとする。 このとき，ある
$i\in\{1, \ldots, q\}$ にたいして $A_{i}$ がコンパクトなら，$T$ は最良巡回近接点を持つ。

特に，$\rho=d$ のとき，次のようになる。

定理 5. ([5])($X$, d) を距離空間，$A_{1},$
$\ldots,$

$A_{q}$ 空でない $X$ の閉集合，$T$ を $\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$ 上
の連続な q-cyclic $s_{d^{-}}$contraction map とする。 とする o $i\in\{1, \ldots, q\},$ $x_{0}\in A_{i}$ と

し，点列 $\{x_{n}\}$ を $n=0,1,2,$ $\ldots$ に対して $x_{n+1}=Tx_{n}$ と定める。 このとき，$\{x_{qn}\}$
は $A_{i}$ に収束部分列を持つなら，$T$ は最良巡回近接点を持つ。

系 3. ([5])($X$, d) を距離空間，$A_{1},$
$\ldots,$

$A_{q}$ 空でない $X$ の閉集合，$T$ を $\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$ 上の
連続な q-cyclic $s_{d^{-}}$contraction map とする。 とする。 $i\in\{1, \ldots, q\},$ $x_{0}\in A_{i}$ と

し，点列 $\{x_{n}\}$ を $n=0,1,2,$ $\ldots$ に対して $x_{n+1}$ $=$ Tx。と定める。 このとき，ある
$i\in\{1, \ldots, q\}$ にたいして $A_{i}$ がコンパクトなら，$T$ は最良巡回近接点を持つ。

4 完備性と最良巡回近接点の存在
ここでは，最良巡回近接点の存在と距離空間の完備性が同値であることを紹介

する。最初に，最良近接点の存在について，次が成立する。

定理 6. ([5])($X$, d) を距離空間とする。 このとき，次は同値である。

(i) $X$ が完備である。
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(ii) 任意の空でない互いに素な $X$の閉集合 $A_{1},$
$\ldots,$

$A_{q}$ と，任意の $i\in\{1, \ldots, q\},$ $x,$ $y\in$

$A_{i}$ , に対して $\rho(Tx, Ty)\leq r\rho(x, y)$ と $\{z_{n}\}\subset\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$ が $z \in\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$ に収束す

るならば $\rho(z, z_{n})arrow 0$ を満たす $\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$ 上の $q$-cyclic $\rho$-contraction map $T$ が

最良近接点を持つ。

また，最良巡回近接点について，次の結果が得られる。

定理 7. ([5])($X$, d) を距離空間とする。 このとき，次は同値である。

(i) $X$ が完備である。

(ii) 任意の空でない互いに素な $X$の閉集合 $A_{1},$
$\ldots,$

$A_{q}$ と，任意の $i\in\{1, \ldots, q\},$ $x,$ $y\in$

$A_{i}$ , に対して $\rho(Tx, Ty)\leq r\rho(x, y)$ と $\{z_{n}\}\subset\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$ が $z \in\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$ に収束す

るならば $\rho(z, z_{n})arrow 0$を満たす $\bigcup_{i=1}^{q}A_{i}$ 上の q-cyclic $s_{\rho^{-}}$contraction map $T$ が

最良巡回近接点を持つ。
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