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1 研究の背景と動機

Kolmogorov による三次元一様等方乱流の理論においてなされている仮定の一つに，流体の
粘性ゼロ極限においてエネルギー散逸率がゼロでない正の値に収束するというものがある．こ
の仮定は単純に考えれば奇妙なものである．というのも，粘性ゼロ極限の流れに対応する非粘
性流体の運動を記述する Euler 方程式において，その解が滑らかであればエネルギーは保存さ
れエネルギー散逸率はゼロとなるからである．この不思議な仮定に対して，Onsager は非粘性
の流れに指数 1/3のヘルダー連続性程度の滑らかさがあればエネルギーは散逸しないと，数学
的に厳密な証明なしに言明している．逆に言えば，それより滑らかさのない Euler方程式の解
はエネルギーを散逸させる可能性がある．この予想は Onsager 予想と呼ばれ，数学的な解明
が必要なものである [12,31].

Onsager 予想が出されて約半世紀が経過して，Constantin ら [6] は，周期境界条件を持つ三
次元 Euler 方程式の弱解が Besov 空間 $B_{3\infty}^{\alpha}$ に入っている時，$\alpha>1/3$ ならばエネルギーが保
存することを証明した．この Besov 空間の指数 $\alpha$ は関数のヘルダ–連続性に相当する指数な

ので，この定理は Onsager予想の現代的記述となっている．もちろん，このような弱解の存在
は証明されていないので，数学的には予想の範囲を出ていない．その後，Duchon と Robert[9]
は，超関数の意味でエネルギー散逸率が非負になるような三次元オイラー方程式の弱解を散逸
的弱解と定義して，ヘルダー指数が 1/3より少し滑らかな弱解に対してエネルギー散逸率がゼ
ロになることを示した．関数の性質としては，若干Constantin らの結果よりは弱いが，この散
逸的弱解を使うと三次元一様等方乱流場の三次モーメントに対する統計法則が，ある種のエル
ゴード仮説の下で再現されることが示されている [9, 11] このように，Euler 方程式の滑らか
でない弱解でエネルギー散逸率がゼロにならないものが三次元乱流を構成する流れの数学的実
体であるという指摘は重要なものでる．しかしながら，これらの議論では多くの仮定がなされ
た「物語」に過ぎず，これに数学的な肉付けを行い，そのような流れの性質を明らかにするこ
とが今後の問題であろう．また，物理的な観点からも，こうした滑らかでない流れがどのよう
な力学的特性を持つかについて明らかにすることも重要であるが，これも簡単な問題ではない．
さて，Euler方程式の弱解を構成する方法の一つは，方程式を何らかの意味で正則化して，そ

の上で時間大域解を構成し，その解の正則化パラメータのゼロ極限を考えることである．Euler
方程式の正則化には様々な方法がある．もちろん粘性項を加えた Navier-Stokes方程式もその正
則化方程式の一つではあるが，この論文では Holm ら [4, 16, 17, 18] によって導入された Euler$-\alpha$
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方程式を考える．この方程式は非粘性・非圧縮流れにおいて，スケール $\alpha$ 以下の情報を平均化
して繰り込むことによって得られる Euler 方程式の (分散型) 正則化方程式である [25]. この

$Euler-\alpha$ 方程式は乱流物理と関係が深い．例えば，粘性項を加えた $Navier-Stokes-\alpha$ 方程式の
数多くの数値的研究において，$\alpha$ が小さい時，この解が三次元乱流と同様の性質を持つことが
示されている [5, 13, 14, 26]. 加えて，$Euler-\alpha$ 方程式に対しては後述するように多くの数学的
な結果が得られており，こうした解を厳密に構成して $\alphaarrow 0$ の極限をとることで Euler 方程式
の弱解を捉えられる可能性がある．
一方で，三次元 $Navier-Stokes-\alpha$ 方程式については解の存在と一意性について知られている

[23] が，三次元 $Euler-\alpha$ 方程式については時間大域的な弱解の存在は未だ証明されていない [15]
ため，上記の戦略で Euler方程式の弱解を捉えることを数学的に厳密にはできない状態である．
そのことを踏まえて，この論文では問題を少し簡単にし，以下のような非圧縮速度場 $u(t, x)$ ,
$(t\in \mathbb{R}, x\in \mathbb{R}^{2})$ に対する二次元の $Euler-\alpha$ 方程式を考える．

$(1-\alpha^{2}\Delta)\partial_{t}u+u\cdot\nabla(1-\alpha^{2}\Delta)u-\alpha^{2}(\nabla u)^{T}\cdot\triangle u=-\nabla p,$ $\nabla\cdot u=0,$ $u(0, x)=u_{0}(x)$ .

もちろん，二次元の流れと三次元の流れは本質的に異なるので，この簡略化は大胆なものであ
るが，ここで提起されている問題に答える上では，理論的なアドバンテージがいくつかあると
ともに乱流と特異な弱解との間に同様のアナロジーがある．まず，Lunasin ら [24] の二次元
$Navier-Stokes-\alpha$ の数値計算によれば，$\alpha$ が小さい時に解のエネルギー密度スペクトルの中にエ
ネルギーカスケードおよびエンストロフィーの逆カスケードに対応する領域が現れる．エンス
トロフィーの逆カスケードおよびそれを生み出すエンストロフィー散逸は二次元乱流を特徴づ
ける性質 [2, 21, 22] なので，二次元 $\alpha$正則化流体方程式もまた三次元と同様に乱流のモデル方
程式として妥当なものの一つと見なせる．数学的には，滑らかな初期値に対する時間大域解の
存在 [33] は勿論のこと，Sobolev空間 $H^{m}(\mathbb{R}^{2})$ に初期値を持つ場合には，時間大域的な一意解
を持ち，その解は $\alphaarrow 0$ の時，$L^{\infty}([0, \infty);H^{m})$ で Euler 方程式の解に収束することが知られ
ている．さらに，初期データがもっと弱く，初期渦度が平面上にサポートを持つラドン測度で
与えられるような場合でも，時間大域的な一意弱解が存在することも示されている [30] こう
した大域解の存在は，Euler 方程式の弱解を $Euler-\alpha$ 方程式の解から $\alphaarrow 0$ の極限によって捉
えるという方針において顕著な役割を果たすものである．
さて，Duchon と Robert[9] によれば，二次元 Euler方程式に対しても (エネルギー) 散逸的

弱解なるものが定義され，初期渦度が $L^{p}(\mathbb{R}^{2}),$ $p>3/2$ にある時には散逸的にならないことが

示されている．初期渦度が $L^{p}(\mathbb{R}^{2})\cap L^{1}(\mathbb{R}^{2}),$ $1<p<\infty$ に入っている場合は，時間大域弱解
が存在することが DiPerna と Majda[7] によって示されている一方で，Eyink[10] はこうした解
のクラスではエンストロフィーの散逸が起こらないことを示している．そのため，散逸的弱解
でかつエンストロフィーの散逸を起こすような弱解を二次元 Euler 方程式で構成するためには，
もっと弱い初期渦度を考える必要がある．そこで本論文では渦度が二次元平面上にサポートを
持つラドン測度，とりわけそのサポートが一点 ( $\delta$ 関数) であるような「点渦」初期値を考え，
それに対する $Euler-\alpha$ 方程式の時間大域的弱解 (この解の存在は [30] で数学的に保証されてい
る $)$ を構成し，$\alphaarrow 0$ とすることでその挙動を調べる．これにより散逸的弱解と乱流の関係，
特にこうした $Euler-\alpha$ 方程式の極限における滑らかでない解がエンストロフィーを散逸する力 $\searrow$

またこのような解がどのような流れ特性を持つかについて調べる．
本論文は以下のように構成される．まず，二章では，初期渦度が $\delta$ 関数与えられる時の二次

元 $Euler-\alpha$ 解を構成するために $\alpha$ 点渦系と呼ばれる常微分方程式系を導出する．第三章では，
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$\alpha$ 点渦系で $\alphaarrow 0$ の極限において特異な挙動を示す解を捕まえるため，$\alpha$ 点渦三体問題を考え，

その解を具体的に構成し，その $\alphaarrow 0$極限解に対してエネルギーやエンストロフイーがどう時
間変動するかを調べる．最後の章は，この結果を踏まえた将来展望について書く．なお，本稿
は論文 [32] の概要をまとめて，今後の展望を書き加えたものである．

2 $\alpha$点渦系

初期渦度が $\delta$ 関数で与えられるような $Euler-\alpha$ 方程式の解を構成するために，$Euler-\alpha$ 方程

式の渦度に対する $\alpha$渦度方程式を導出する．$\alpha$ 渦度 $q(t, x)$ を $q=(1-\alpha^{2}\Delta)\nabla^{\perp}\cdot u$ によって導

入して，これを $Euler-\alpha$方程式に代入すると次の $q$ に対する方程式を得る．

$q_{t}+(u\cdot\nabla)q=0, u=K^{\alpha}*q, q(0, x)=(1-\alpha^{2}\Delta)\nabla^{\perp}\cdot u_{0}(x)$ . (1)

渦度から速度場を構成する積分核は $K^{\alpha}(x)= G^{\alpha}(x)*\frac{1}{2\pi}\nabla^{\perp}\log|x|$ であり，関数 $G^{\alpha}(x)$ は

Helmholtz 作用素 $(1-\alpha^{2}\Delta)$ のグリーン関数を表し，次のように与えられる．

$G^{\alpha}(x)=- \frac{1}{2\pi\alpha^{2}}K_{0}(\frac{|x|}{\alpha})$ .

ここで，$K_{0}(x)$ は第二種変形ベッセル関数 [35] を表している．

今，$\alpha$ 渦度 $q(t, x)$ が $N$ 個の $\delta$ 関数の一次結合 ( $\alpha$ 点渦と呼ぶ) で書かれていると仮定する．

すなわち，$n=1,$ $\ldots,$
$N$ に対して，位置 $x_{n}(t)=(x_{n}(t), y_{n}(t))\in \mathbb{R}^{2}$ および強さ $\Gamma_{n}$ を持つ点

渦に対して，次のように与えられる．

$q(t,x)= \sum_{n=1}^{N}\Gamma_{n}\delta(x-x_{n}(t))$ . (2)

また，(1) における積分核 $K^{\alpha}(x)$ は具体的に以下のように書ける [19]:

$K^{\alpha}(x)=- \frac{1}{2\pi}\nabla^{\perp}[\log|x|+K_{0}(\frac{|x|}{\alpha^{2}})].$

点渦度 (2) を $u=K^{\alpha}*q$ に代入して，位置 $x=x_{m}(t)$ における速度場を計算することで，$\alpha$ 点

渦に対する常微分方程式が得られる．

$\frac{dx_{m}}{dt}=-\frac{1}{2\pi}\sum_{n\neq m}^{N}\Gamma_{n}\frac{y_{m}-y_{n}}{l_{mn}^{2}}B_{K}(\frac{l_{mn}}{\alpha})$ , $\frac{dy_{m}}{dt}=\frac{1}{2\pi}\sum_{n\neq m}^{N}\Gamma_{n}\frac{x_{m}-x_{n}}{l_{mn}^{2}}B_{K}(\frac{l_{mn}}{\alpha}).$ (3)

ただし，$l_{mn}=|x_{m}-x_{n}|$ は $m$ 番目と $n$ 番目の $\alpha$ 点渦の距離，$B_{K}(x)=1-xK_{1}(x)$ である．

ここで，関数 $K_{1}(x)$ も第二種変形ベッセル関数の一つである [35]. このような常微分方程式系

(3) を我々は $\alpha$ 点渦系と呼ぶことにする．ベッセル関数の性質 $K_{1}(x)arrow e^{-x},$ $xarrow\infty$ から，

$B_{K}(x)arrow 1$ が成り立つので，$\alpha$ 点渦系は $\alphaarrow 0$ とすると形式的には Euler方程式に対して得ら
れる点渦系 [27] と等価になる．また，$B_{K}(x)arrow 0,$ $xarrow 0$ なることが $K_{1}(x)\sim 1/x,$ $xarrow 0$ よ

りわかるので，二つの $\alpha$ 点渦の距離がゼロになった時の速度場はゼロに収束していく．もとの点
渦系においては，二点の距離がゼロに近づくと，誘導速度場は発散することから，関数 $B_{K}(x)$

のおかげで点渦方程式は正則化されていることもわかる．ここで，一つ注意しておきたいのは
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$\alpha$ 点渦系の運動は $Euler-\alpha$ 方程式の時間大域弱解になっているが，点渦系は Euler方程式の弱
解ではないということである．実際，ラドン測度を持つ初期値に対する弱解の存在はDelroit[8]
で示されているが，点渦測度はそこで示されている初期条件に関する条件を満たさない．
我々はこの $\alpha$ 点渦系の解を構成するわけだが，本稿の目的に合わせてこの $\alpha$ 点渦の運動から
系のエネルギーやエンストロフィーを計算する必要がある．点渦の運動からエネルギーを導出
する方法は Novikov[28] によって与えられている．エネルギーもエンストロフィーも導出方法
は同じなので，ここではエンストロフィーを導くことにする．まず，系の渦度 $q(t, x)$ は (2) を
フーリエ変換して，次のようになる．

$\hat{q}(t, \xi)=\frac{1}{2\pi}\sum_{m=1}^{N}\Gamma_{m}e^{-i\xi\cdot x_{m}(t)}.$

これより，渦度すの二乗は以下で与えられる．

$| \hat{q}(t, \xi)|^{2}=\frac{1}{4\pi^{2}}[\sum_{m=1}^{N}\Gamma_{m}^{2}+2\sum_{m=1}^{N}\sum_{n=m+1}^{N}\Gamma_{m}\Gamma_{n}\cos(\xi\cdot(x_{m}-x_{n}))]$ . (4)

今，系の渦度 $\omega$ と $q$ は $q=(1-\alpha^{2}\Delta)\omega$ で関係づけられるで，$\hat{q}(t, \xi)=(1+\alpha^{2}\xi^{2})\hat{\omega}(t, \xi)$ となる．

$| \hat{\omega}(t, \xi)|^{2}=\frac{1}{4\pi^{2}(1+\alpha^{2}\xi^{2})^{2}}[\sum_{m=1}^{N}\Gamma_{m}^{2}+2\sum_{m=1}^{N}\sum_{n=m+1}^{N}\Gamma_{m}\Gamma_{n}\cos(\xi\cdot(x_{m}-x_{n}))]$ . (5)

この時，系の全エンストロフィーは

$\int_{\mathbb{R}^{2}}|\omega(t, \xi)|^{2}d\xi=\int_{0}^{\infty}\int_{-\pi}^{\pi}|\hat{\omega}(t, \xi)|^{2}\xi d\xi d\theta=\int_{0}^{\infty}\pi\xi\langle|\hat{\omega}(t,\xi)|^{2}\rangle d\xi$

で与えられる．ここで，$\xi=|\xi|$ であり，$\langle f(\cdot)\rangle=\frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}f(\theta)d\theta$ は，関数 $f(\theta)$ の変数 $\theta$ に関す
る平均を表している．この結果，エンストロフィー密度関数は

$\mathcal{Z}_{N}^{(\alpha)}(t, \xi)\equiv\frac{\pi\xi}{(1+\alpha^{2}\xi^{2})^{2}}\langle|\hat{q}(t, \xi)|^{2}\rangle=\frac{\xi}{4\pi(1+\alpha^{2}\xi^{2})^{2}}[\sum_{m=1}^{N}\Gamma_{m}^{2}+2\sum_{m=1}^{N}\sum_{n=m+1}^{N}\Gamma_{m}\Gamma_{n}J_{0}(\xi l_{mn})].$

ここで，$J_{0}(x)$ はべッセル関数である．実際に小スケール $0<l\ll 1$ から大スケール $1\ll L<\infty$

まで積分すると，次のような評価がえられる．

$\int_{L^{-1}}^{l^{-1}}\mathcal{Z}_{N}^{(\alpha)}(t, \xi)d\xi$ $=$ $\frac{1}{4\pi}\sum_{m=1}^{N}\Gamma_{m}^{2}\int_{L^{-1}}^{l^{-1}}\frac{\xi}{(1+\alpha^{2}\xi^{2})^{2}}d\xi+\frac{1}{2\pi}\sum_{m=1}^{N}\sum_{n=m+1}^{N}\Gamma_{m}\Gamma_{n}\int_{L^{-1}}^{l^{-1}}\frac{\xi J_{0}(\xi l_{mn})}{(1+\alpha^{2}\xi^{2})^{2}}d\xi.$

ここで得られた第一項はスケールを固定すると定数であることに注意すれば，$\alpha$ 点渦の運動に

よって時間変動するのは第二項である．これを $\mathcal{Z}^{(\alpha)}(t)$ と書くことにすると，以下のように計
算できる．

$\mathcal{Z}^{(\alpha)}(t)=\frac{1}{4\pi\alpha^{2}}\sum_{m=1}^{N}\sum_{n=m+1}^{N}\frac{l_{mn}(t)}{\alpha}K_{1}(\frac{l_{mn}(t)}{\alpha})$ . (6)

ただし，以下のベッセル関数の積分に関する公式を使っている [35].

$\int_{0}^{\infty}\frac{xJ_{0}(ax)}{1+x^{2}}dx=K_{0}(a)$ , $\int_{0}^{\infty}\frac{x^{\nu+1}J_{\nu}(ax)}{(1+x^{2})^{\mu+1}}dx=\frac{a^{\mu}K_{\nu-\mu}(a)}{2\mu\Gamma(\mu+1)},$ $\mu+3/2>\nu>-1$ . (7)
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同様のアイデアで (7) を再び使うと，エネルギーの時間変動部分 $E^{(\alpha)}(t)$ は以下のように与えら

れる．導出は [32] を参照のこと．

$E^{(\alpha)}(t)=- \frac{1}{2\pi}\sum_{m=1}^{N}\sum_{n=m+1}^{N}\Gamma_{m}\Gamma_{n}[\log l_{mn}(t)+K_{0}(\frac{l_{mn}(t)}{\alpha})+\frac{l_{mn}(t)}{2\alpha}K_{1}(\frac{l_{mn}(t)}{\alpha})]$. (8)

さて，$\alpha$ 点渦系 (3) の解析をはじめるにあたり，我々は $\alphaarrow 0$極限を取ることを念頭に $\alpha$ に

よらない方程式を導出する．新しい変数 $X_{m}(t)=(X_{m}(t), Y_{m}(t))$ と $L_{mn}(t)$ を以下のように定

義する．

$X_{m}(t)= \frac{1}{\alpha}x_{m}(\alpha^{2}t)$ , $Y_{m}(t)= \frac{1}{\alpha}y_{m}(\alpha^{2}t)$ , $L_{mn}(t)=|X_{m}(t)-X_{n}(t)|= \frac{1}{\alpha}l_{mn}(\alpha^{2}t)$ . (9)

このとき，方程式 (3) は以下のようになる．

$\frac{dX_{m}}{dt}=-\frac{1}{2\pi}\sum_{n\neq m}^{N}\Gamma_{n}\frac{Y_{m}-Y_{n}}{L_{mn}^{2}}B_{K}(L_{mn})$ , $\frac{dY_{m}}{dt}=\frac{1}{2\pi}\sum_{n\neq m}^{N}\Gamma_{n}\frac{X_{m}-X_{n}}{L_{mn}^{2}}B_{K}(L_{mn})$. (10)

これを以後 $\alpha$ 点渦系に対する標準方程式と呼ぶことにする．ちなみに，(10) は元の方程式 (3)
で $\alpha=1$ としたものである．以後，標準方程式に対して解析を進めるが，その解 $X_{m}(t).,$ $Y_{m}(t)$ ,
$L_{mn}(t)$ から (3) の解は

$x_{m}(t)=\alpha X_{m}(t/\alpha^{2}) , y_{m}(t)=\alpha Y_{m}(t/\alpha^{2}) , l_{mn}(t)=\alpha L_{mn}(t/\alpha^{2})$ , (11)

によって再現される．これら関係式が，後ほど $\alphaarrow 0$ の極限を取るときに重要な役割を果たす．

この標準方程式に対して，一般的に成立する事実を述べておく．まず，この標準方程式は以
下のような $H=H_{0}(t)+H_{1}(t)$ および Poisson 括弧に対するハミルトン系となっている．

$H_{0}(t)=- \frac{1}{2\pi}\sum_{m=1}^{N}\sum_{n=m+1}^{N}\Gamma_{m}\Gamma_{n}\logL_{mn}(t)$ , $H_{1}(t)=- \frac{1}{2\pi}\sum_{m=1}^{N}\sum_{n=m+1}^{N}\Gamma_{m}\Gamma_{n}K_{0}(L_{mn}(t))$ ,

(12)

$\{f, g\}=\sum_{m=1}^{N}\frac{1}{\Gamma_{m}}(\frac{\partial f}{\partial x_{m}}\frac{\partial g}{\partial y_{m}}-\frac{\partial g}{\partial x_{m}}\frac{\partial f}{\partial y_{m}})$ . (13)

ここで，ハミルトニアン $H$ は保存量であるが，それを構成する $H_{0}$ と $H_{1}$ は時間とともに変動
する．この第一項は点渦系のハミルトンエネルギーと同じであることに注意しよう．以後の解
析に使うので，$\alpha$ 点渦系の方程式 (10) のいくつかの別表現を与えておく．これらの導出は Euler
方程式に対する点渦系の場合と同様である．(Newton[27] などを見よ．) まず，二次元空間と複
素平面を同一視して，$Z_{m}(t)=X_{m}(t)+iY_{m}(t)$ と書くと以下の複素表現を得る．

$\frac{dZ_{m}^{*}}{dt}=\frac{1}{2\pi i}\sum_{n\neq m}^{N}\frac{\Gamma_{n}}{Z_{m}-Z_{n}}B_{K}(|Z_{m}-Z_{n}|)$, (14)

次に，二つの $\alpha$ 点渦の距離 $L_{mn}$ の従う方程式は以下で与えられる．

$\frac{d}{dt}L_{mn}^{2}=\frac{2}{\pi}\sum_{k\neq m\neq n}^{N}\Gamma_{k}\sigma_{mnk}A_{mnk}(\frac{1}{L_{nk}^{2}}B_{K}(L_{nk})-\frac{1}{L_{km}^{2}}B_{K}(L_{km}))$ . (15)
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ここに現れる $\sigma_{mnk}$ は，$\alpha$ 点渦の配置を表し，$X_{m},$ $X_{n},$ $X_{k}$ のなす三角形の頂点の指数 $m,$ $n,$ $k$

が反時計回りに並んでいるときは $+1$ , 時計回りの時は $-1$ で与えるものとする．$A_{mnk}$ は，これ
らの三点によってなされる三角形の面積を与えており，ヘロンの公式から各 $\alpha$ 点渦の距離 $L_{mn}$

を使って以下のように与えられる．

$A_{mnk}= \frac{1}{4}[2(L_{mn}^{2}L_{nk}^{2}+L_{nk}^{2}L_{km}^{2}+L_{km}^{2}L_{mn}^{2})-L_{mn}^{4}-L_{nk}^{4}-L_{km}^{4}]^{\frac{1}{2}}$ (16)

点渦系の問題と同様の解析 [1, 27] に従って，$\alpha$ 点渦系のハミルトン系としての可積分性につ

いて議論しておく．そのために Linear impulse $L$ と角運動量 $I$ を以下のように定義する．

$L=Q+ iP=\sum_{m=1}^{N}\Gamma_{m}z_{m},$ $I= \sum_{m=1}^{N}\Gamma_{m}|z_{m}|^{2}$ . (17)

これらの量は点渦系に対する保存量であるが，$\alpha$ 点渦系でも保存量であることは以下のように
してすぐにわかる．

$\frac{dL}{dt}$ $=$ $\sum_{m=1}^{N}\Gamma_{m}\frac{dZ_{m}}{dt}=-\sum_{m=1}^{N}\Gamma_{m}\sum_{n\neqm}^{N}\frac{\Gamma_{n}}{2\pi i}\frac{1}{Z_{m}^{*}-Z_{n}^{*}}B_{K}(|Z_{m}-Z_{n}|)$

$=$ $- \sum_{m=1}^{N}\sum_{n=m+1}^{N}\frac{\Gamma_{m}\Gamma_{n}}{2\pi i}\frac{1}{Z_{m}^{*}-Z_{n}^{*}}B_{K}(|Z_{m}-Z_{n}|)+\sum_{n=1}^{N}\sum_{m=n+1}^{N}\frac{\Gamma_{m}\Gamma_{n}}{2\pi i}\frac{1}{Z_{n}^{*}-Z_{m}^{*}}B_{K}(|Z_{m}-Z_{n}|)$

$=$ $0,$

$\frac{dI}{dt}$ $=$ $- \frac{1}{2\pi i}(\sum_{m=1}^{N}\sum_{n=m+1}^{N}\frac{\Gamma_{m}\Gamma_{n}Z_{m}^{*}}{Z_{m}^{*}-Z_{n}^{*}}B_{K}(|Z_{m}-Z_{n}|)-\sum_{n=1}^{N}\sum_{m=n+1}^{N}\frac{\Gamma_{m}\Gamma_{n}Z_{m}^{*}}{Z_{n}^{*}-Z_{m}^{*}}B_{K}(|Z_{m}-Z_{n}|))$

$+ \frac{1}{2\pi i}(\sum_{m=1}^{N}\sum_{n=m+1}^{N}\frac{\Gamma_{m}\Gamma_{n}Z_{m}}{Z_{m}-Z_{n}}B_{K}(|Z_{m}-Z_{n}|)-\sum_{n=1}^{N}\sum_{m=n+1}^{N}\frac{\Gamma_{m}\Gamma_{n}Z_{m}}{Z_{n}-Z_{m}}B_{K}(|Z_{m}-Z_{n}|))$

$=$ $- \frac{1}{2\pi i}\sum_{m=1}^{N}\sum_{n=m+1}^{N}\Gamma_{m}\Gamma_{n}B_{K}(|Z_{m}-Z_{n}|)+\frac{1}{2\pi i}\sum_{m=1}^{N}\sum_{n=m+1}^{N}\Gamma_{m}\Gamma_{n}B_{K}(|Z_{m}-Z_{n}|)=0.$

ここで，$M= \Gamma I-Q^{2}-P^{2}=\sum_{m=1}^{N}\sum_{n=m+1}^{N}\Gamma_{m}\Gamma_{n}L_{mn}^{2}$ も保存されることに注意しよう．この
$M$ は後の解析で重要な役割を果たす．これらの量とボアソン括弧を使って，$\{P^{2}+Q^{2}, I\}=0,$

$\{Q, P\}=\Gamma,$ $\{Q, I\}=P,$ $\{P, I\}=Q$ が成り立つから，$N\leq 3$ の時は $\alpha$ 点渦系は，すべての
$\Gamma_{m}$ に対して可積分である．さらに，$\alpha$ 点渦の強さの総和がゼロ，すなわち $\Gamma=0$ の時に限り
四体問題は可積分である．

命題 1 $\alpha$ 点渦系 (3) の二体三体問題はすべての $\Gamma_{m}$ に対して可積分である．さらに，点渦の
強さの総和がゼロ，すなわち $\Gamma=0$ の時，四体問題も可積分である．

この可積分性に関する結果は点渦系と全く同じものである．つまり，点渦 $\alpha$ 正則化によって可
積分性は変化しない．
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3 三体問題

3.1 三点 $\alpha$ 点渦運動の解析

前章の議論から，三点 $\alpha$ 点渦系は可積分であることがわかったが，本章では以下のような条
件の下における三体問題を考える．

$\frac{1}{\Gamma_{1}}+\frac{1}{\Gamma_{2}}+\frac{1}{\Gamma_{3}}=0$, (18)

$M=\Gamma_{1}\Gamma_{2}L_{12}^{2}+\Gamma_{2}\Gamma_{3}L_{23}^{2}+\Gamma_{3}\Gamma_{1}L_{31}^{2}=0$. (19)

これらの条件でオリジナルの点渦系の問題を解くと，有限時間で一点に衝突する自己相似衝突
解が得られる [1, 20, 29]. 木村 [20] によると，ある定数 $\lambda_{n}\in \mathbb{C}$ および $\mathcal{A},$ $\mathcal{B}\in \mathbb{R}$ が存在して，
$n$ 番目の点渦の運動 $(x_{n}(t), y_{n}(t))$ は以下のように与えられる．

$x_{n}(t)+ iy_{n}(t)=\lambda_{n}\sqrt{2\mathcal{A}t}\exp(i\frac{\mathcal{B}}{2\mathcal{A}}\log(2\mathcal{A}t))$ (20)

これによると $\mathcal{A}>0$ の時，この関数は $t>0$ で定義ができ，原点からわき出て自己相似的に無
限遠点に発散してゆく自己相似発散解を表し，$\mathcal{A}<0$ の時は $t<0$ で定義できて，無限遠点か
ら自己相似的に近づき $t=0$ で一点に衝突する自己相似衝突解を表している．この解の表示は
$t>0$ と $t<0$ の双方で同時に定義できず，$t=0$超えて解を接続することはできないことを注

意しておく．同じ条件 (18) と (19) で三点 $\alpha$ 点渦系を考えた時，$\alpha\neq 0$ であればこのような衝

突解は存在しない．というのも，Oliver と Shkoller[30] によって，点渦初期値に対しても解は
超関数の意味で時間大域的な一意解を持つことが示されているからである．しかし，このよう
な大域解に対して $\alphaarrow 0$ の極限を取った時には，(20) のような特異解に近づくことが予想され
るので，この極限解がどのようになり，その極限解に対してエネルギーやエンストロフィーが
どのような時間変動をするかを調べる．
三体 $\alpha$ 点渦系の解析手法は，基本的には過去の研究 [1, 27, 34] で用いられた三体可積分系で

用いられたものと同様である．条件 (18) から，一般性を失うことなく $\Gamma_{1}\geq\Gamma_{2}>0>\Gamma_{3}$ とす

ることができる．解析は $\alpha$ 点渦の距離 $L_{mn}(t)$ に対する方程式 (15) を用いる．具体的には以下
のように与えられる．

$\frac{d}{dt}L_{12}^{2} = \frac{2}{\pi}\Gamma_{3}A[\frac{1}{L_{23}^{2}}B_{K}(L_{23})-\frac{1}{L_{31}^{2}}B_{K}(L_{31})]$ , (21)

$\frac{d}{dt}L_{23}^{2} = \frac{2}{\pi}\Gamma_{1}A[\frac{1}{L_{31}^{2}}B_{K}(L_{31})-\frac{1}{L_{12}^{2}}B_{K}(L_{12})]$ , (22)

$\frac{d}{dt}L_{31}^{2} = \frac{2}{\pi}\Gamma_{2}A[\frac{1}{L_{12}^{2}}B_{K}(L_{12})-\frac{1}{L_{23}^{2}}B_{K}(L_{23})]$ . (23)

ここで，三体の作る三角形は同じなので $A=\sigma_{123}A_{123}=\sigma_{231}A_{231}=\sigma A$ と符合付き面

積を定義している．この量はヘロンの公式から計算することができる．

$A^{2}=r(r-L_{12})(r-L_{23})(r-L_{31}) , r= \frac{1}{2}(L_{12}+L_{23}+L_{31})$ . (24)

その大きさ $|A|$ は (16) から

$|A|= \frac{1}{4}[2(L_{12}^{2}L_{23}^{2}+L_{23}^{2}L_{31}^{2}+L_{31}^{2}L_{12}^{2})-L_{12}^{4}-L_{23}^{4}-L_{31}^{4}]^{\frac{1}{2}}\geq 0$ (25)
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と書き下せる．この符合付き面積 $A$ も，三体 $\alpha$ 点渦の運動とともに時間発展するので，その方
程式を求める必要があるが，これは (24) を微分して (21) –(23) を代入することで以下のよう
に与えられる．

$\frac{dA}{dt} = \frac{1}{4\pi}\sum\Gamma_{1}L_{23}^{-1}[L_{31}^{-2}B_{K}(L_{31})-L_{12}^{-2}B_{K}(L_{12})]$

$[(r-L_{23})(r-L_{31})(r-L_{12})+r \sum(r-L_{31})(r-L_{12})]$

$- \frac{r}{2\pi}\sum\Gamma_{1}L_{23}^{-1}[L_{31}^{-2}B_{K}(L_{31})-L_{12}^{-2}B_{K}(L_{12})](r-L_{31})(r-L_{12})$. (26)

ここで $\sum$ の記号は 1, 2, 3の記号の二つの数字の cyclic な組み合わせ全体で取るものとする．例
えば，$\sum L_{12}=L_{12}+L_{23}+L_{31}$ のような和を取る．以上から，方程式 (21) $-(23)$ および (26)
によって，変数 $(L_{12}, L_{23}, L_{31} , A)$ に対する 4次元の力学系が得られる．前章で示したように，
この方程式に対して $M$ は保存量であるので，この保存量を使えば運動は変数 $L_{23}$ と $L_{31}$ に対
する二次元系に縮約され，あとはハミルトニアンが不変であるということから，この変数に関
する二次元空間の上でハミルトニアンの等高線を書くことで，三体 $\alpha$ 点渦の挙動を明らかにす
ることができる．

この方針で解析を進めるために，まずはハミルトニアンの等高線をかく二次元相空間 $(L_{23}, L_{31})$

における，これらの変数の動ける範囲を調べる．

補題 1 $L_{23}^{2}/L_{31}^{2}=k$ とする．このとき，ある実数 $k_{1}$ と $k_{2}$ で $0<k_{1}<1<k_{2}$ なるものが存在

して，$|A|\geq 0$ は $k_{1}\leq k\leq k_{2}$ と同値である．

証明．条件 (18) と (19) から，次を得る．

$L_{12}^{2}=- \frac{\Gamma_{3}}{\Gamma_{1}}L_{23}^{2}-\frac{\Gamma_{3}}{\Gamma_{2}}L_{31}^{2}=\frac{\Gamma_{1}+k\Gamma_{2}}{\Gamma_{1}+\Gamma_{2}}L_{31}^{2}$. (27)

これを (25) に代入して，

$k^{2}+1+( \frac{\Gamma_{1}+k\Gamma_{2}}{\Gamma_{1}+\Gamma_{2}})^{2}-2k-2\frac{\Gamma_{1}+k\Gamma_{2}}{\Gamma_{1}+\Gamma_{2}}-2k\frac{\Gamma_{1}+k\Gamma_{2}}{\Gamma_{1}+\Gamma_{2}}\leq 0,$

これより，以下の $k$ に対する二次方程式を得る．

$f(k)\equiv\Gamma_{1}^{2}k^{2}-2(2\Gamma_{1}^{2}+3\Gamma_{1}\Gamma_{2}+2\Gamma_{2}^{2})k+\Gamma_{2}^{2}\leq 0.$

二次方程式 $f(k)=0$ の判別式は $4(\Gamma_{1}+2\Gamma_{1}\Gamma_{2}+\Gamma_{2}^{2})(\Gamma_{1}^{2}+\Gamma_{1}\Gamma_{2}+\Gamma_{2}^{2})>0$なので，二つの
実数解 $k_{1}$ と $k_{2}$ が存在する．さらに，$f(0)=\Gamma_{2}^{2}>0$ および $f(1)=-3(\Gamma_{1}+\Gamma_{2})^{2}<0$ から

$0<k_{1}<1<k_{2}$ も従う．したがって，$k_{1}\leq k\leq k_{2}$ を得る．口
次に，二次元相空間における等高線の挙動を調べるため，方程式 (21) –(23) と (26) の定常

解を調べる．そのためにまずは，以下を示す．

補題 2三体 $\alpha$ 点渦一直線配置に対して，$-dT_{t}^{A}\neq 0$ が成り立っ．

証明は，一直線配置であるという条件を (26) に代入して直接計算すれば得られる．詳しくは論
文 [32] を見よ．この事実から，次を得る．
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命題 2標準方程式 (21)$-(23)$ と (26) は，条件 (18) と (19) に対して，正三角形配置だけを定常
解としてもつ．

$dL^{2} dL^{2} dL^{2}$証明は簡単である．$\varphi_{t}=\gamma_{t}^{1}=\varphi_{t}=0$ から，配置は正三角形配置 $L_{12}=L_{23}=L_{31}$ あ

るいは一直線配置 $A=0$ である．もし $L_{12}=L_{23}=L_{31}$ ならば，$\tau_{t}^{=0}dA$ なので，正三角形配
置は定常解である．一方で，$A=0$ ならば，$\tau_{t}^{A}d\neq 0$ であることが補題 2からわかるので，

直線配置は定常解ではない 口

既に示したように三体 $\alpha$ 点渦問題は可積分なので，その運動はハミルトニアン (12) の等高線
を補題 1で示した範囲内で描くことで記述することができる．Newton[27] の本に書かれている

のと同様に，条件 (19) を考慮して，以下の変数を導入する．

$b_{1}= \frac{L_{23}^{2}}{\Gamma_{1}}, b_{2}=\frac{L_{31}^{2}}{\Gamma_{2}}, b_{3}=\frac{L_{12}^{2}}{\Gamma_{3}},$

これを使うと，ハミルトニアンは $b_{1},$ $b_{2},$ $b_{3}$ を用いて以下のように書ける．

$H_{0}$ $=$ $- \frac{\Gamma_{1}\Gamma_{2}\Gamma_{3}}{4\pi}[\frac{1}{\Gamma_{1}}\log\frac{\Gamma_{1}b_{1}}{\Gamma_{3}b_{3}}+\frac{1}{\Gamma_{2}}\log\frac{\Gamma_{2}b_{2}}{\Gamma_{3}b_{3}}],$

$H_{1}$ $=$ $- \frac{\Gamma_{1}\Gamma_{2}\Gamma_{3}}{4\pi}[\frac{2}{\Gamma_{1}}(K_{0}(\sqrt{\Gamma_{1}b_{1}})-K_{0}(\sqrt{\Gamma_{3}b_{3}}))+\frac{2}{\Gamma_{2}}(K_{0}(\sqrt{\Gamma_{2}b_{2}})-K_{0}(\sqrt{\Gamma_{3}b_{3}}))].$

条件 (19) から，$b_{1}+b_{2}+b_{3}=0$ であるから，$b_{3}$ は $b_{1}$ , 碗から求められるので，我々は二次元
相平面 $(b_{1}, b_{2})$ に等高線を書く．補題 1で得られた条件はこの相平面上では，原点を通る二直
線に囲まれたくさび型の領域 $k_{1}\leq\ovalbox{\tt\small REJECT}^{L^{2}}=_{2}L_{31}b_{2}\leq k_{2}$ を表している．このくさび型領域の境界
上の点は，$A=0$ となっているので，一直線配置を表現していることに注意する．一方で，原
点を通る直線 $\frac{\Gamma}{\Gamma}\perp_{b_{2}}2b_{1_{=}}1$ も等高線となっているが，この上の点は正三角形定常配置に対応して
いる．補題 2から，三体 $\alpha$ 点渦系の定常配置は正三角形配置しかないので，くさび領域の内部
$k_{1}\leq*_{\Gamma_{2}}^{\Gamma b}<1$ および $1< \frac{\Gamma}{\Gamma}\perp_{b_{2}}2b_{1}\leq k_{2}$ の上にある点に対応する三つの $\alpha$ 点渦は，その等高線に
そって時間発展する．
図 1は，点渦の強さが $\Gamma_{2}=1$ を固定して，(a) $\Gamma_{1}=1$ および (b) $\Gamma_{1}=5$ とした時の等高線

の様子である．等高線のうち原点につながっているのは Lh $=1$ に相当する直線だけであり，
$\Gamma_{2}b_{2}$

この直線上の点はすべて (相似な) 正三角形定常配置の集合に対応している．それ以外の等高
線はすべて原点にはつながらず，境界の直線につながっている．これらの図において相空間が
$(b_{1}, b_{2})$ の上で等高線を見ているので，それらの上の各点は合同だが，向き付け面積の向き $A$ が

異なる三体 $\alpha$ 点渦の二つの配置 $(L_{12}, L_{23}, L_{31}, A)$ と $(L_{12}, L_{23}, L_{31}, -A)$ を表していることに注
意する．このことから，この等高線図は同じ二枚の等高線図をくさび型領域の境界で貼り合わ
せたようなものと見なせる．すなわち表側の等高線は $A>0$ に対応する配置，裏側は $A<0$対

応する配置を表している．したがって，今，ある等高線上の表側に一点を定めると，その点に
対応する三体 $\alpha$ 点渦の時間発展とともに等高線の上を移動し，くさび型領域の境界に達して一
直線配置になったあと，裏側にある同じ等高線の上を進んでいく．このくさび型領域の境界に
対する等高線の対称性は，三体 $\alpha$ 点渦の運動の一直線配置に対する対称性に対応するので，
般性を失うことなく我々は三体 $\alpha$ 点渦の初期値を一直線配置，すなわち $A(O)=0$ としてよい．

この時，任意の $t$ に対して，$L_{mn}(t)=L_{mn}(-t)$ および $A(t)=-A(-t)$ が成立することがすぐ
にわかる．
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(a)
$b_{2}$

$0 b 0$$b_{1} b_{1}$
図 1: 二次元相平面 $(b_{1}, b_{2})$ におけるハミルトニアンの等高線図の例．$\alpha$ 点渦の強さは $\Gamma_{2}=1$

は固定し，(a) $\Gamma_{1}=1$ および (b) $\Gamma_{1}=5$ としている．

以上より，$\alpha$ 点渦の $tarrow\pm\infty$ での運動は，ハミルトニアンの等高線の $b_{1}arrow\infty$ での振る舞い

を調べることで特徴づけられる．まず，$b_{1}\neq 0$ であることから，$b_{2}\neq 0$ あることは等高線から
すぐにわかる．次に，$b_{1}arrow\infty$ の時に $b_{2}arrow\infty$ であることを示す．今，$b_{2}arrow b<\infty$ であると

仮定すると，$b_{1}+b_{2}+b_{3}=0$ から $b_{3}arrow-\infty$ とならなければならないが，保存量であるハミル
トニアン $H$ における $H_{1}$ が有界である一方で

$\Gamma_{3}b_{3}=\frac{\Gamma_{1}\Gamma_{2}}{\Gamma_{1}+\Gamma_{2}}(b_{1}+b_{2})$

から，$H0$ は $b_{1}arrow\infty$ かつ $b_{2}arrow b<\infty$ の時

$H_{0}=- \frac{\Gamma_{1}\Gamma_{2}\Gamma_{3}}{4\pi}[\frac{1}{\Gamma_{1}}\log\frac{\Gamma_{1}+\Gamma_{2}}{\Gamma_{2}(1+b_{2}/b_{1})}+\frac{1}{\Gamma_{2}}\log\frac{(\Gamma_{1}+\Gamma_{2})b_{2}/b_{1}}{\Gamma_{1}(1+b_{2}/b_{1})}]arrow\infty$ (28)

となる．これはハミルトニアンが保存量であることと矛盾する．よって，$b_{2}arrow\infty$ でなければ

ならない．次に，$b_{1}arrow\infty$の時，$b_{1}$ と $b_{2}$ の比が有限 $b_{2}/b_{1}arrow\infty$であると仮定する．このとき，
第一項 (28) は $-\infty$ に発散するが，これもまたハミルトニアンの保存性に矛盾するので，$b_{2}/b_{1}$

はあるゼロでない定数に収束する．このことはハミルトニアンの等高線が $b_{1},$ $b_{2}arrow\infty$ なると

き，漸近的に直線 $\overline{L}\overline{\Gamma}_{2}b_{2}L^{2}$ const. に収束することを主張している．したがって，$\alpha$ 点渦の
運動は $tarrow\pm\infty$ で

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{1}$己相似解に漸近することがわかる．同時に $b_{1}arrow\infty$ および $b_{2}arrow\infty$ から
$L_{mn}arrow\infty$ なので，方程式 (21) –(23) は $B_{K}(x)arrow 1,$ $xarrow\infty$ であることから，点渦の方程式
に近づく．さらに，ハミルトニアンの第二項 $H_{1}$ は $K_{0}(x)arrow 0,$ $xarrow\infty$ であることからゼロに

収束するので，第一項 $H_{0}$ に関する以下の収束を得る．

$\lim_{tarrow\pm\infty}H_{0}(L_{mn}(t))=H$. (29)

まとめると，$tarrow\pm\infty$ で，三体 $\alpha$ 点渦の運動は漸近的に自己相似的な三体点渦問題の自己相似
解に収束することがわかる．言い換えると (20) および $L_{mn}(t)=L_{mn}(-t)$ に注意すると，あ
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る定数 $C_{\infty}>0$ が存在して $L_{mn}(t)$ は漸近的に以下のように収束する．

$L_{mn}(t)arrow c_{\infty}\sqrt{|t|},$ $tarrow\pm\infty$ . (30)

3.2 $\alphaarrow 0$ の極限

前節で与えられた三体 $\alpha$ 点渦の運動に基づいて，$\alpha$ がゼロに近づくときの挙動について調べ，

それに伴ってエネルギー $E^{(\alpha)}$ やエンストロフイー $\mathcal{Z}^{(\alpha)}$ がどう変化するかを調べる．まず， $=$

体 $\alpha$ 点渦の $\alphaarrow 0$ の極限の軌道はスケーリング則 (11) から求められる．$\alphaarrow 0$ の極限におい

て，$t\neq 0$ に対して $|t|/\alpha^{2}arrow\infty$ であることに注意すると，(30) から，

$l_{mn}(t)= \alpha L_{mn}(\frac{t}{\alpha^{2}})arrow C_{\infty}\alpha\frac{\sqrt{|t|}}{\alpha}=C_{\infty}\sqrt{|t|}, \alphaarrow 0$

を得る．このことは三体 $\alpha$ 点渦のなす三角形の運動は $t<0$ で，無限遠点から自己相似的に原
点に衝突する軌道に $t>0$ に対しては，原点から湧き出して無限遠点に自己相似的に拡大して
いく解に収束していく．
エネルギーの時間変動 $E^{(\alpha)}$ は標準方程式の解 $L_{mn}(t)$ から以下のように書くことができる．

$E^{(\alpha)}(\alpha^{2}t)$ $=$ $- \frac{1}{2\pi}\sum_{m=1}^{3}\sum_{n=m+1}^{3}\Gamma_{m}\Gamma_{n}[\log\frac{l_{mn}(\alpha^{2}t)}{\alpha}+K_{0}(\frac{l_{mn}(\alpha^{2}t)}{\alpha})+\frac{l_{mn}(\alpha^{2}t)}{2\alpha}K_{1}(\frac{l_{mn}(\alpha^{2}t)}{\alpha})]$

$= - \frac{1}{2\pi}\sum_{m=1}^{3}\sum_{n=m+1}^{3}\Gamma_{m}\Gamma_{n}[\log L_{mn}(t)+K_{0}(L_{mn}(t))+\frac{1}{2}L_{mn}(t)K_{1}(L_{mn}(t))]$

$= H- \frac{1}{4\pi}\sum_{m=1}^{3}\sum_{n=m+1}^{3}\Gamma_{m}\Gamma_{n}L_{mn}(t)K_{1}(L_{mn}(t))$ . (31)

したがって，$\tau=\alpha^{2}t$ に対して，以下を得る．

$E^{(\alpha)}( \tau)=H-\frac{1}{4\pi}\sum_{m=1}^{3}\sum_{n=m+1}^{3}\Gamma_{m}\Gamma_{n}L_{mn}(\frac{\tau}{\alpha^{2}})K_{1}(L_{mn}(\frac{\tau}{\alpha^{2}}))\equiv H+H_{K}(\frac{\tau}{\alpha^{2}})$ . (32)

このことから，$\tau$ を一つ固定した時，エネルギー $E^{(\alpha)}(\tau)$ は $\alphaarrow 0$ の極限において，$H$ に収束

する一方で，$\tau=0$ の近傍でエネルギー変動はローカライズして，$\tau=0$ の点 (つまり三点渦

が衝突する時刻) では不連続になり，その不連続変動量は以下のようになる．

$\lim_{\alphaarrow 0}E^{(\alpha)}(0)-H=-\frac{1}{4\pi}\sum_{m=1}^{3}\sum_{n=m+1}^{3}\Gamma_{m}\Gamma_{n}L_{mn}(0)K_{1}(L_{mn}(0))=H_{K}(0)$ .

図 2(a) は，$\Gamma_{1}=\Gamma_{2}=1$ の時の，様々な $\alpha$ に対して，エネルギー $E^{(\alpha)}(\tau)$ をプロットしたもの

である．エネルギーが点渦の衝突時刻における $t=0$近傍にローカライズして，$\tau=0$で有限の
「飛び」 を持つ不連続関数になっている様子がわかる．この現象は $\alpha$ 正則化によるフイルタリ

ング効果が $\alpha$ 点渦が衝突するに従って大きくなることで起こる現象である．収束関数の $t=0$

における不連続変動量 $H_{K}(0)$ を図 2(b) に示す．衝突時刻 $t=0$ における解は，初期値におけ
る一直線配置に対応しているので，そのすべての配置に対して $H_{K}(0)$ を計算できる．いずれの
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図 2: (a) 様々な $\alpha$ に対する，エネルギー $E^{(\alpha)}$ の様子．$\alphaarrow 0$ につれて，$t\neq 0$ では一定値に
近づく一方で，$t=0$ の近傍にエネルギー変動がローカライズしており，不連続関数に収束し
ていることがわかる．(b) 時刻 $0$ における，エネルギーの変動量 $H_{K}(0)$ の様子．三体 $\alpha$ 点渦の
強さは $\Gamma_{1},$ $\Gamma_{2}=1$ である．

場合も変動量は正であることから，初期値によらずエネルギーの不連続変動は正であることが
わかる．

散逸的弱解であるかどうかを見るためにエネルギー散逸率を考える．エネルギー散逸率 $\mathcal{D}_{E}^{(\alpha)}(\tau)$

は (32) を微分して得られる．

$\mathcal{D}_{E}^{(\alpha)}(\tau)$ $=$ $\frac{1}{4\pi\alpha^{2}}\sum_{m=1}^{3}\sum_{n=m+1}^{3}\Gamma_{m}\Gamma_{n}\frac{dL_{mn}}{d\tau}(\frac{\tau}{\alpha^{2}})L_{mn}(\frac{\tau}{\alpha^{2}})K_{0}(L_{mn}(\frac{\tau}{\alpha^{2}}))\equiv\frac{1}{\alpha^{2}}F(\frac{\tau}{\alpha^{2}})$ .

ただし，関数 $F(\tau)$ は次のように定義されている．

$F( \tau)=\frac{1}{4\pi}\sum_{m=1}^{3}\sum_{n=m+1}^{3}\Gamma_{m}\Gamma_{n}\frac{dL_{mn}}{d\tau}(\tau)L_{mn}(\tau)K_{0}(L_{mn}(\tau))$. (33)

図 3(a) は $\Gamma_{1}=\Gamma_{2}=1$ に対する，$F(\tau)$ を示している．この関数は奇関数であることに注意し
よう．また，その $\alphaarrow 0$ の収束の様子を図 3(b) に示す．時間が $\tau\neq 0$ の時，エネルギー散逸
率は $\alphaarrow 0$で，$\tau=0$ でローカライズし，その最大値・最小値はそれぞれ正・負の無限大に発
散している．他の強さを持つ三体 $\alpha$ 点渦の運動に対しても，同様の挙動が得られる．この関数
の収束先は関数ではないので，超関数の意味でその収束を考える．関数 $F(\tau)$ は奇関数，つまり
$F(\tau)+F(-\tau)=0$ なので，任意のコンパクトサポートを持つ $C^{\infty}$ 関数 $\varphi(\tau)$ に対して，$\alphaarrow 0$

に対して

$\langle D_{E}^{(\alpha)},$ $\varphi\rangle=\int_{-\infty}^{\infty}\frac{1}{\alpha^{2}}F(\frac{\tau}{\alpha^{2}})\varphi(\tau)d\tau=\int_{-\infty}^{\infty}F(s)\varphi(\alpha^{2}s)dsarrow\varphi(0)\int_{-\infty}^{\infty}F(s)ds=0,$

を得る．したがって，次を次を得る．

定理 1条件 (18) と (19) が成り立つとき，三体 $\alpha$ 点渦系に対するエネルギー散逸率 $D_{E}^{(\alpha)}$ は超
関数の意味でゼロに収束する．すなわち，

$\lim_{\alphaarrow 0}\mathcal{D}_{E}^{(\alpha)}=0$ in $\mathcal{D}’.$
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図 3: (a) $\Gamma_{1}=\Gamma_{2}=1$ に対する関数 $F(\tau)$ の様子．(b) これに対応したエネルギー散逸率 $\mathcal{D}_{E}^{(\alpha)}(t)$

の $\alphaarrow 0$

の収束の様子．

この事実は，エネルギー $E^{(\alpha)}$ の $\tau=0$ における不連続変動が有限であり，超関数の意味では無
視できることから自然な結果である．
二次元乱流との関連で考えると，エネルギー散逸率が超関数の意味でゼロであるという事実
は自然なものである．というのも二次元乱流を特徴づけるのはエネルギー散逸ではなくエンス
トロフィーの散逸だからである．そこで，以下ではエンストロフイーの時間変動が $\alphaarrow 0$ の

極限においてどのようになるかを調べることにする．エンストロフイー (6) は以下のように書

ける．

$Z^{(\alpha)}( \alpha^{2}t)=\frac{1}{4\pi\alpha^{2}}\sum_{m=1}^{3}\sum_{n=m+1}^{3}\Gamma_{n}\Gamma_{m}L_{mn}(t)K_{1}(L_{mn}(t))$ .

したがって，$\tau=\alpha^{2}t$ に対して，以下を得る．

$\mathcal{Z}^{(\alpha)}(\tau)=\frac{1}{4\pi\alpha^{2}}\sum_{m=1}^{3}\sum_{n=m+1}^{3}\Gamma_{m}\Gamma_{n}L_{mn}(\frac{\tau}{\alpha^{2}})K_{1}(L_{mn}(\frac{\tau}{\alpha^{2}}))=-\frac{1}{\alpha^{2}}H_{K}(\frac{\tau}{\alpha^{2}})$ . (34)

ここで，再びエネルギー変動の大きさを表すのに登場した関数 $H_{K}(\tau)$ が登場している．時間
$\tau\neq 0$の時，この関数はゼロに収束する一方で $\tau=0$ では発散するので，このエンストロフイー
の時間変動 $\mathcal{Z}^{(\alpha)}(\tau)$ の極限は通常の関数ではない．そこで，超関数の意味での収束を考えると
次をえる．

定理 2条件 (18) と (19) が成り立つとき，三体 $\alpha$ 点渦系に対するエンストロフイー $\mathcal{Z}_{E}^{(\alpha)}$ は超

関数の意味で以下のように収束する．

$\lim_{\alphaarrow 0}Z^{(\alpha)}=-z_{0}\delta$ in $\mathcal{D}’.$

ただし，$z_{0}$ は以下で与えられる定数である．

$z_{0}= \int_{-\infty}^{\infty}H_{K}(s)ds.$
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図 4: エンストロフィーの時間変動を表す関数 $H_{K}(\tau)$ を様々な強さ $\Gamma_{1},$ $\Gamma_{2}$ に対して数値計算

したもの，ここでは $\alpha$ 点渦の強さは $\Gamma_{1}=1,2.5,5,7.5,10$ および $\Gamma_{2}=1$ を用いている．

証明は簡単で，任意のコンパクトサポートを持つ滑らかな関数 $\varphi(\tau)$ に対して，$\alphaarrow 0$ の時

$\langle \mathcal{Z}^{(\alpha)}, \varphi\rangle=-\int_{-\infty}^{\infty}\frac{1}{\alpha^{2}}H_{K}(\frac{\tau}{\alpha^{2}})\varphi(\tau)d\tau=-\int_{-\infty}^{\infty}H_{K}(s)\varphi(\alpha^{2}s)d_{\mathcal{S}}arrow-z_{0}\varphi(0)$.

より明らかである．なお，図 4に見るように，関数 $H_{K}(t)$ が常に正であることから，勧は正で
あることがわかる．したがって，エンストロフィーの時間変動の極限は負の重みをもっ $\delta$ 関数
に収束することから，エンストロフィーが衝突時刻 $\tau=0$ において散逸することがわかる．別
の表現を用いれば，エネルギーの全変動は以下のように収束している．

$\int_{-\infty}^{T}\mathcal{Z}^{(\alpha)}(\tau)d\tauarrow-z_{0}\mathcal{H}.$

ここで，$\mathcal{H}$ は $\tau=0$ で値が不連続になる Heaviside 関数を表している．このことから，衝突が
起こる直前まではエネルギーの全変動はゼロであるが，$\tau=0$ の時間を超えると $-z_{0}$ だけその
値を減ずることがわかる．これは三体衝突による超関数の意味でのエンストロフィーの散逸に
他ならない．

4 今後の展望

我々は，二次元空間における Euler方程式の正則化方程式としての Euler$-\alpha$ 方程式を考え，そ
の正則化パラメータ $\alpha$ のゼロ極限を考えることにより二次元 Euler方程式のエネルギーやエン
ストロフィーを散逸するような解を具体的に構成した．そのために，特異な渦度初期分布であ
る $\delta$ 測度を初期値に持つ $\alpha$ 点渦系を導入し，その運動の中で得られる解の極限を考えた．もと
の (正則化していない) 点渦系において三点渦が有限時間で自己相似的に一点に衝突するよう
な解が得られるのと同じ条件の下で三体 $\alpha$ 点渦の運動を求め，その極限を取った．その結果，
自己相似衝突と自己相似拡大する三点渦運動がーつの解として衝突時刻を超えて接続できるこ
とがわかり，その軌道に沿ってエネルギーやエンストロフィーの変動を調べると，超関数の意
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味でエネルギーは保存，エンストロフイーは衝突を経て散逸することがわかった．こうしたエ
ンストロフィー散逸を伴うような解の具体的構成は初めて与えられたものである，以下，この
事実を踏まえて今後の展望について書いておく．
乱流の数学理論における最終目的は乱れた流れ場をそのサポートに持つ (乱流) 確率測度を

構成することである．直接的にこのような確率測度が満たすべき方程式を求めて，それを解く
ことでこうした測度を構成することも考えられるが，そのような試みは今のところ成功してい
ない．次に考えられる方法としては，こうした確率測度が存在すると仮定して，そのサポート
にある流れ場がどのような性質を満たすかを記述していくことで，確率測度の性質を浮き上が
らせようというものである．三次元一様等方乱流における Onsager予想や Euler 方程式の散逸
的弱解を巡る Duchon &Robert[9] や Eyink[11] の議論はこうした背景のもとで研究が行われ
ているといってもよい．本研究でも，この方針に従って，二次元乱流を記述する特異な Euler
方程式の弱解がある力 $\searrow$ あるとすればどのような流れがそれに対応するかを調べたものである．
三次元とは違い二次元の場合には，エネルギー散逸弱解ではなくて，エンストロフイー散逸弱
解が重要である．また，二次元 Euler 方程式では解の存在や一意性，さらにそれらの解の様々
な性質も知られているため，それらの事実と矛盾しないような解の構成が必要であった．そこ
で，我々は二次元 $Euler-\alpha$ 方程式の点渦解の相当する時間大域的弱解を考えその $\alphaarrow 0$ の極限

を考えた．自己相似的に衝突する三体 $\alpha$ 点渦の挙動は，まさにこのようなエンストロフイー散
逸を見せる特異な弱解の候補となっている．今後はこれ以外に，こうした弱解を考え，二次元
乱流を記述する解の集合の性質を調べることが重要であろう．
このような観点から $\alpha$ 点渦系をもつと系統的に調べることが大切である．まずは，今回は 3

点 $\alpha$ 点渦系で自己相似的な挙動を持つ解を詳しく調べたが，より一般にある条件の下で $N$ 点

渦系にも自己相似的に一点衝突するような解が構成できることが木村 [20] によって示されてお

り，これと同じ条件で $N$ 点 $\alpha$ 点渦系の挙動を調べて $\alphaarrow 0$ の極限がエンストロフイーを散逸
するか調べることは重要であろう．特に，今回の三体問題では $\alpha$ 点渦系が可積分であるという
事実を用いて厳密な解の構成に成功しているが，一般に四体以上の問題では可積分ではないの
で，その解析は難しくなる．また系の非可積分性により，こうした自己相似衝突解を摂動した
場合はカオス的な挙動が見られるかもしれず，こうした複雑挙動に対する $\alphaarrow 0$ の極限がエ

ンストロフィーを散逸するか？また散逸するとしたら，二次元乱流の性質とどのような関係を
持つかを調べることは興味深い問題である．また，自己相似衝突は起こらないような一般の条
件における $\alpha$ 点渦系の挙動に対する $\alphaarrow 0$ の極限を考えることも大切である．しかし，この
場合は一つだけ注意しなければならない点がある．標準方程式の解からスケーリング則 (11) に

従って極限を取る際，もし標準方程式の解の軌道が相空間内の有界領域にとどまっている場合
は，極限をとるとゼロ軌道に収束することに注意しよう．すなわち $\alpha$ 点渦系の有界軌道の集合
は極限においては，あまり意味をなさない．そのため非有界な軌道を考える必要があり，今回
得られた自己相似解はそうした非有界軌道の代表であり，さらにはスケーリング則 (11) に対し

て不変な軌道であることもわかる．
最後に，数学的な困難について触れておく．これまでに述べたように，$\alpha$ 点渦系の軌道は二

次元 $Euler-\alpha$ 方程式の弱解を与えている一方で，点渦系の軌道は二次元Euler 方程式の弱解で
はない．したがって，ここで得られた $\alpha$ 点渦の軌道の $\alphaarrow 0$ の極限が二次元 Euler方程式の弱
解とどう関係するかを調べることは，上で述べた $\alpha$ 点渦系の挙動と二次元乱流の関係を探るた
めには避けて通れない数学的な問題である．一方で，同じラドン測度の渦度分布として渦度が
線分布している渦層の場合は，Euler$-\alpha$ 方程式と Euler方程式ともに弱解になっており，Bardos

68



ら [3] によれば，$\alphaarrow 0$ の極限において $\alpha$ 渦層の解は渦層解に (その解が存在する限り) 収束
することが示されている．
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