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概要

対称群の表現に由来をもつ統計的な属性を備えた Young 図形の集団から標本を抜き
出すとき，だいたいどんな図形が現れるかを考える．もっと問題をしぼれば，対称群の
表現を分解したときに支配的な大きさをもつ因子が特定されるかという問である．1970
年代に Logan-Shepp[9] と Vershik-Kerov[12] $|$こよりなされた Plancherel 集団にお
ける極限形状の導出が，事の起こりと言える．確率論では大数の法則としてとらえられ
るこのような集中現象の背後には，しばしば系のエルゴード性が関わっている．有限の
サイズの Young 図形の集団を見ている限りではこのエルゴード性は今ひとつはっきり
しないが，Young グラフの経路空間上の測度に持ち上げると，有限経路の置換のなす群
に関するエルゴード性が認識できる．Young グラフの経路空間上のエルゴード的な確
率測度の分類は無限対称群の指標の分類と等価であり，1960年代に Thoma[11] によっ
て得られた無限次元の単体 ( $=$Young グラフの Martin 境界) がその分類空間になる．
講演では，Plancherel 集団における極限形状の結果がどのように他のエルゴード的な集
団に拡張されうるかについて，具体例に即して話をした．実際の計算においては、Kerov
が開発した推移測度の自由キュムラントに基づく手法が有用である．本稿では，時間の
都合上講演でほとんど触れられなかった Kerov-01shanski 代数における漸近的な解析
の枠組とそのための測度の自由キュムラントや Kerov 多項式の説明も簡単に補う．な
お，本稿は，具体例の計算の付加等はあるものの，本質的には Vershik-Kerov[12], およ
び Biane[l] の理論の解説記事 (あるいは整理 $\nearrow-\}\neg$ ) のつもりである．
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序

本稿に現れる Young 図形は，対称群の既約表現の分類ラベルの役割を持つ．慣習にしたが
い，Young 図形を図 1のように表示する．最右図における太線の部分を Young 図形のプロ

ファイルという．本稿では，Young 図形の群論的な統計集団を扱う．そこでは，対称群の表現
の既約または因子分解により，統計的な属性が付与される．典型的な問題は，どのような因子
が最も尤もらしいか，そしてその因子は支配的と言えるほど大きいか，などなどである．枠組
としては次のような結果を示したい:

定理 0.1 (1?) Young 図形からなる巨大な
$\cross\cross$ のような特別な形に見える．

沖
図 $1$ Young 図形 $(3\geq 2\geq 2\geq 1)=(1^{1}2^{2}3^{1})$ とそのプロフアイル

このような問題を考えるにあたり，次の対照的な 2点が注意に値する．

$\bullet$ 群論的な統計集団においては，多くの量が群の指標を通して計算可能である．
$\bullet$ 一方，対称群の既約指標の値から対応する Young 図形の形状を読み取るのは，一般に
難しい．

Young 図形の形状と既約指標のサイクルでの値の橋渡しをするのが，Kerovの導入した推移
測度である．推移測度の自由キュムラントや Kerov 多項式を用いて上記の問題にアプロー
チするのが，本稿の主題である．対称群の表現の漸近理論一般について，[7] が優れた読み物

である．

以下，$\mathbb{C}$ 上の線型表現を単に表現と呼ぶ．
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1 極限形状

1.1 群の表現の既約分解から生じる確率空間

有限群 $G$ の表現 $\pi$ の既約分解

$\pi\cong\oplus m_{\lambda}\pi^{\lambda}$ (1.1)
$\lambda\in\hat{G}$

を考える．ここに，$m_{\lambda}\pi^{\lambda}=\pi^{\lambda}\oplus\cdots\oplus\pi^{\lambda}$ は因子表現であり，$\pi$ の $\lambda$-因子という．(1.1) の
両辺の次元をとった

$\dim\pi=\sum_{\lambda\in\hat{G}}m_{\lambda}\dim\pi^{\lambda}$

から，$\hat{G}$ 上の確率測度 $p$ を得る:

$p( \lambda)=\frac{m_{\lambda}\dim\lambda}{\dim\pi}$ $($ただし $\dim\lambda=\dim\pi^{\lambda})$ .

例 1.1 $n$ 次対称群を $\mathfrak{S}_{n}$ で，サイズ $n$ の Young 図形全体を $\mathbb{Y}_{n}$ で表す．$\mathfrak{S}_{n}$ の左正則表現
$L_{n}$ の既約分解

$L_{n} \cong\bigoplus_{\lambda\in Y_{n}}[\dim\lambda]\pi^{\lambda}, \dim L_{n}=n!$

により，$\mathbb{Y}_{n}\cong\hat{\mathfrak{S}_{n}}$ 上の Plancherel 測度

$\mathfrak{P}^{(n)}(\lambda)=\frac{(\dim\lambda)^{2}}{n!}, \lambda\in \mathbb{Y}_{n}$ (1.2)

を得る．

$\mathfrak{S}_{n}$ の既約表現 $\pi^{\lambda}$ の制限 ${\rm Res}_{\mathfrak{S}_{n-1}}^{\mathfrak{S}_{n}}\pi^{\lambda}$ や誘導 $Ind_{\mathfrak{S}_{n}}^{\mathfrak{S}_{n+1}}\pi^{\lambda}$ の既約分解を記述する図 2のよ

うな Young グラフを考え，その経路空間を

$\mathfrak{T}=\{t=(t(0)\nearrow t(1)\nearrow t(2)\nearrow\cdots\nearrow t(n)\nearrow\cdots)|t(n)\in \mathbb{Y}_{n}\}$

で表す．ここに，$t(0)=\emptyset,$ $t(1)=$ □ であ、る．
$\mathbb{Y}_{n}$ 上の $\mathfrak{P}^{(n)}$ は，経路空間 $\mathfrak{T}$ の筒集合に対して

$\mathfrak{P}$ $(\{\emptyset\nearrow$ □ $\nearrow\cdots\nearrow\lambda\nearrow\cdots\cdots$
$\})=\underline{\dim\lambda}$

$\lambda\in \mathbb{Y}_{n}$$-arrow n!$ ’

固定された有限経路 任意の無限経路

とおくことにより，$\mathfrak{T}$ 上の確率測度箏に持ち上げることができる．この撃は $\mathfrak{T}$ 上の

Plancherel 測度と呼ばれ，

$\mathfrak{P}(\{t\in \mathfrak{T}|t(n)=\lambda\})=\mathfrak{P}^{(n)}(\lambda) , \lambda\in \mathbb{Y}_{n}, n\in\{0,1,2, \cdots\}$ (1.3)
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図 $2$ Young グラフ

をみたす．$\mathfrak{T}$ の元を有限のレベルで切った有限経路は，対称群の列に付随する Gelfand-
Tsetlin基底の 1本のベクトルをラベルづける．したがって，$\mathfrak{T}$ 上の測度は Gelfand-Tsetlin
基底に関する展開の (射影) 極限的，連続的な類似を与える．

1.2 連続図形

Young 図形をエンコードするために使われる座標が幾つかある．図 1のように Young 図

形をそのプロファイルと同一視したとき，交互に現れる谷と山の座標

$x_{1}<y_{1}<x_{2}<y_{2}<\cdots<y_{r-1}<x_{f}, x_{j}, y_{j}\in \mathbb{Z}$ (1.4)

に着目する (図 3). ただし，これらの座標を整数にするため，図 3では各箱の 1辺の長さを
$\sqrt{2}$ にとる．他に，Frobenius 座標 $a_{i}=\lambda_{i}-i+1/2,$ $b_{i}=\lambda_{i}’-i+1/2$ もよく用いられる．

Frobenius 座標と (1.4) の山谷座標の間には，それぞれの生成関数 (座標を零点や極にもつ有
理関数) を通した具体的な変換則がある ([6] 等).

$\mathbb{B}3 \lambda=(3,2,2,1), (-4<-3<-2<-1<1<2<3)$

図 3のプロファイルのような形状ではあるが (1.4) での整数条件を課さないものを矩形図
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形といい，それら全体を $\mathbb{D}_{0}$ と書く．これをさらに一般化して

$\mathbb{D}=$ { $\omega$ : $\mathbb{R}$ 上の 1-Lipschitz 関数 $|$ 十分大きな $|x|$ に対して $\omega(x)=|x|$ } (1.5)

とおき，$\mathbb{D}$ の元を連続図形と呼ぶ．Young 図形全体を $\mathbb{Y}$ で表すと，$\mathbb{Y}\subset \mathbb{D}_{0}\subset \mathbb{D}.$

プロファイルと同一視された $\lambda\in \mathbb{Y}_{n}$ のスケール変換

$\lambda^{\sqrt{n}}(x)=\frac{1}{\sqrt{n}}\lambda(\sqrt{n}x)$ (1.6)

を考える．任意の $n\in \mathbb{N}$ に対して血 $(\lambda^{\sqrt{n}}(x)-|x|)dx=2$ が成り立っている．$\mathbb{D}$ の中で
$narrow\infty$ の極限が議論できるが，$\mathbb{R}$ 上の測度にうめ込むことによってさらに極限移行の自由
度が増す (後の (3.2) に現れる Kerov の推移測度や Rayleigh 測度等).

1.3 Plancherel 集団における極限形状

連続図形の例として

$\Omega(x)=\{\begin{array}{ll}\frac{2}{\pi}(x\arcsin\frac{x}{2}+\sqrt{4-x^{2}}) , |x|\leq 2|x|, |x|>2\end{array}$ (1.7)

を挙げる．

$-3 -2 -1 0 1 2 3$
図 $4$ 極限形状 $\Omega$

Plancherel 集団における大数の法則として，この極限形状 $\Omega$ がとらえられる．

定理 1.2 $(Logan-Shepp[9], Vershik- Kerov[12])$ Plancherel 集団において，次の大
数の弱および強法則が成り立つ．

(1) 任意の $\epsilon>0$ に対し，

$\mathfrak{P}^{(n)}(\{\lambda\in \mathbb{Y}_{n}|\sup_{x\in \mathbb{R}}|\lambda^{\sqrt{n}}(x)-\Omega(x)|\geqq\epsilon\})arrow^{n\vec{}\infty}0$ . (1.8)

(2) $\mathfrak{P}$ に関してほとんどすべての経路 $t=(t(0)\nearrow t(1)\nearrow t(2)\nearrow\cdots)\in \mathfrak{T}$ に対し，

$\sup_{x\in \mathbb{R}}|t(n)^{\sqrt{n}}(x)-\Omega(x)|arrow^{n\vec{}\infty}0$ . (1.9)
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このような大数の法則 (測度の集中現象) の背後には Plancherel測度のエルゴード性があ

る (次節参照).
対称群の既約表現の次元を与えるフック公式から

$\mathfrak{P}^{(n)}(\lambda)=\frac{(\dim\lambda)^{2}}{n!}=\frac{n!}{(\prod_{b\in\lambda}h_{\lambda}(b))^{2}}, \lambda\in \mathbb{Y}_{n}$

となるので，極限形状を変分問題としてとらえることができる．つまり，

$\log(\prod_{b\in\lambda}h_{\lambda}(b))=\sum_{b\in\lambda}.\log h_{\lambda}(b)$

を最小にする問題の連続版として，$\iint_{D_{f}}dxdy=1$ という条件のもとに

$\iint_{D_{f}}\log(f(x)-y+f^{-1}(y)-x)dxdy$

を最小化することを考える．ただし，図 5の右図にあるのが関数 $f$ のグラフであり，それと
$x$ 軸，$y$ 軸が囲む領域が $D_{f}$ である．

実際，この変分間題の解として $\Omega$ が得られるが，最初から巨視的な定式化をしているとこ
ろは不満が残る．$\Omega$ の導出のために，実質的にはフック公式に基づく大偏差評価を行うこと
になり，それはまた独立したおもしろさがある．

2 Young グラフの経路空間上のエルゴード的測度

2.1 無限対称群の指標とエルゴード的測度

文字 $n+1$ を固定する自然なうめ込みのもとで $\mathfrak{S}_{n}\subset \mathfrak{S}_{n+1}$ とみなし，無限対称群
$\mathfrak{S}_{\infty}=\bigcup_{n=1}^{\infty}\mathfrak{S}_{n}$ を考える．$\mathfrak{S}_{\infty}$ 上の関数空間として，

$\mathcal{K}(\mathfrak{S}_{\infty})=\{f:\mathfrak{S}_{\infty}arrow \mathbb{C}|$ 正定値，中心的 ( $=$類関数), $f(e)=1\}$ (2.1)

とおく．$\mathbb{Y}$ 上の関数 $\varphi$ の調和性を

$\varphi(\lambda)=\sum_{\mu:\lambda\nearrow\mu}.\varphi(\mu) , \lambda\in \mathbb{Y}$
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によって定義し，
$\mathcal{H}(\mathbb{Y})=\{\varphiarrow[0, \infty)|^{arrow ffi_{\beta}^{arrow}}arrowarrow$和，$\varphi(\emptyset)=1\}$ (2.2)

とおく．さらに，
$\mathcal{M}(\mathfrak{T})=$ { $\mathfrak{T}$ 上の中心的な確率測度} (2.3)

とおく．ここで，$\mathfrak{T}$ 上の確率測度 $M$ が中心的であるとは，$\emptyset$ から始まる有限経路が定める筒

集合の測度の値が経路の終点のみに依存することである．$(2.1)-(2.3)$ はすべてコンパクト

凸集合である．ただし，(2.1), (2.2) には各点収束から定まる位相を入れ，(2.3) には確率測度
の弱収束の位相を入れる ( $\mathfrak{T}$ は自然にコンパクト).

命題 2.1 $(2.1)-(2.3)$ は凸集合として位相同型である: $\mathcal{K}(\mathfrak{S}_{\infty})\cong \mathcal{H}(\mathbb{Y})\cong \mathcal{M}(\mathfrak{T})$ .

(2.2) と (2.3) の同型は見やすい．(2.1) と (2.2) の同型は各層 $\mathfrak{S}_{n}$ での Fourier 展開で与

えられる．$\mathcal{M}(\mathfrak{T})$ の端点はエルゴード的であると言われる．$\mathcal{K}(\mathfrak{S}_{\infty})$ の端点は $\mathfrak{S}_{\infty}$ の指標と

呼ばれる．また，$\mathcal{H}(\mathbb{Y})$ の端点は Young グラフの (極小)Martin 境界と同一視される．

例 2.2 Plancherel 測度 $\mathfrak{P}\in \mathcal{M}(\mathfrak{T})rightarrow$ 非負調和関数 $\varphi(\lambda)=\dim\lambda/|\lambda|!\in \mathcal{H}(\mathbb{Y})rightarrow$ デルタ

関数 $\delta_{e}\in \mathcal{K}(\mathfrak{S}_{\infty})$ . これらは端点である．

注意 2.3測度のエルゴード性について．群 $G$ が可測に作用する空間 $X$ 上の $\sigma$-有限な $G$-不

変測度 $\mu$ の G-エルゴード性は，次の同値な条件で特徴づけられる．
(i) $G$-不変測度の中で端的．

(ii) $\mu(E)>0$ なる任意の集合 $E$ に対して，$G$ の可算部分集合 $G_{0}$ が存在し，

$\mu((\bigcup_{g\in G_{0}}gE)^{c})=0$

となる．つまり，$G$-軌道がすべての点を通過する．”

(iii) $X$ 上の有界で $G$-不変な実数値関数は $\mu-a.e$ . に定数である．っまり，“軌道平均とアン
サンブル平均が一致．”

今の場合，$X=$ 驚に作用する群 $G$ を次のようにとる．$\lambda\in \mathbb{Y}$ に対し，

$\mathfrak{S}(\lambda)=$ { $\emptyset$から $\lambda$に至る有限経路全体の上の置換}

とおく．$\lambda\in \mathbb{Y}_{n}$ のとき，$\sigma\in \mathfrak{S}(\lambda)$ が $\mathfrak{T}$ に

$\sigma(t)=\{\begin{array}{ll}\sigma(t(0)\nearrow\cdots\nearrow t(n))\nearrow t(n+1)\nearrow\cdots, t(n)=\lambda t, t(n)\neq\lambda\end{array}$

によってはたらく．こうして $\{\mathfrak{S}(\lambda)|\lambda\in \mathbb{Y}\}$ によって生成される $\mathfrak{T}$ の変換群を $G$ とすると，
$\mathfrak{T}$上の確率測度 $M$ に対し，中心性と $G$-不変性が同値になる．
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2.2 Thoma 集団

$\mathfrak{S}_{\infty}$ の指標の分類は，Thoma によって得られた．

定理 2.4 (Thoma[ll]) $\mathfrak{S}_{\infty}$ の指標の分類空間が

$\Delta=\{(\alpha, \beta)|\alpha=(\alpha_{i})_{1=1}^{\infty},$ $\beta=(\beta_{i})_{i=1}^{\infty},$ $\alpha_{1}\geqq\alpha_{2}\geqq\cdots\geqq 0,$ $\beta_{1}\geqq\beta_{2}\geqq\cdots\geqq 0,$

$\sum_{i=1}^{\infty}.\cdot(\alpha_{i}+\beta_{i})\leqq 1\}$ (2.4)

で与えられる．このとき，Thomaパラメータ $(\alpha, \beta)\in\Delta$ に対応する指標を $f_{\alpha,\beta}$ とすると，

$f_{\alpha,\beta}$ (k-cycle) $= \sum_{i=1}^{\infty}(\alpha_{i}^{k}+(-1)^{k-1}\beta_{\dot{\iota}}^{k})$ , $k\geqq 2$ (2.5)

が成り立つ．(2.5) は $k=1$ では成り立つとは限らない．特に，$f_{0,0}=\delta_{e}$ である．

Vershik-Kerov は，Young 図形の漸近挙動による Thomaパラメータの特徴づけを与えた．

定理 2.5 (Vershik-Kerov[13]) Thoma パラメータ $(\alpha, \beta)\in\Delta$ に対し，定理 2.4と命
題 2.1を通して対応する $f_{\alpha,\beta}\in \mathcal{K}(\mathfrak{S}_{\infty})$ と $M_{\alpha,\beta}\in \mathcal{M}(\mathfrak{T})$ をとる．このとき，$M_{\alpha,\beta}$ に関し

てほとんどすべての経路 $t\in \mathfrak{T}$ に対して

$\lim_{\acute{n}arrow\infty}\frac{t(n)_{i}}{n}=\alpha_{i}, narrow\infty hm\frac{t(n)_{i}’}{n}=\beta_{i}$ (2.6)

が成り立つ．ただし，$t(n)_{i}$ は $t(n)\in \mathbb{Y}_{n}$ の第 $i$ 行の長さ，’は Young 図形の転置を表す．

Vershik-Kerov による定理 2.5からわかるように，Plancherel 測度以外の $M_{\alpha,\beta}$ で見た場

合，サイズ $n$ の Young 図形の行や列の典型的な長さが $n$ のオーダーである．したがって，非
常に薄っぺらく退化してしまって極限の形状は見えなくなる．そこで，定理 1.2のように面
積が残るスケール極限，すなわち行や列の典型的な長さが $\sqrt{n}$ のオーダーになるようにする

ため，
$n\alpha_{1^{\wedge}}^{(n)_{\vee}}\sqrt{n}, n\beta_{1^{\wedge}}^{(n)_{\vee}}\sqrt{n}$ (2.7)

とする．$M_{\alpha,\beta}\in \mathcal{P}(\mathfrak{T})$ の周辺分布 $M_{\alpha,\beta}^{(n)}\in \mathcal{P}(\mathbb{Y}_{n})$ を

$M_{\alpha,\beta}^{(n)}(\lambda)=M_{\alpha,\beta}(\{t\in \mathfrak{T}|t(n)=\lambda\}) , \lambda\in \mathbb{Y}_{n}$

によって定める．

Thoma パラメータの列 $\{(\alpha^{(n)}, \beta^{(n)})\}_{n\in N}$ に対し，$\{(Y_{n}, M_{\alpha^{(n)},\beta^{(n)}}^{(n)})\}_{n\in \mathbb{N}}$ を Thoma 集

団と呼ぼう．Thoma集団が (2.7) の条件をみたすとき，Plancherel 集団における極限形状の
いろいろな変形が観察されることを見ていく．
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Thoma パラメータ $\alpha=(\alpha_{i})_{i=1}^{\infty},$ $\beta=(\beta_{i})_{i=1}^{\infty}$ に対し，

$\gamma=1-\sum_{i=1}^{\infty}.(\alpha_{i}+\beta_{i})\in[0,1]$

とおき，

$\nu^{\alpha,\beta}=\sum_{i=1}^{\infty}.(\alpha_{i}\delta_{\alpha_{i}}+\beta_{i}\delta_{-\beta_{i}})+\gamma\delta_{0}$ (2.8)

を Thoma 測度と呼ぶ．$v^{\alpha,\beta}$ は $\mathbb{R}$ 上の確率測度であり，$supp\nu^{\alpha,\beta}\subset[-1,1]$ をみたす．

$h>0$ に対して
$(v^{\alpha,\beta})_{h}(dx)=\nu^{\alpha,\beta}(h^{-1}dx)$

というスケール変換の記号を定める．
$\mathbb{R}$ 上の確率測度 $\mu$ の $n$ 次モーメントと $n$ 次キュムラントをそれぞれ $M_{n}(\mu),$ $\kappa_{n}(\mu)$ で表

す．キュムラントは測度の合成積 $*$ を線型化する:

$\kappa_{n}(\mu*\nu)=\kappa_{n}(\mu)+\kappa_{n}(\nu) , \mu, \nu\in \mathcal{P}(\mathbb{R}) , n\in \mathbb{N}.$

文字の集合 $\{$ 1, 2, $\cdots,$ $n\}$ の分割全体 $P(n)$ に自然な半順序を入れる．つまり，最大元が
$\{$ 1, 2, $\cdots,$ $n\}$ であり，最小元が $\{\{1\}, \{2\}, \cdots, \{n\}\}$ . 確率測度のモーメントとキュムラント

は，$\pi\in P(n)$ に関しても乗法的に拡張して定義される: $M_{\pi}(\mu),$ $\kappa_{\pi}(\mu)$ . 半順序集合 $P(n)$ の

構造を利用してモーメントとキュムラントを互いに他の多項式として表示するのが，よく知
られたキュムラントーモーメント公式である．この文脈に従えば，分割のなす半順序集合とし
て $P(n)$ 全体ではなく非交差分割からなる $NC(n)$ を考え，いわゆる自由キュムラントーモー
メント公式を通して，$\mathbb{R}$ 上の確率測度 $\mu$ の $n$ 次自由キュムラント $R_{n}(\mu)$ を定義することが

できる．この自由キュムラントの母関数

$R_{\mu}( \zeta)=\sum_{k=0}^{\infty}.R_{k+1}(\mu)\zeta^{k}, \zeta\in \mathbb{C}$ (2.9)

が，Voiculescu の $R$-変換である．自由キュムラントによって線型化されるのが自由合成積
田である:

$R_{n}(\mu$ 田 $\nu)=R_{n}(\mu)+R_{n}(\nu)$ , $\mu,$ $v\in \mathcal{P}(\mathbb{R})$ , $n\in \mathbb{N}.$

確率測度 $\mu$ の (自由) 合成積に関する任意乗のべき根がとれるとき，$\mu$ は無限分解可能といわ
れる:

$\mu=(\mu^{*(1/n)})^{*n}, \mu=(\mu^{ffl(1/n)})^{ffln}.$

次の結果は，実質的に Biane[1] による．
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定理 2.6 Thoma パラメータの列 $\{(\alpha^{(n)}, \beta^{(n)})\}_{n\in \mathbb{N}}$ が，(2.7) のように $\alpha_{1}^{(n)},$ $\beta_{1}^{(n)}\lessapprox 1/\sqrt{n}$

をみたすとする．Thoma 測度 (2.8) に面のスケール変換を施したものが

$(\nu^{\alpha^{(n)},\beta^{(n)}})_{\sqrt{n}}arrow^{n\vec{}\infty}\nu$ $in$ $\mathcal{P}(\mathbb{R})$ (2.10)

というふうに極限測度 $\nu$ をもつとする．この $\nu$ と

$R_{\mu}( \zeta)=\int_{\mathbb{R}}\frac{\zeta}{1-\zeta x}\nu(dx) , \zeta\in \mathbb{C}$ (2.11)

で関係づけられる自由無限分解可能な $\mathbb{R}$ 上の確率測度 $\mu$ をとる $*$ 1 (特に，$R_{1}(\mu)=0,$

$R_{2}(\mu)=1)$ . $\mu$ を推移測度にもつ連続図形を $\omega\in \mathbb{D}$ とする．このとき，大数の弱法則

$\forall\epsilon>0,$
$M_{\alpha^{(n)}}^{(n)}, \beta^{(n)}(\{\lambda\in \mathbb{Y}_{n}|\sup_{x\in \mathbb{R}}|\lambda^{\sqrt{n}}(x)-\omega(x)|\geqq\epsilon\})arrow^{n\vec{}\infty}0$ (2.12)

が成り立つ．

例 2.7 Plancherel 集団においては，任意の $n\in \mathbb{N}$ に対して $(\nu^{\alpha^{(n)},\beta^{(n)}})_{\sqrt{n}}=\delta_{0}$ である

から，
$\nu=\delta_{0}\Leftrightarrow R_{\mu}(\zeta)=\zeta\Leftrightarrow\mu$ : 標準半円分布 $\Leftrightarrow\omega=\Omega$ (極限形状).

例 2.8 (Biane[1]) $(\mathbb{C}^{N})^{\otimes n}$ における典型的なテンソルの型を議論する．$\alpha_{i}=1/N$
$(i=1, \cdots, N),$ $\alpha_{i}=0(i=N, N+1, \cdots),$ $\beta_{i}\equiv 0$ なる Thoma パラメータを考える．自
然数 $N$ と $n$ が $t>0$ に対して

$N=t\sqrt{n}$

と関係づけられるとする．このとき，定理 2.6において

$\nu=\delta_{1/t},$

$R_{k}(\mu)=1/t^{k-2} (k\geqq 2) , R_{1}(\mu)=0,$

$supp\mu=\{\begin{array}{ll}[(1/t)-2, (1/t)+2], t\geqq 1\{-t\}\cup[(1/t)-2, (1/t)+2], 0<t<1\end{array}$

が成り立つ．特に $t=1$ のとき，$\mu$ の 2次以上の自由キュムラントがすべて 1になって，$\mu$ は
自由 Poisson 分布である．

例 2.9 例 2.8の拡張である．今度は，$\alpha_{i}=a/N(i=1, \cdots, N),$ $\alpha_{i}=0(i=N, N+1, \cdots)$ ,

$\beta_{i}=b/N’(i=1, \cdots, N’),$ $\beta_{i}=0(i=N’, N’+1, \cdots),$ $a,$ $b\geqq 0,$ $a+b=1$ なる Thoma

パラメータを考える．自然数 $N,$ $N’,$ $n$ が

$N=t\sqrt{n}, N’=u\sqrt{n}, t, u>0$

$*1(2.11)$ は L\’evy-Khintchine公式の自由版とみなせる．
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と関係づけられるとする．このとき，定理 2.6において

$\nu=a\delta_{a/t}+b\delta_{-b/u},$

$R_{k}( \mu)=\frac{a^{k-1}}{t^{k-2}}+(-1)^{k-2}\frac{b^{k-1}}{u^{k-2}} (k\geqq 2) , R_{1}(\mu)=0$

が成り立つ．$t=u$ の場合，$supp\mu=[-K, K]$ :

$K= \frac{\sqrt{|4t^{2}-1|}(t\sqrt{t^{2}+2}+1-t^{2})}{2t\sqrt{|2t\sqrt{t^{2}+2}-2t^{2}-1|}}$

となる．特に $t=u=1/2$ のときは，(de l’H\^opital の法則とも合致して) $K=3\sqrt{3}/2$ で

ある．

例 2.10 Plancherel 集団の一種の $q$-類似を議論する．該当する Thoma パラメータは，
$0<q\leqq 1$ として $\alpha_{i}=(1-q)q^{i-1}(i\in \mathbb{N})$ , $\beta_{i}\equiv 0$ である．$q$ と $n$ が

$1-q=r/\sqrt{n}, 0<r<\infty$

と関係づけられるとする．このとき，定理 2.6において
$\nu(dx)=r^{-1}I_{[0,r]}(x)dx,$

$R_{k}( \mu)=\frac{r^{k-2}}{k-1} (k\geqq 2) , R_{1}(\mu)=0,$

$supp\mu=[K_{1}, K_{2}]$ :

$K_{1}=- \frac{\sqrt{r^{2}+4}+r}{2}-\frac{1}{r}\log\frac{r^{2}+2+r\sqrt{r^{2}+4}}{2},$

$K_{2}= \frac{\sqrt{r^{2}+4}+r}{2}-\frac{1}{r}\log\frac{r^{2}+2-r\sqrt{r^{2}+4}}{2}$

が成り立つ．なお，この q-Plancherel 集団と Hecke 代数とのかかわりについては，[10], [4]
を参照．

例 2.11 例 2.10の拡張である．Thoma パラメータとして $\alpha_{i}=a(1-q)q^{i-1}$ $(i\in \mathbb{N})$ ,
$\beta_{i}=b(1-q’)q^{\prime i-1}$ $(i\in \mathbb{N}),$ $a,$ $b\geqq 0,$ $a+b=1$ を考え，

$1-q=r/\sqrt{n}, 1-q’=s/\sqrt{n}, r, s>0$

とする．このとき，定理 2.6において

$v(dx)=( \frac{1}{r}I_{[0,ar]}(x)+\frac{1}{s}I_{[-bs,0]}(x))dx,$

$R_{k}( \mu)=\frac{a^{k-1}r^{k-2}+b^{k-1}(-s)^{k-2}}{k-1} (k\geqq 2) , R_{1}(\mu)=0$

が成り立つ．
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$\mathfrak{S}_{\infty}$ の指標 $f_{\alpha,\beta}$ が超対称べき和 (2.5) で与えられるので，対応する調和関数 $\varphi_{\alpha,\beta}$ や中心

的測度 $M_{\alpha,\beta}$ は超対称な Schur 関数 $s_{\lambda}(\alpha, \beta)$ を用いて表示される．上述の例たちは，本質的
には超対称 Schur 関数のパラメータに離散的な確率分布を代入したものである．$\alpha,$

$\beta$ には成

分の単調性が課されているが，．(超) 対称関数なので順序の入れ換えは値に影響しない．

3 証明の概略

おおよそ次のような方針によって定理 1.2や定理 2.6を証明することができる．

$\bullet$ 経路空間上の中心的な確率測度に関するさまざまな積分 (期待値) が，指標を通して計
算される．

$\bullet$ Young 図形の形状は，その推移測度の自由キュムラントを通して読み取ることがで
きる．

$\bullet$ 対称群の既約指標の値と推移測度の自由キュムラントとは，Kerov 多項式を通して結
びついている．

3.1 Young 図形の推移測度

山谷座標 $(x_{1}<y_{1}<x_{2}<\cdots<y_{r-1}<x_{f})$ をもつ矩形図形 $\lambda\in \mathbb{D}_{0}(\supset \mathbb{Y})$ に対し，

$G(z; \lambda)=\frac{(z-y_{1})\cdot\cdot.\cdot.(z-y_{r-1})}{(z-x_{1})\cdot(z-x_{r})}, z\in \mathbb{C}$ (3.1)

とおく．(3.1) を Cauchy-Stieltjes 変換 (部分分数分解にほかならない) にもつ測度を考える:

$G(z; \lambda)=G_{\mathfrak{m}_{\lambda}}(z;\lambda)=\int_{\mathbb{R}}\frac{1}{z-x}m_{\lambda}(dx)$ (3.2)

$\mathfrak{m}_{\lambda}$ は，$\{x_{1}, \cdots, x_{r}\}$ を台にもつ確率測度になり，$\lambda\in \mathbb{D}_{0}$ の推移測度と呼ばれる $*$ 2. また，

$\tau_{\lambda}=\sum_{j=1}^{r}.\delta_{x_{j}}-\sum_{j=1}^{r-1}.\delta_{y_{j}}$ (3.3)

を $\lambda\in \mathbb{D}_{0}$ の Rayleigh 測度と呼ぶ．推移測度や Rayleigh 測度の概念は，極限操作によって
矩形図形から連続図形に拡張される．

例 3.1 極限形状 $\Omega\Leftrightarrow$ 推移測度 $\mathfrak{m}_{\Omega}$ : 標準半円分布 $\Leftrightarrow$ Rayleigh 測度 $\tau_{\Omega}$ : 標準逆

正弦分布

$*2$ Kerov の名を冠することも多い．

86



3.2 Frobenius の指標公式

$\lambda\in \mathbb{Y}_{n}$ に対応する $\mathfrak{S}_{n}$ の既約指標 $\chi^{\lambda}=tr\pi^{\lambda}$ がサイクル型 $\rho\in \mathbb{Y}_{n}$ の共役類に属する点
$x$ でとる値 $\chi^{\lambda}(x)$ を $\chi_{\rho}^{\lambda}$ と記す．自然数 $k$ に対し，$\mathbb{Y}$ 上の関数を

$\Sigma_{k}(\lambda)=\{\begin{array}{ll}n(n-1)\cdots(n-k+1)\frac{\chi_{(k,1^{n-k})}^{\lambda}}{\dim\lambda}, |\lambda|=n\geqq k,0, |\lambda|=n<k\end{array}$ (3.4)

によって定める．ここで，$(k, 1^{n-k})$ は 1個の $k$-行と $n-k$ 個の 1-行 (すなわち箱 1つ) から
なる Young 図形である．

$\lambda\in \mathbb{Y}$ の推移測度の Cauchy-Stieltjes 変換を用いれば，

$\Sigma_{k}(\lambda)=-\frac{1}{k}[z^{-1}]\{\frac{1}{G_{\mathfrak{m}_{\lambda}}(z)G_{\mathfrak{m}_{\lambda}}(z-1)\cdots G_{m_{\lambda}}(z-k+1)}\}$ (3.5)

と表される．(3.5) も Frobenius の指標公式と呼ぼう．

3.3 Kerov 多項式

$\lambda\in \mathbb{D}_{0}$ の推移測度 $m_{\lambda}$ の自由キュムラントは，Cauchy-Stiletjes 変換のことばで

$R_{k+1}( \mathfrak{m}_{\lambda})=-\frac{1}{k}[z^{-1}]\{\frac{1}{G_{\mathfrak{m}_{\lambda}}(z)^{k}}\}, k\in \mathbb{N}$ (3.6)

と表される．(3.5) と (3.6) を比較する議論により，

$\Sigma_{k}(\lambda)=R_{k+1}(\mathfrak{m}_{\lambda})+P_{k}(R_{2}(\mathfrak{m}_{\lambda}), \cdots, R_{k-1}(\mathfrak{m}_{\lambda}))$ (3.7)

という関係式が得られる．ここで，$P_{k}$ は重み次数が $k$ 以下の $k-2$ 変数多項式である．重み
次数とは，$\mathbb{Y}$ 上の (座標に関する) 多項式関数のなす Kerov-01shanski 代数 $\mathbb{A}$ に導入され

る 1つの次数であり，$R_{k}(\mathfrak{m}_{\lambda})$ は重み次数 $k$ の多項式 ( $\mathbb{A}$ の元) である．$\mathbb{A}$ には目的に応じた

生成系がいろいろあり，(3.4) もその 1つである．Kerov-01shanski 代数の詳細については，
[8], [6] を参照．(3.7) に現れた

$x_{k+1}+P_{k}(x_{2}, \cdots, x_{k-1})$ (3.8)

を Kerov 多項式と呼ぶ．賜を $j$ 次と勘定すれば，(3.8) の各項の次数は，$k+1,$ $k-1,$ $k-3,$ $\cdots$

のいずれかである．Kerov 多項式の係数が整数であることは導入後ほどなく知られたが，実
は自然数になるであろうと Kerov が予想し，この Kerov 予想は F\’eray[3] によって示され
た．Kerov 多項式については，[2] も参照．[2] にあるように，上述の Kerov 多項式の導出は
Okounkov による．
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3.4 大数の法則の計算

まず，Plancherel 集団を考える．Young 図形 $\lambda\in \mathbb{Y}_{n}$ が大きくなるにつれて

$($ァ $)\lambda^{\sqrt{n}}arrow^{n\vec{}\infty}\Omega$ in $\mathbb{D},$

$($イ $)M_{k}(\mathfrak{m}_{\lambda^{\prime n}})arrow^{n\vec{}\infty}M_{k}(\mathfrak{m}_{\Omega})$ , $\forall k\in \mathbb{N},$

(ウ) $R_{k}(\mathfrak{m}_{\lambda\sqrt{n}})arrow^{n\vec{}\infty}R_{k}(\mathfrak{m}_{\Omega})=\{\begin{array}{l}1, k=20, k\neq 2\end{array}$

となるが，弱法則を示す程度であれば，これらはどれも直接そう困難なく示される．本稿の趣
旨に沿えば，(ウ) を計算することになる．少し計算式を書くと次のようになる:

$\sum_{\lambda\in Y_{n}}R_{k}(\mathfrak{m}_{\lambda\sqrt{n}})\mathfrak{P}^{(n)}(\lambda)$

$=n^{-k/2} \sum_{\lambda\in Y_{n}}R_{k}(\mathfrak{m}_{\lambda})\frac{(\dim\lambda)^{2}}{n!}$

$\approx n^{-k/2}\sum_{\lambda\in Y_{n}}\Sigma_{k-1}(\lambda)\frac{(\dim\lambda)^{2}}{n!}$

$=n^{k/2-1} \sum_{\lambda\in Y_{n}}A-1,1^{n-k+1})\frac{\dim\lambda}{n!}$

$=n^{k/2-1}\delta_{e}((k-1)-$cycle) $=\{\begin{array}{l}1, k=2,0, k\neq 2.\end{array}$

途中，(3.7) を用いた．強法則を示すには，もう少し立ち入った計算が要る．特に，サイズ $n$ の

Young 図形の最長行列の長さが $\sqrt{n}$ のオーダーになること，$($ァ $)$ の収束が一様収束である

ことは，自由キュムラントの計算のみからは自明でない．[5] には完全な証明が載っている．
一般の Thoma 集団に対しても同様に，推移測度の自由キュムラントの期待値を計算しよ
うとすると，

$\sum_{\lambda\in Y_{n}}.R_{k}(m_{\lambda^{\prime n}})M_{\alpha^{(n)},\beta^{(n)}}^{(n)}(\lambda)$

$\approx n^{-k/2}\sum_{\lambda\in Y_{n}}^{\backslash }\prime$

$\approx n^{(k/2)-1}p_{k-1}(\alpha^{(n)}, \beta^{(n)})$

$=n^{(k-2)/2} \int_{\mathbb{R}}x^{k-2}\nu^{\alpha^{(n)},\beta^{(n)}}(dx)$

$= \int_{\mathbb{R}}x^{k-2}(\nu^{\alpha^{(n)},\beta^{(n)}})_{\sqrt{n}}(dx) (k\geqq 2)$
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のようになる．ただし，$p_{k}(\alpha, \beta),$ $\mathcal{S}_{\lambda}(\alpha, \beta)$ はそれぞれ超対称なべき和と Schur 関数を表す．
Thoma 測度のモーメントが自然に登場すること，さらに母関数を考えると (2.11) の形が見
えることに注意する．

まとめ

$\bullet$ 対称群の表現の既約分解から生じる Young 図形の統計集団を扱う．
$\bullet$ Young 図形の極限形状の問題は，このような統計集団における大数の (弱または強)
法則として定式化される．

$\bullet$ そのような集中現象においては，統計集団のエルゴード性が重要な役割を演じる．
$\bullet$ Plancherel 集団が最もよく知られた例である．
$\bullet$ 無限対称群の指標の観点から，Plancherel 集団の拡張として Thoma 集団が導入され
る．具体的な計算例は，まだあまり多くはない．
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