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1 導入

本稿において述べる主結果は、「一般旗多様体への強可視的作用の分類」 で
す。 ここで (強) 可視的作用とは、 リー群の複素多様体への正則な作用に対
して定義される、小林俊行氏によって導入された概念です。

定義 1.1 $([K\circ 3])$ . リー群 $G$ が連結複素多様体 $D$ に正則に作用しているとす
る。 ある $D$ の部分多様体 s.であって次の条件を満たすものが存在するとき、
$G$ の作用は $*$ 強可視的であるという。

$\bullet$ $D’:=G\cdot S$ は $D$ の開集合である。

$\bullet$ $D’$ の反正則微分同相写像 $\sigma$ が存在して、 $\sigma$ は $\sigma|_{S}=id_{S}$ を満たし、各
$G$-軌道を保つ。

また、 上で $S$ を単に $D$ の部分集合とした場合は、 $G$ の作用は $S$-可視的であ
るという。

可視的な作用の理論はリー群の無重複表現の統一的扱いをその目的として
います。 ここで、無重複表現とは次のように $\dagger$ 定義される表現です。

$*$表現の無重複性を 唆するものとしては、コンパクトリー群の coisotropic 作用 ([HW]) や
簡約型代数群の spherical 作用 $([VK])$ 等がありますが、可視的な作用の定義及び後述の無重複
性の伝播定理において、群や作用する空間のコンパクト性等の要請がない (群は簡約型ですらな
くともよい) ことに注意してください。 polar 作用、 coisotropic 作用及び可視的作用の関係に
ついては [Ko3] を、 spherical 作用と可視的作用との関連については [Ko5],[Sal],[Sa2] や本稿
の主結果等を参照のこと。

\dagger 例えばコンパクト群 $G$ に対して $L^{2}(G)$ は $G\cross G$ の無重複表現です $(Peter-Weyl)_{0}$ 主結
果に関連する無重複表現は全て有限次元ですが、可視的な作用の理論は無限次元表現にも有効な
理論ですので、 このように定義しています。 この定義であれば、 ユニタリ表現 $\mathcal{H}$ が無限次元で
連続スペクトラムを含む場合にも通用しますし、 $\mathcal{H}$ が有限次元である場合には，「 $\mathcal{H}$ の既約分解
に各既約表現が高々一度しか現れない」 という通常の定義と同値になります。
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定義 1.2. $G$ を局所コンパクト群、 $\mathcal{H}$ を $G$ のユニタリ表現とする。 このとき、

$\mathcal{H}$ は無重複表現 $\Leftrightarrow End_{G}(\mathcal{H})$ は可換

リー群の複素多様体への (強) 可視的作用があると、次の「無重複性の伝

播定理」によって無重複表現が得られます。

定理 1.3 ([Ko4]). $G$ をリー群、．$D$ を連結な複素多様体、 $\mathcal{V}arrow D$ を $G$ 同変な

$D$ 上の正則エルミートベクトル束とする。 このとき以下に挙げる条件が満た

されるならば、正則大域切断の空間 $\mathcal{O}(D, \mathcal{V})$ に埋め込まれる $G$ の任意のユニ

タリ表現は無重複である。

1(底空間) 底空間への作用 $G$ へ $D$ は $S$-可視的である

2(ファイバー) ファイバーにおける固定化部分群の表現は無重複である
$+$ いくつかの compatibility に関する条件

上で「統一的扱い」 と述べましたが、実際に、 これまでに散在して知られ

ていた多くの無重複表現に対してこの理論による統一的な解釈が与えられて
います $i$

。

1 ユニタリ群の無重複テンソル積表現 [Ko2]

2簡約複素代数群の無重複線形表現 [Sa2],[Sa4]

3 リーマン対称空間上の $L^{2}$ 表現 [Ko3]

さらに可視的作用の存在から、 新しい無重複定理の発見も成されています。

$\bullet$ エルミート型単純リー群の、スカラー型ユニタリ最高ウエイト表現の対

称部分群への制限は無重複 ([Ko6]) 。

これらの他にも多くの (紹介したものはあくまでその中の一部だけです。詳し

くは [Ko3] を参照して下さい。) 無重複定理が得られていますが、逆に、 リー

群の無重複定理が先に与えられているときに可視的作用という (複素) 幾何的

な性質の存在を期待することができます。 このことを動機付けとして、 [Ta2]
において次のような問題を考えました。

問題: $G$ を連結コンパクトリー群、 $T$ を極大トーラスとし、 $\sigma$ を $G$ の $T$ に関

する\S Chevalley-Weyl対合とする。また、 $L_{1},$ $L_{2}\supset T$ を $G$ のレビ部分群とす
$\iota_{1}$ . については、論文としては [Stl] において初めて扱われ、 (ヤング図形を用いた) 組み合わ

せ論的な手法が取られています。 2. は spherical action との関連が深く、既約な場合は [Ka] で、
可約な場合は [BR],[Le] において分類されています。 また、 3. におけるキーワードは 「Gel’fand
対」 です。

\S群の自己同型写像 $\sigma$ が $\sigma^{2}=$ id(恒等写像) を満たすとき $\sigma$ を対合と呼ぴます。 また、 コ

ンパクトリー群 (より一般に、実簡約型リー群) の対合，$\sigma$ は、 ある $G$ の極大トーラス $T$ に対
して逆写像として作用するとき $($即ち、 $\sigma(t)=t^{-1},$ $\forall t\in T)$

、 Chevalley-Weyl 対合と呼ば
れます。 また、 古典型コシパクトリー群 $G(n)=U(n),$ $SO(2n+1),$ $Sp(n)$ or $SO(2n)$ に対し
ては、 そのレビ部分群は $U(n1)\cross\cdots\cross U(n_{k-1})\cross G(n_{k})$ という形で与えられます。 ただし

$n=n_{1}+\cdots+nk$。
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る。 このとき、 次の性質 $(*)$ を満たすような 3つ組 $(G, L_{1}, L_{2})$ を分類せよ。

$(*)$ 積写像 $L_{1}\cross G^{\sigma}\cross L_{2}arrow G$ は全射。

この小文では [Ta2] の結果、即ち 「 $(*)$ を満たす $(G, L_{1}, L_{2})$ の分類」 を用い
て、 旗多様体への可視的作用の分類ができること及び、表現論や球多様体へ
の応用も合わせて紹介します。

注意 1.4. 上記の問題については、 その先駆的結果として小林氏による $G=$

$U(n)$ に対する分類 [Ko5] があります。

2 可視的作用・無重複性の三位一休定理
前節において問題の動機付けは「無重複表現があればそこに可視的作用

の存在が期待できる」 という考えによる、 と述べましたが、「 $(*)$ を満たす
$(G, L_{1}, L_{2})\rfloor$ と「無重複表現」 とがどう結び付くかをまだ説明していませんで
したので、 これについて簡単に述べます。性質 $(*)$ を持っ 3つ組 $(G, L_{1}, L_{2})$

に対し、 $\sigma$ が旗多様体 $G/L_{1},$ $G/L_{2}$ のそれぞれに対し反正則微分同相写像と
して作用することに注意すると、 定義 1.1より次の 3 っの自然な作用が全て
強可視的であることが分かります (強可視性の三位一体定理 [Ko2]) 。

$L_{2}arrow G/L_{1},$ $L_{1}$ へ $G/L_{2}$ , diag $(G)\subset\backslash _{\backslash }-(G\cross G)/(L_{1}\cross L_{2})$ .

これらそれぞれに対し、Borel-Weil 理論と定理 1.3とを適用することで、 3
つの呵無重複定理

$Ind_{L_{1}}^{G}\chi_{1}|_{L_{2}}, Ind_{L_{2}}^{G}\chi_{2}|_{L_{1}}, Ind_{L_{1}}^{G}\chi_{1}\otimes Ind_{L_{2}}^{G}\chi_{2}$

が得られます (無重複性の三位一体定理 [Ko2])。ただし、 $\chi_{1},$ $\chi_{2}$ はそれぞれ
$L_{1},$ $L_{2}$ のユニタリ指標です。

注意 2.1. ここでは定理 1.3の正則線束の場合への応用しか述べませんでし
たが、 例えば [Ko2] では旗多様体上のベクトル束の場合が扱われています。

3 旗多様体への可視的作用の分類
それでは 「性質 $(*)$ を満たす 3つ組 $(G, L_{1}, L_{2})$ の分類」 が得られている
ことを事実として用いることにより、「旗多様体への強可視的作用の分類」が
得られることを見ましょう。 $G$ を連結単純コンパクトリー群、 $T$ をその極大

$7$「 が反正則微分同相写像として作用するのは、 極大トーラスの任意の元を逆元に写すことに
よります。 定理 1.3において、正則線束では「ファイバーで無重複」 という条件が自明に成り立
つことに注意してください。
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トーラス、 $\sigma$ を $T$ に関する $G$ の $||$ Chevalley-Weyl 対合、 $L_{j}\supset T(i=1,2)$

を、 $\Pi_{j}\subset\Pi$ をその単純ルートの集合とするようなレビ部分群とします (た

だし $\Pi$ は $G$ の単純ルートの集合とします。 例えば、 $\Pi_{j}=\emptyset$ ならば $L_{j}=T$、

$\Pi_{j}=\Pi$ ならば $L_{j}=G$ です)。 また、 $\mathcal{P}_{j}=G/L_{j}$ によって叫に対応する一
般旗多様体を、 $G_{\mathbb{C}},$ $(L_{j})_{\mathbb{C}}$ によってそれぞれ $G,$ $L_{j}$ の複素化リー群を表すこ

ととします。

以下で、 $G$ の既約表現 $\pi$ の最高ウェイトが $(\Pi_{j})^{c}=\Pi\backslash \Pi_{j}$ に対応する基本

ウェイトの和でかけているとき、 $\pi$ は $\mathcal{P}_{j}$ 系列に属すと言うこととします。即

ち、 $\pi$ は $L_{j}$ のユニタリ指標からの誘導表現として表せる、 ということです。

主結果 3.1. $G$ を連結単純コンパクトリー群とする。 このとき、 レビ部分群

の組 $L_{1},$ $L_{2}$ に関する以下の 11個の条件は同値である。

(i) $(G, L_{1}, L_{2})$ は性質 $(*)$ を満たす。

(ii) 自然な作用 $L_{1}arrow \mathcal{P}_{2}$ は強可視的である。

(iii) 自然な作用 $L_{2}arrow \mathcal{P}_{1}$ は強可視的である。

(iv) 対角作用 $Garrow \mathcal{P}_{1}\cross \mathcal{P}_{2}$ は強可視的である。

(v) $\mathcal{P}_{2}$ 系列に属す $G$ の任意の既約表現に対し、 その $L_{1}$ への制限は無重複

である。

(vi) $\mathcal{P}_{1}$ 系列に属す $G$ の任意の既約表現に対し、 その $L_{2}$ への制限は無重複
である。

(vii) $\mathcal{P}_{j}(j=1,2)$ 系列に属す $G$ の任意の既約表現 $\pi j$ に対し、それらのテン

ソル積表現 $\pi_{1}\otimes\pi_{2}$ は無重複である。

(viii) $\mathcal{P}_{2}$ は $(L_{1})_{\mathbb{C}}$ の $**$ 球多様体である。

(k) $\mathcal{P}_{1}$ は $(L_{2})_{\mathbb{C}}$ の球多様体である。

(x) $\mathcal{P}_{1}\cross \mathcal{P}_{2}$ は $(G)_{\mathbb{C}}$ の球多様体である。

(xi) $(\Pi_{1}, \Pi_{2})$ は次節の分類表にある。

Proof. 条件 (i) と条件 (xi) とが同値であることを認めて、残りの条件が同値
であることを証明します。以下に挙げますのは、証明の手順を図式化したも

のです。

$||$細かいことを言うと、 同じ極大トーラスに関する Chevalley-Weyl 対合が 2つ与えられた
場合、 それらは極大トーラスによる共役作用で移り合います。 また、Weyl 群の代表元は $G^{\sigma}$ か

ら取ることができますので、性質 $(^{*})$ は単純ルートの集合 $\Pi$ の取り方に依りません。
$**(L_{1})c$ のボレル部分群が $\mathcal{P}_{2}$ 上に開軌道をもつということです。 またボレル部分群とは、例
えば一般線形群であればその上三角行列全体のなす群がボレル部分群となります。
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(vii) . . . . . . 無重複
$\Downarrow$

$(xi)$ . . . . . . 分類
$\Downarrow$

(i) . . . . . . カルタン分解
$\ovalbox{\tt\small REJECT} \Downarrow *$

(ii) (iv) (iii) . . . . . . 可視的な作用
$\Downarrow$ $\Downarrow$ $\Downarrow$

$(v)\Leftrightarrow(vii)\Leftrightarrow(vi)$ . . . . . . 無重複
$0$ $0$ $\Uparrow$

(viii) (x) (ix) . spherical な作用

以下、 証明を箇条書きにして述べます。

$\bullet$ (vii) $\Rightarrow(xi)$ :Stembridge 氏による無重複表現の分類表 ([St2]) と次節の
分類表との比較から分かります。

$\bullet$ (xi) $\Rightarrow(vii)$ : 第 2節で述べたこと、即ち定理 1.3から従います。

$\bullet$ $(i)\Rightarrow$ (ii) と $(i)\Rightarrow$ (iii) 及び $(i)\Rightarrow$ (iv):
これは第 2節で述べた可視性の三位一体定理です ([Ko2])。

$\bullet$ (ii) $\Rightarrow(v)$ と (iii) $\Rightarrow(vi)$ 及び (iv) $\Rightarrow(vii)$ :
これらは全て定理 1.3から従います。

$\bullet$ $(v)\Leftrightarrow(viii)$ と $(vi)\Leftrightarrow$ (ix) 及び $(vii)\Leftrightarrow(x)$ :
これは Vinberg、 Kimel’fel’d 両氏の結果 [VK, Corollary 1] から従いま
す $(c.f. [Ko3,$ Corollary $15])_{0}$

$\bullet$ $(v)\Leftrightarrow(vii)\Leftrightarrow(vi)$ : これは Stembridge氏の結果 [St2, Corollary 2.5] に
よります。

これで証明は終わりです。 口

注意 3.2. この主結果に関しては、 [Ko5] に A 型に対する先駆的結果があり
ます。 また、 エルミート型の場合については (型やコンパクト性に対する仮
定なく一般に) [Ko6] で扱われています。

注意 3.3. $\Pi_{j}^{c}$ がただ一つの元からなることと $L_{j}$ が極大レビ部分群である
こととは同値ですが、 $L_{1}$ と $L_{2}$ とが両方極大であるという仮定の下で、 $P.$

Littelmann 氏 ([Li]) が $(x)\Leftrightarrow(xi)$ を証明しています。
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4 分類表

以下に、

$(*)$ 積写像 $L_{1}\cross G^{\sigma}\cross L_{2}arrow G$ は全射

という性質を満たす $(G, L_{1}, L_{2})$ の組の分類表を挙げます。各型毎に、 レビ部
分群の組 $L_{1},$ $L_{2}$ にそれぞれ対応する単純ルートの真部分集合の組 $\Pi_{1},$ $\Pi_{2}(L_{j}$

のルート系は $\Pi_{j}$ によって生成される) が与えられています。 また、 Dynkin
図形のラベル付けは [Bo] に従っています。

$A_{n}$ 型 [Ko5] 非エルミート型 :

エルミート型 : $I$ $(\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{1}\},$ $(\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{j}\},$

I. $(\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{i}\},$ $(\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{j}\}.$
$j\neq 1, n-1,n.$

非エルミート型 : $I(\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{i}\},$ $(\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{j}\},$

I. $(\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{i}, \alpha_{j}\},$ $(\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{k}\},$
$i\in\{n-1, n\}, j\in\{2,3\}.$

$p=\ovalbox{\tt\small REJECT}$フ
$m\{p, n+1-p\}=1$ , or $i=j\pm 1.$

$m. \Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{i}\}, (\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{j}, \alpha_{k}\},$

$i\in\{n-1, n\}, j, k\in\{1, n-1,n\}.$
11. $(\Pi_{1})^{C}=\{\alpha_{i},\alpha_{j}\},$ $(\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{k}\},$

$N. (\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{i}\}, (\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{j}, \alpha_{k}\},$

$\min\{k, n+1-k\}=2.$
$i\in\{n-1, n\}, j, k\in\{1,2\}.$

$m.$ $(\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{i}\}(i=1 or n),$ $\Pi_{2}$ ; 任意．
V. $(\Pi)^{c}=\{\alpha\}(\Pi)^{c}=\{\alpha\cdot\alpha\},$

ただし、 $i,j$ は $1<i,j<n$ を満たす。 1 1 , 2 $g$ $k$

$-$
$j\in\{n-1,n\}$ or $k\in\{n-1, n\}.$

Vl. $(\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{i}\},$ $(\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{2}, \alpha_{j}\},$

エルミート型 :
$n=4,$ $(i,j)=(3,4)$ or (4, 3).

I. $(\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{1}\},$ $(\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{1}\}.$

非エルミート型 :
エルミート型 :I. $(\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{n}\},$ $(\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{n}\}.$

I. $(\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{i}\},$ $(\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{j}\},$ $i,j\in\{1,6\}.$
Il. $(\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{1}\},$ $(\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{i}\},$

非エルミート型:
$2\leq i\leq n.$

I. $(\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{i}\},$ $(\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{1}, \alpha_{6}\},$ $i=1$ or 6.
11. $(\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{i}\},$ $(\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{j}\},$

エルミート型 :
$i=1$ or 6, $j\neq 1,4,6.$

I. $(\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{n}\},$ $(\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{n}\}.$

非エルミート型 :
エルミート型 :I. $(\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{1}\},$ $(\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{i}\},$

I. $(\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{7}\},$ $(\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{7}\}.$
$1\leq i\leq n.$

I. $(\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{7}\},$ $(\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{i}\},$ $i=1$ or 2.
エルミート型 :
I. $(\Pi_{1})^{c}=\{\alpha_{i}\},$ $(\Pi_{2})^{c}=\{\alpha_{j}\},$

$i,j\in\{1, n-1, n\}.$ $G=L_{1}G^{\sigma}L_{2}$なる $(\Pi_{1}, \Pi_{2})$ はない。
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