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1 旗多様体 $G/P$のポアッソン構造とシンプレクテイツ

ク多様体 $\mathfrak{X}(G/P)$ の構成

$G=GL_{n}(\mathbb{R})$ とし $B\subset G$ を上三角ボレル部分群 $N\subset B$ をべき零部分群とする．
$\overline{B},\overline{N}$ を夫々の opposite とする．$g=$ Lie $G,$ $\mathfrak{b}=$ Lie $B,$ $\mathfrak{n}=$ Lie $N,\overline{\mathfrak{b}}=$ Lie $\overline{B}$ と

する．$P\supset B$ をレヴイ部分群が $GL_{1}(\mathbb{R})\cross GL_{n-2}(\mathbb{R})\cross GL_{1}(\mathbb{R})$ であるような放

物型部分群とする．$f,$ $g\in C^{\infty}(G)$ には

$\{f(x),g(x)\}_{G}=\langle x, [\nabla f(x), \nabla g(x)]\rangle$

によりポァッソン構造が入る．$g\in G$ に対しガウス分解

$W_{\infty}(g)^{-1}W_{0}(g)=g, W_{\infty}(g)\in N, W_{0}(g)\in B$ . (1.1)

を考える．$b\in B$ に対して $W_{\infty}(g)(W_{0}(g)b)=gb$ は $gb$のガウス分解だから $W_{\infty}(g)$

を旗多様体の点 $gB\in G/B$ の座標として使いたいが (1.1) の分解が不可能な $g$ が

存在する．今 $\sigma\in \mathfrak{S}_{n}$ に対して $G_{\sigma}\subset G$ を $G_{\sigma}=$ { $g\in G|\sigma g$ は分解 (1.1) を持つ}
で定義する．ブリュワー分解により
Proposition 1.1. $c= \bigcup_{\sigma\in e_{n}^{G_{\sigma}}}$ よって $G/B= \bigcup_{\sigma\in \mathfrak{S}}G_{\sigma}/B$

今 $g\in G_{\sigma}$ としたときガウス分解

$W_{\infty}^{\sigma}(g)^{-1}W_{0}^{\sigma}(g)=\sigma g$

が可能であり $G_{\sigma}/B$ の局所座標として $W_{\infty}^{\sigma}(g)$ をとることが出来る．$G$ の Lie 部
分群 $U$ を

$U=\{[Matrix]|p, q\in \mathbb{R}^{n-2}, c\in \mathbb{R}\}.$
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で定義する．$g\in G$ が $g=up,$ $u\in U,p\in P$ と分解されるとき $g$ は U-$P$ 分解を持
つという．Prop. 1. 1より次が従う．
Proposition 1.2. $G/P= \bigcup_{\sigma\in \mathfrak{S}_{n}}G_{\sigma}/P.$

$U_{\sigma}=G_{\sigma}/P$ とする．任意の $\sigma\in \mathfrak{S}_{n}$ について $U_{\sigma}\simeq U.$ $gP\in G/P$ が $g\in G_{\sigma}$

であるとき U-$P$ 分解 $u_{\sigma}(g)p_{\sigma}(g)=\sigma g,$ $u_{\sigma}(g)\in U,p_{\sigma}(g)\in P$ における $u_{\sigma}(g)$ を
$gP$ の局所座標として捉えることが出来る．$g\in G$。

$\cap G_{\tau}$ であるとき $u$。
$(g)$ と $u_{\tau}(g)$

を同一視して $U_{\sigma}$ と $U_{\mathcal{T}}$ を張り合わせたものは $G/P$ と一致する．$g\in G$。$\cap G_{\tau}$ と
すると二つの U-$P$ 分解 $u_{\sigma}(gP)p_{\sigma}(g)=\sigma g,$ $u_{\tau}(gP)p_{\tau}(g)=\tau g$ が成り立っ．従っ
て $\sigma^{-1}u_{\sigma}(gP)p_{\sigma}(g)=\tau^{-1}u_{\tau}(gP)p_{\tau}(g)$ より

$u_{\sigma}(gP)p_{\sigma}(g)=\sigma\tau^{-1}u_{\tau}(gP)p_{\tau}(g)$ (1.2)

$\sigma\tau^{-1}u_{\tau}(gP)$ の U-$P$分解を $\sigma\tau^{-1}u_{\tau}(gP)=\Phi_{\sigma\tau}(u_{\tau}(gP))p"$ とすると (1.2) より

$u_{\sigma}(gP)p_{\sigma}(g)=\Phi_{\sigma\tau}(u_{\tau}(gP))(p"p_{\tau})$ . (1.3)

を得る．U-$P$分解の一意性より $u_{\sigma}(gP)=\Phi_{\sigma\tau}(u_{\tau}(gP))$ を得る．よって $\Phi_{\sigma\tau}$ が座
標変換関数である．

$G/P$ にボアッソン構造を導入しよう．$u=$ Lie $U,$ $\mathfrak{p}=$ Lie $P$ としょう．する
と境 $(G/P)=\mathfrak{g}/\mathfrak{p}$ と表すことが出来る．$\mathfrak{g}=u\oplus \mathfrak{p}$ より線形空間として匹 $(G/P)$

は $\mathfrak{g}$ /$\mathfrak{p}=$ u ・と同型．Killing形式 $\langle X,$ $Y\rangle=tr(XY),$ $X,$ $Y\in \mathfrak{g}$ にょり $\mathfrak{g}$ と $\mathfrak{g}^{*}$ を同
一視すると $c\iota^{*}=tu:=\{tX|X\in u\}$ . よって $T_{e}^{*}G/P=tu$ . 明らかに $t_{\mathfrak{U}}$ は $\mathfrak{g}$ の

Lie subalgebra. よって $u$ は Lie bialgebra[2] の構造を持ち $G/P$ は大域的にボアッ
ソン構造を持つことが分かる [5]. $G$ は $G/P$ に左から作用するが $gP\in G/P$ に

おける固定群は $gPg^{-1}$ となる．よって $G/P$ を $G/gPg^{-1}$ と表わすことが出来る．
よって $T_{gP}(G/P)=\mathfrak{g}/$ Ad $g\mathfrak{p}$ と表せる．$\mathfrak{g}=$ Ad $gu\oplus$ Ad $g\mathfrak{p}$ より線形空間として
$T_{gP}G/P=$ Ad $gu$ と同一視出来る．今 $h\in G$ としたとき $gP\in G/P$ の左移動 $L_{h}$

を $L_{h}(gP)=(hg)P$ で定義する．
Lemma 1.3. $\varphi\in C^{\infty}(G/P)$ に対して $\nabla\varphi(gP)=g\nabla L_{g}^{*}\varphi(eP)g^{-1}$ . が成り立つ．

$T^{*}(G/P)$ に関する $T^{*}(G/P)$ 値の 2次形式 $\alpha(gP)$ を次で定義する．$\xi,$ $\eta\in$

$T^{*}(G/P)$ に対して $X\in T(G/P)$ とすると

$\alpha(gP)(\xi(gP), \eta(gP))(X_{gP})=\langle X_{gP}, [\xi(gP), \eta(gP)]\rangle$ . (1.4)

ここで $\xi(gP)=g\xi(eP)g^{-1},$ $\eta(gP)=g\eta(eP)g^{-1}$ , 但し $e$ は $G$ の単位元，と書け
るから (1.4) の Lie 括弧は意味を持つ．$\varphi,$ $\psi\in C^{\infty}(G/P)$ に対してボアッソン括

弧を次で定義する．$\dim^{t}u<\infty$ よりある $\rho\in C^{\infty}(G/P)$ が存在し $\nabla L_{g}^{*}\rho(eP)=$

$[\nabla L_{g}^{*}\varphi(eP), \nabla L_{g}^{*}\psi(eP)]$ をみたす．

$\{\varphi(gP), \psi(gP)\}_{G/P}:=\rho(gP)$

により $G/P$ のポァッソン括弧を定義する．
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Lemma 1.4. $\nabla\{\varphi, \psi\}_{G/P}(gP)=[\nabla\varphi(gP), \nabla\psi(gP)]$が成り立つ．

Lemma 1.4より

Proposition 1.5. $\{,$ $\}_{G/P}$ は歪対称でヤコビの恒 $\Leftrightarrow$

. 式をみたす．よって $C^{\infty}(G/P)$

は $\{,$ $\}_{G/P}$ で Lie algebra になる．

$U_{0}$ を $G/P$ の局所座標とする．$U_{0}=\{(\begin{array}{lll}1 to 0q E_{n-2} 0c t_{P} 1\end{array})\}$ とするとポァツ

ソン括弧は $\{p_{i}, qj\}_{c/p}=\delta_{i,j}c$

$\{p_{i},p_{j}\}_{G/P}=\{q_{i}, q_{j}\}_{G/P}=\{p_{i}, c\}_{G/P}=\{q_{i}, c\}_{G/P}=0$ (1.5)

となる．
$R$ を $U$ の中心とする．すなわち

$R=\{t_{c}=(\begin{array}{lll}1 t_{0} 00 E_{n-2} 0c t0 l\end{array})|c\in \mathbb{R}\}$

とする．$K;=R\backslash U$ とする．$R$ は $G/P$ に $L_{t_{c}}gP=(t_{c}g)P$ により左から作用す

る．シンプレクテイック多様体として $R\backslash G/P$ を考えたいがこの作用は固定点を

持ってしまう．たとえば $g=(\begin{array}{llll}0 1 \cdots 01 0 \cdots 0| | |0 0 E_{n-2} 1\end{array})$ とすると $Rg=gP$ すなわち

$x=gP$ とすると & $=$ x となる (奥田隆幸氏の指摘による). よって別途の方法で
シンプレクティック多様体を考えたい．U- $P$分解の一意性から次の命題を得る．

Lemma 1.6. 任意の $\sigma\in \mathfrak{S}_{n}$ に対し $\sigma R\sigma^{-1}$ は $U_{\sigma}=G_{\sigma}/P$ に作用する．
$\sigma$& の $U$。への作用 $\sigma t_{c}\sigma(gP)$ を $R$ の $U_{\sigma}$ への作用とみなす．この左作用を $\ell_{\sigma}$

としよう．すなわち $\ell_{\sigma}(t_{c})(gP)=(\sigma t_{c}\sigma^{-1}g)P$ . この $R$ の左作用による商空間を
$R\sigma\backslash U$。と書いて $K$。と略記する．任意の $\sigma\in \mathfrak{S}_{n}$ に対して $K_{\sigma}$ はアファイン空間

$K$ と同相である．$x\in U_{\sigma}\cap U_{\tau}$ としたとき $R_{\sigma}x$ と $R_{\eta}x$ を同一視し $K_{\sigma}$ と $K_{\tau}$ を

張り合わせる、 この張り合わせで構成した多様体を $\mathfrak{X}(G/P)$ とする．さてアファ
イン空間 $K$ 上に以下のように複素直線束 $L$ を構成する．$\dot{R}$ の指標 $\chi$ : $Rarrow \mathbb{R}$ を

$\chi(t_{c})=c$ で定義する．$\chi(t_{c}t_{c’})=\chi(t_{c+c’})=c+c’=\chi(t_{c})+\chi(t_{c}’)$である．．$R$ の

$\mathbb{C}^{*}$ 上の 1次元表現 $\lambda$ を $\lambda(t_{c})a=\exp(2\pi\sqrt{-1}\chi(t_{c}))a$ で定義する．この 1次元表
現を $\mathbb{C}_{\lambda}$ とする．$L=U\cross R\mathbb{C}_{\lambda}$ は $K$ 上の直線束たなる．以下すべての $\sigma\in \mathfrak{S}_{n}$ に

対して $K_{\sigma}$ 上に局所的に直線束 $L$ のコピー $L_{\sigma}=U_{\sigma}\cross R\mathbb{C}_{\lambda}$ を構成しそれらを張

り合わせて $\mathfrak{X}(G/P)$ 上の直線束を構成する．

Proposition 1.7. $\mathfrak{X}(G/P)$ 上の直線束 $L$ で $L|_{K_{。}}=L_{\sigma}$ となるものが存在する．
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proof. 局所的な切断 $s_{\sigma}\in\Gamma(K_{\sigma};L_{\sigma})$ とそれらの変換関数を構成すれ．ばよい．$G/P$

は $\mathfrak{X}(G/P)$ 上のファイバー束．よって大域的な切断 $v\in\Gamma(\mathfrak{X}(G/P);G/P)$ が存

在する．$K_{\sigma}$ 上 $v(x)=v_{\sigma}(x)$ とする．$s_{\sigma}\in\Gamma(K_{\sigma};L_{\sigma})$ を $s_{\sigma}(x)=[v_{\sigma}(x), 1]$ に

より定義する．$v_{\sigma}(x)=t_{c_{\sigma}}(x)u_{\sigma}(x),$ $t_{c_{\sigma}}(x)\in R,$ $u_{\sigma}(x)\in K$ とすると $s_{\sigma}(x)=$

$[u_{\sigma}(x), e^{2\pi\sqrt{-1}c_{\sigma}(x)}]$ なので．変換関数を $\psi_{\sigma,\tau}(x)=\exp(2\pi\sqrt{-1}(c_{\tau}(x)-c_{\sigma}(x))$ と

すればよい．QED
次にこの $L$ に接続を定義する．$\varpi$ : $Larrow \mathfrak{X}(G/P)$ を射影とする．$\forall_{\sigma\in \mathfrak{S}_{n}}$ に

対して $\alpha_{\sigma}\in\Omega^{1}(\varpi^{-1}(K_{\sigma}))$ をうまくとり大域的な整合性をみたすようにすればよ
い．局所座標 $K$。において $f\in C^{\infty}(G/P)$ に対して

$\frac{\partial}{\partial q_{j}}f(x)=\frac{d}{dt}|_{t=0}f(x+tE_{j+1,1}),$ $\frac{\partial}{\partial p_{i}}f(x)=\frac{d}{dt}|_{t=0}f(x+tE_{n,i+1})$ (1.6)

となる．よって $s_{\sigma}\in\Gamma(K_{\sigma};\varpi^{-1}(K_{\sigma}))$ とすると $s_{\sigma*}\partial/\partial q_{j}=E_{j+1,1},1\leq i\leq n-2$

$s_{\sigma*}\partial/\partial p_{i}=E_{n,i+1},1\leq i\leq n-2.$ $\mathscr{A}\subset\Omega^{1}(L)$ を $L$ の平坦接続全体のなす空間
とする．

Lemma 1.8. $\mathscr{A}\neq\phi$ である．

proof. $\dim R=1$ より $A\in \mathscr{A}$ $\Leftrightarrow$ $dA=0$. Prop.1.6における局所系を
$\mathcal{S}_{\sigma}(x)=[u_{\sigma}(x), e^{2\pi\sqrt{-1}c_{\sigma}(x)}]$ とする．$\tilde{c}_{\sigma}=\varpi^{*}c\in C^{\infty}(\varpi^{-1}(K_{\sigma}))$ とし $A_{\sigma}=$

$d\tilde{c}_{\sigma}\in\Omega^{1}(\varpi^{-1}(K_{\sigma}))$ とすると Prop.1.6より

$A_{\sigma}(s_{\sigma})(x)-A_{\tau}(\mathcal{S}_{\mathcal{T}})(x)=dc_{\sigma}(x)-dc_{\tau}(x)=\overline{2\pi\sqrt{-1}}\psi_{\sigma,\tau}(x)$

$1 d\psi_{\sigma,\tau}(x)$

よって $\{A_{\sigma}\}_{\sigma\in \mathfrak{S}_{n}}$ は大域的整合性をみたし各 $K_{\sigma}$ 上 $d\tilde{A}_{\sigma}=d(d\tilde{c}_{\sigma})=0$ . QED
$\pi$ : $G/Parrow \mathfrak{X}(G/P)$ を射影とする．$\Sigma_{\sigma}$ を $\varpi^{-1}(K_{\sigma})$ 上の超曲面とする．$\Sigma_{\sigma}$ の

局所座標を $(p, q, \mu)$ ただし $\pi((p, q, \mu_{\sigma}))=(p, q)\in K_{\sigma}$ とする．$\alpha_{\sigma}\in\Omega^{1}(\varpi^{-1}K_{\sigma})$

を $u\in\varpi^{-1}(K_{\sigma})$ とすると

$\alpha_{\sigma}(u)=-\mu_{\sigma}E_{1,n}+A_{\sigma}(u)$

で定義する．$G/P$ の超曲面 $\Sigma$ を $\Sigma$

。
$=\Sigma\cap\pi^{-1}(K_{\sigma})$ となるように定義する．

$\langle\mu_{\sigma}E_{1,n}, E_{n,j+1}\rangle=\langle\mu_{\sigma}E_{1,n}, E_{i+1,j}\rangle=0, i,j=^{}1, \ldots, n-2$

より
$\langle\mu_{\sigma}E_{i,n}, s_{\sigma*}\partial/\partial p_{j}\rangle=\langle\mu_{\sigma}, s_{\sigma*}\partial/\partial q_{i}\rangle=0.$

よって $\alpha_{\Sigma}(s_{\sigma})=A(s_{\sigma})$ . $A$ は平坦接続だから $dA=0$ よって $s_{\sigma}\in\Gamma(K_{\sigma};L)$ ,
$X,$ $Y\in TK_{\sigma}$ に対して

$d\alpha_{\sigma}(\mathcal{S}_{\sigma})(X, Y)=-\mu_{\sigma}\langle E_{1,n}, [s_{\sigma*}X, s_{\sigma*}Y]\rangle.$
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$K_{\sigma}$ の局所座標を使うとシンプレクティック構造 $\omega_{\Sigma}=d\alpha\Sigma$ は

$\{\begin{array}{l}\omega\Sigma(\partial/\partial p_{i}, \partial/\partial q_{j})=\mu_{\sigma}\delta_{i,j}\omega_{\Sigma}(\partial/\partial p_{i}, \partial/\partial p_{j})=\omega_{\Sigma}(\partial/\partial q_{i}, \partial/\partial q_{j})=0\end{array}$ (1.7)

となる．よって $\omega_{\Sigma}$ により定まる $\mathfrak{X}(G/P)$ 上のボアッソン構造は $G/P$ を $\Sigma$ に制
限したときのボアッソン括弧と一致する．

$I_{1},$
$\ldots,$

$I_{n}\in C^{\infty}(G)^{G}$ の $n$個の独立な生成元とする．つまり $I_{1},$
$\ldots,$

$I_{n}$ は Ad $G$

不変でかつ $\forall_{g\in G}$ において $dI_{1}(g),$ $\ldots$ , $dI_{n}(g)$ は 1次独立であり任意の Ad $G$ 不

変の関数は $I_{1},$
$\ldots,$

$I_{n}$ で生成される．

Proposition 1.9. 任意の $f\in C^{\infty}(G)$ に対してある $fi\in C^{\infty}(G/P)$ が一意に存
在し $\pi_{*}X_{f}=X_{f_{1}}$ をみたす．

proof. 次の補題は容易に示せる．
Lemma 1.10. $\varphi\in C^{\infty}(G)$ が $P$-不変，すなわち $\varphi(p)=\varphi(e)$ であるための必要

十分条件は $\nabla\varphi(e)\in \mathfrak{p}^{\perp}$ かつ $\nabla\varphi(p)=p^{-1}\nabla\varphi(e)$ .
$uP\in G/P$ の固定群は $uPu^{-1}$ だったから

Corollary 1.11. $\varphi\in C^{\infty}(G)$ が $u$ で $G_{uP}$-不変あるための必要十分条件は
$\nabla L_{u}^{*}\varphi(e)\in u\mathfrak{p}^{\perp}u^{-1}$ かつ $\nabla L_{u}^{*}\varphi(e)=p^{-1}\nabla L_{u}^{*}\varphi(e)$.

Cauchy 問題の解の存在と一意性により次の補題が成り立つ．
Lemma 1.12. 次の $p\in P$ に関する微分方程式の初期値問題は一意的に解を持つ．

$\{\begin{array}{l}\nabla f_{0}(p)=p^{-1}\pi_{u^{\perp}}(\nabla f(e))f_{0}(e)=f(f)\end{array}$ (1.8)

さらに (1.8) の解んを初期条件とした Cauchy 問題を考える．
Lemma 1.13. 次の初期値問題は一意的な解を持つ．

$\{\begin{array}{l}\nabla(L_{u}^{*}f_{1})(e)=u\nabla f_{0}(e)u^{-1}f_{1}(e)=f_{0}(e)\end{array}$ (1.9)

$f_{i}$ を (1.9) の解とする．$p=up0u^{-1}\in c_{uP,Po\in P}$ とする Lemma 1.13より

$\nabla L_{u}^{*}f_{1}(p)=up_{0}^{-1}\nabla f_{0}(e)u^{-1}=up_{0}^{-1}u^{-1}u\nabla f_{0}(e)u^{-1}$

$=p^{-1}\nabla L_{u}^{*}f_{1}(e)$ .

となる．Cor. 1.11より $fi$ は $G_{uP}$-不変となる．以上から $fi\in C^{\infty}(G/P)$ と見な

せる．この $fi$ が $\pi_{*}X_{f}=X_{f}1$ をみたす．Prop. 1.9 QED
$t\in \mathbb{R}^{n}$ とし $(\nabla I_{1}(e), \ldots, \nabla L_{n}(e))$ を $\nabla I(e)$ と略記する．$t\nabla I(e)=\sum_{i=1}^{n}t_{i}\nabla I_{i}(e)$

とする．$t\in \mathbb{R}^{n}$ および $u\in U$ に対して U-$P$ 分解

$e^{t\nabla I(e)}u=(\Psi_{t}u)p(t)$ (1.10)
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を考える．

Proposition 1.14. $\Psi_{t}$ は $G/P$ にボアッソントーラス作用を定義する．
ボアッソントーラス作用とは可換で $f,$ $g\in C^{\infty}(G/P)$ のとき $\{\Psi_{t}^{*}f, \Psi_{t}^{*}g\}_{G/p}=$

$\Psi_{t}^{*}\{f, g\}_{G/P}$ をみたすこと．$P=B$ のとき $\Psi_{t}$ は戸田格子のハミルトニアンフロー
を与えるので $\Psi_{t}$ を今後戸田フローという．

$\Psi_{t}$ により $\mathfrak{X}(G/P)$ にもトーラス作用を誘導する．
Proposition 1.15. $\forall_{t}\in \mathbb{R}^{n}$ に対し $\mathfrak{X}(G/P)$ の変換 $\Xi_{t}$ を $-t-\pi(\Psi_{t}u)$ で

定義する．ただし $u\in G/P$ で $\pi$ は $G/P$ から $\mathfrak{X}(G/P)$ への射影．このとき $–t-$ は
$\mathfrak{X}(G/P)$ 上のトーラス作用である．
Lemma 1.16. $G/P$ は戸田フローで不変な $2n-4$ 次元の超曲面からなる葉層構
造を持つ．

proof. $Y_{j}(gP);=\pi_{*}X_{I_{j}}-(gP),j=1,$
$\ldots,$

$n$ とする．$Y_{j}(gP),j=1,$
$\ldots,$

$n$ で生成
される $T_{gP}(G/P)$ の部分空間を $\mathfrak{A}_{gP}$ とする．各 $gP$ で $\mathfrak{A}_{gP}$ の直行補空間とな
る $T(G/P)$ の部分ベクトル場を $\mathfrak{A}^{\perp}$ とする．$\mathfrak{A}^{\perp}$ の 1次元部分ベクトル場 $a$ を各
$gP\in G/P$ において $\mathfrak{A}_{gP}=a(gP)\oplus(a(gP))^{\perp}$ をみたすものとする．今 $u0\in G/P$

を任意にとる．$u_{0}$ を通る $a$ の軌道を $A$ とおく $u\in A$ を通り $a^{\perp}$ で生成される軌道
を $A_{u}^{\perp}$ とおく．$G/P$ の $2n-4$ 次元部分多様体 $\Sigma_{u}$ を

$\Sigma_{u};=\{\Psi_{8}(gP)|gP\in A_{u}^{\perp}, s\in \mathbb{R}^{n}\}$

で定義する．曲面群 $\{\Sigma_{u}\}_{u\in A}$ が $G/P$ の葉層構造をなし各葉 $\Sigma_{u}$ が戸田フローで

不変であることは容易に分かる．QED
Lemma 1.16における $G/P$ の葉層構造を $\mathscr{F}_{T}$

。$da$ としよう．$\Psi$ を $G/P$ の diffeo
とする．$\Sigma$ を $G/P$ 内の超曲面で局所座標で $\Sigma=\{(p(gP), q(gP),\mu(gP))|gP.\in\Sigma\}$

と表わせるとする．$\Sigma$ の $\Psi$ による “ずらし “を局所座標で

$\{(p(gP), q(gP), \Psi^{*}\mu(gP))|gP\in\Sigma\}$

で表示される $G/P$ 内の $2n-4$ 次元の超曲面とし $\Psi\cdot\Sigma$ と書く．次の命題が成り
立つ．

Proposition 1.17. $\Sigma\in \mathscr{F}_{T}$

。$da$ とする．任意の $t\in \mathbb{R}^{n}$ に対して $\Psi_{t}\cdot\Sigma\in \mathscr{F}_{Toda}.$

Prop.1.17より $\Psi_{t}$ による $\mathscr{F}_{Toda}$ のずらしをベックルンド変換という．
$\Sigma\in \mathscr{F}_{T}$。da は $2n-4$ 次元の超曲面だから (1.7) より $\mathfrak{X}(G/P)$ にシンプレク

ティック構造を定める．これを $\omega_{\Sigma}$ と表わす．
Proposition 1.18. $\Xi_{t}$ は $(\mathfrak{X}(G/P),\omega_{\Sigma})$ から $(\mathfrak{X}(G/P),\omega_{\Psi_{t}\cdot\Sigma})$ へのシンプレク
ティック同相写像である．

$\mathfrak{X}(G/P)$ のシンプレクティック構造をベックルンド変換の軌道で類別出来る．
Theorem 1.19. $\Sigma\in \mathscr{F}_{T}$。da とする．$\omega\Sigma$ を通るベックルンド変換の軌道を $\mathscr{O}$ と

する．$\omega$ を $\mathfrak{X}(G/P)$ のシンプレクティック構造とする．このとき $(\mathfrak{X}(G/P), \omega_{\Sigma})$ と
$(\mathfrak{X}(G/P), \omega)$ がシンプレクティック同相 $\Leftrightarrow\omega\in \mathscr{O}.$
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2 前量子化について

この \S では Kostant[9] に従って前量子化の概要について述べたい．$M$ をシンプレク

ティック多様体とし $\omega$ をそのシンプレクティック構造とする．$[\omega]\in H^{2}(M;\mathbb{R})$ が定

まるが，$[\omega]\in H^{2}(M;\mathbb{Z})$ であるとき $[\omega]$ は整であるという．今 $[\omega]$ が整であると仮定

する．このとき $M$上に接続付きの複素直線束が定義できる．これを $(L, \alpha)$ としよう．
ただし $\alpha$ は接続で $\tilde{\pi}^{*}\omega=d\alpha$ をみたす．ここで $\tilde{\pi}$ は $L^{*}=L-\{O\}$ から $M$への射影

とする．$\mathscr{L}_{c}(M)$ で $M$上の接続付き直線束全体とする．$(L_{1},\alpha_{1}),$ $(L_{2}, \alpha_{2})\in$ 観 (M)
とする．$\exists_{\varphi}$ : $L_{1}arrow L_{2}$ , diffeo が存在し $\varphi^{*}\alpha_{2}=\alpha_{1}$ をみたし次の図式が可換にな
るとき $(L_{1}, \alpha_{1})\sim(L_{2}, \alpha_{2})$ とし $\mathscr{L}_{c}(M)/\sim$ をあらためて $\mathscr{L}_{c}(M)$ とする．ただし

$\pi_{1},$ $\pi_{2}$ は射影とする．
$L_{1}arrow^{\varphi}L_{2}$

$\downarrow\pi_{1} \downarrow\pi_{2}$

$Marrow^{id}M$

Proposition 2.1. $(L_{1}, \alpha_{1})\sim(L_{2}, \alpha_{2})$ ならば $\omega_{1}=\omega_{2}$ , ただし $\tilde{\pi}_{1}^{*}\omega_{1}=d\alpha_{1},$

$\tilde{\pi}_{2}^{*}\omega_{2}=d\alpha_{2}.$

proof. 次が成り立つ．

$\tilde{\pi}_{1}^{*}\omega_{1}=d\alpha_{1}=d\varphi^{*}\alpha_{2}=\varphi^{*}d\alpha_{2}=\varphi^{*}\omega_{2}=(\tilde{\pi}_{2}\varphi)^{*}\omega_{2}=(id\circ\tilde{\pi}_{1})^{*}\omega_{2}=\tilde{\pi}_{1}^{*}\omega_{2}.$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は単射だから $\omega_{1}=\omega_{2}$ . QED
観 $(M, \omega)$ $:=\{[(L, \alpha)]\in$ 観 $(M)|\pi\sim*\omega=d\alpha\}$ とする．今 $\ell=[(L, \alpha)]\in$

親 $(M, \omega)$ を一つ固定する．$\mathscr{D}\ell(M)$ $:=\{\varphi:Marrow Mdiffeo|\varphi^{*}\omega=\omega\}$ とし

$E(L, \alpha)$ $:=\{\hat{\varphi}:Larrow Ldiffeo|\hat{\varphi}^{*}\alpha=\alpha\}$ とする．また $T=\{z\in \mathbb{C}||z|=1\}$ とす

る．$\nabla$ を $\alpha$ に伴う $L$ 上の共変微分とし $L$ に $lJ\alpha$ 不変な Hermite 構造 $(,$ $)$ が入っ

ているものとする．すなわち $(,$ $)$ は各 fiber ごとに Hermite 形式を与え $L$ の切断
$s,$ $t$ にたいして $d(s, t)=(\nabla_{\mathcal{S}}, t)+(s, \nabla t)$ をみたす．

Theorem 2.2. $L$ は $\alpha$ 不変な Hemite 形式 $(,$ $)$ を有するものとする．このとき下
の図式は完全列である．

$1arrow Tarrow^{embed}E(L, \alpha)arrow^{proj}\mathscr{D}_{\ell}(M)arrow 1$ (2.1)

proof. $U\in M$ を開集合とし $\gamma(t)$ を $U$ 内の滑らかな閉曲線とする．$r(t)\in\Gamma(U, L)$

で $\pi(r(t))=\gamma(t)$ となるものを $\gamma(t)$ に沿った切断といおう．$\gamma(t)$ に沿った切断で
$\nabla_{\dot{\gamma}(t)}r(t)=0$ が成り立つとき $r(t)$ を $x=r(O)$ の $\gamma(t)$ に沿った平行移動という．
ある $Q(\gamma)\in \mathbb{C}^{*}$ が存在し $r(O)=Q(\gamma)r(1)$ と書ける．$L$ には $\alpha$ 不変な Hermite形
式が存在するから $Q(\gamma)=e^{-2\pi\sqrt{-1}\int_{\gamma}\alpha(s)}\in T$ と表せる．$\rho\in \mathscr{D}\ell(M)$ とする．$L$

の $\rho$ によるひき戻しを $\rho^{*}L$ とする．canonical な diffeo を $\tau_{\rho}$ : $\rho^{*}Larrow L$ とする．
$\dot{\tau}_{\rho}=\rho$ である．$(L, \alpha)$ の平行移動関数を $Q(\gamma)$ とすると $Q(\gamma)=e^{-2\pi\sqrt{-1}\int_{\sigma}\omega}$ , 但
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し $\partial\sigma=\gamma$ . 一方 $(\rho^{*}L, \tau_{\rho}^{*}\alpha)$ の平行移動関数を $Q’$ とすると

$d\tau_{\rho}^{*}\alpha=\tau_{\rho}^{*}d\alpha=\tau_{\rho}^{*}\varpi^{*}\omega=(\varpi\tau_{\rho})^{*}\omega$

$=(\rho\varpi)^{*}\omega=\varpi^{*}\rho^{*}\omega=\varpi^{*}\omega.$

よって

$Q’(\rho\gamma)=e^{-2\pi\sqrt{-1}\int_{\rho\sigma}\omega}=$

$e^{-2\pi\sqrt{-1}\int_{\sigma}\rho^{*}\omega}=e^{-2\pi\sqrt{-1}\int_{\sigma}\omega}=Q(\gamma)$ .

接続付き直線束は $Q$ の値により類別されるから $(L, \alpha)\sim(\rho^{*}L, \tau_{\rho}^{*}\alpha)$ が成り立っ．
よって $\exists_{\zeta}$ : $Larrow\rho^{*}L$ , diffeo が存在し $\dot{\zeta}=$ id, $\alpha=\zeta^{*}\tau_{\rho}^{*}\alpha=(\tau_{\rho}\zeta)^{*}\alpha$ となる．一方

$(\mathcal{T}_{\rho}\zeta)=\rho$ . よって $\tau_{\rho}\zeta\in E(L, \alpha)$ で $(\tau_{\rho}\zeta)=\rho$ となり Proi : $E(L, \alpha)arrow \mathscr{D}_{\ell}(M)$ は

全射となる．$\tau\in E(L, \alpha)$ で $\dot{\tau}=$ id とする．$\tau$ に対して $0$ にならない $\phi\in C^{\infty}(M)$

が存在して $\tau_{\phi}$ と書ける．ここで $u\in L$ に対して $\tau_{\phi}u=\phi(\pi(u))u$ . よって $\tau^{*}\alpha=$

$\alpha+(1/2\pi\sqrt{-1})d\tilde{\phi}/\tilde{\phi}.$ $\tau\in E(L, \alpha)$ より $d\tilde{\phi}=0.$ $d\tilde{\phi}=d\pi^{*}\phi=\pi^{*}d\phi=0.$ $\pi^{*}$ は

単射だから $\phi=0$ . よって $\phi=m\in \mathbb{C}^{*}$ は定数．$L$ は $\alpha$ 不変な Hermite形式を持
つから $m\in \mathbb{T}$ . QED

$(M, \omega)$ はシンプレクティック多様体で $[\omega]$ が整であることは仮定しない．$X\in$

$TM$ とし $\beta_{X}\in\Omega^{1}(M)$ を $\beta_{X}=\iota_{X}\omega$ で定義する．ここで $\iota_{X}$ は $X$ による内部微
分とする．ハミルトニアンベクトル場 $\mathfrak{a}$ を

$\mathfrak{a}=\{X\in TM|^{\exists}\phi\in C^{\infty}(M)s.t.\beta_{X}=d\phi\}.$

で定義する．以下 [9] に倣い $C^{\infty}(M)$ を $\mathscr{R}$ と書く．$\omega$ は非退化だから
Proposition 2.3. 次の図式は完全列である．

$0arrow \mathbb{R}arrow^{embed}\mathscr{R}arrow^{\beta}\mathfrak{a}arrow 0$ (2.2)

Remark 2.4. $\mathscr{R}$ には次で Poisson構造が入る．$\phi,$ $\psi\in \mathscr{R}$ とすると $\{\phi, \psi\}_{M}=$

$\beta_{\xi_{\phi}}(\xi_{\psi})$ . Prop.2.3の $\beta$ : $\mathscr{R}arrow \mathfrak{a}$ はこの Poisson構造で Lie alg. $hom$ . になってい
る．すなわち $\xi_{\{\phi,\psi\}_{M}}=[\xi_{\phi}, \xi_{\psi}].$

再び $[\omega]$ が整であることを仮定する．$(L, \alpha)$ , ただし $\tilde{\pi}^{*}\omega=d\alpha$ , を $M$ 上の接続

付き直線束とする．$\ell=[(L, \alpha)]\in \mathscr{L}_{c}(M, \omega)$ とする．$\xi\in TL$ に対して $\theta(\xi)$ を $\xi$ に

かんする Lie微分とする．$e(L, \alpha)$ を $e(L, \alpha)=\{\xi\in TL|\theta(\xi)\alpha=0\}$ で定義する．
Proposition 2.5. $\xi\in TM$ とし $\xi$ が生成する 1 パラメーター群を $\sigma(t)$ とする．
このとき

$\xi\in e(L, \alpha)\Leftrightarrow\sigma(t)\in E(L, \alpha)$ .

proof. $d/dt\sigma(t)^{*}\alpha=\theta(\xi)\alpha$ が成り立つ．よって $\xi\in e(L, \alpha)$ ならば $d/dt\sigma(t)^{*}\alpha=0.$

よって $\sigma(t)^{*}\alpha=$ const. 一方 $\sigma(0)=$ id だから $\sigma(t)^{*}\alpha=\alpha$ . 逆は明らか．QED
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$u\in L^{*}$ としよう．$T_{u}L^{*}$ の中の $L_{\pi(u)}$ の部分接空間を $Ver_{u}L$ とする．また
$Ker\alpha$ を $Hor_{u}L$ と置く．このとき直和分解

$T_{u}L=Ver_{u}L\oplus Hor_{u}L$ (2.3)

が成り立つ．$c\in \mathbb{C}$ に対して $c\cdot u=cu,$ $u\in L$ とする．$e(L)\subset TL^{*}$ を $e(L);=$

$\{\eta\in TL^{*}|c_{*}\eta_{u}=\eta_{cu}\}$ で定義する．

ver $L:=\{\xi\in e(L)|\xi_{u}\in Ver_{u}L$ for $\forall_{u}\in L^{*}\}$

hor $L:=\{\xi\in e(L)|\xi_{u}\in Hor_{u}L$ for $\forall_{u}\in L^{*}\}$

とする．(2.3) より $e(L)=$ ver $L\oplus$ hor $L$ が成り立つ．この直和分解を具体的に表
そう．今 $\phi\in \mathscr{R}$ に対し $\eta(\phi)\in$ Ver $L$ を $u\in L^{*}$ において

$\eta_{u}(\phi)\psi(u)=\frac{d}{dt}|_{t=0}\psi(e^{-2\pi\sqrt{-1}\phi(\pi(u))}u), \psi\in C^{\infty}(L^{*})$

により定義する．

$(c_{*} \eta_{u})\psi=\eta_{u}(\phi)\psi(cu)=\frac{d}{dt}|_{t=0}\psi(e^{-2\pi\sqrt{-1}\phi(\pi(cu))}cu)$

$=\eta_{cu}\psi$ . よって $\eta(\phi)\in$ ver L. 完全列

$0arrow Ver_{u}Larrow T_{u}Larrow^{\pi_{*}}T_{\pi(u)}Marrow 0$ (2.4)

と $T_{u}L=Ver_{u}\oplus Hor_{u}L$ より $\forall_{\xi}\in T_{\pi(u)}M$ に対し $\exists 1\xi\in Hor_{u}L$ が存在し $\pi_{*}\xi=\xi$

となる．以上より $\forall_{\eta\in}e(L)$ に対して $\eta=\eta(\phi)+\xi$ が分解 (2.3) の具体的な形で

ある．この $\eta$ を $\eta=\eta(\phi, \xi)$ と書く．

Proposition 2.6. $\eta=\eta(\phi,\xi)\in e(L, \alpha)\Leftrightarrow\xi=\xi_{\phi}.$

proof. 次が成り立つ

$\theta(\eta)\alpha=(d\iota(\eta)+\iota(\eta)d)\alpha=d\iota(\eta)\alpha+\pi^{*}\beta_{\xi}.$

Lemma 2.7. $\iota(\eta(\phi))\alpha=-\tilde{\phi}$ が成り立つ．但し $\tilde{\phi}(u)=\phi(\pi(u))$ .
proof. $x\in L^{*}$ に対して $L_{\pi(x)}$ 上の関数 $\psi_{x}(y)$ を $\psi_{x}(y)=y/x$ で定義する．

$\eta(\phi)\psi_{x}(y)=(d/dt)|_{t=0}\psi_{x}(e^{-2\pi\wedge-1t\phi(\pi(x))}y)$

$(d/dt)|_{t=0}(e^{-2\pi\sqrt{-1}\phi(\pi(x))}y/x)=-2\pi\sqrt{-1}\phi(\pi(x))\psi_{x}(y)$ .

$\psi_{x}(x)=1$ より $\tilde{\phi}(x)=(-1/2\pi\sqrt{-1})\eta_{x}(\phi)\psi_{x}(x)$ . 一方 $\alpha|_{L_{\pi(x)}^{*=}}(1/2\pi\sqrt{-1})d\psi_{x}/\psi_{x}$

よって $\alpha|_{L_{\pi(x)}^{*}}(x)=(1/2\pi\sqrt{-1})d\psi_{x}(x)$ . 以上から

$\iota(\eta)\alpha=\langle\alpha(x),\eta(x)\rangle=\langle\alpha(x),\eta(\phi)(x)\rangle=$

174



$(1/2\pi\sqrt{-1})\eta(\phi)_{x}\psi_{x}(x)=-\tilde{\phi}(x)$ .
Proposition 2.6の証明の続き．上の Lemma から

$\theta(\eta)\alpha=d\iota(\eta)\alpha+\pi^{*}\beta_{\xi}=-d\tilde{\phi}+\pi^{*}\beta_{\xi}$

$=-d\pi^{*}\phi+\pi^{*}\beta_{\xi}=\pi^{*}(-d\phi+\beta_{\xi})$ となり $\pi^{*}$ は単射だから $\eta\in e(L, \alpha)\Leftrightarrow\beta_{\xi}=$

$d\phi$ . よって $\eta\in e(L, \alpha)\Leftrightarrow\xi=\xi_{\phi}$ . QED
Remark 2.8. $e(L, \alpha)$ の Lie bracket を計算すると

$[\eta(\phi_{1}, \xi_{\phi_{1}}), \eta(\phi_{2}, \xi_{\phi_{2})}]=\eta(\{\phi_{1}, \phi_{2}\}_{M}, \xi_{\{\phi_{1},\phi_{2}\}_{M}})$

となる．$\pi_{*}(\eta(\phi, \xi_{\phi}))=\xi_{\phi}$ より

$\pi_{*}[\eta(\phi_{1}, \xi_{\phi_{1}}), \eta(\phi_{2}, \xi_{\phi_{2}})]=\xi_{\{\phi_{1},\phi_{2}\}_{M}}=[\xi_{\phi_{1}}, \xi_{\phi_{2}}]$

となり $\pi$、は Lie algebra homomorphism になる．

Proposition 2.9. 次の図式は完全列

$0arrow \mathbb{R}arrow e(L, \alpha)arrow^{\pi_{*}}\mathfrak{a}arrow 0$ (2.5)

Proposition 2.10. 次の図式を可換にする Lie algebra homomorphism $\tilde{\delta}$ が存在

する，但し上下は夫々 (2.2) と (2.5) の完全列である．
$0arrow \mathbb{R}arrow \mathscr{R} arrow \mathfrak{a}arrow 0$

$\Vert$ $\downarrow\tilde{\delta}$ $\Vert$ (2.6)

$0arrow \mathbb{R}arrow e(L, \alpha)arrow \mathfrak{a}arrow 0$

proof. $\tilde{\delta}$ を $\tilde{\delta}(\phi)=\eta(\phi, \xi_{\phi})$で定義する．このとき $\tilde{\delta}(\{\phi_{1},\cdot\phi_{2}\}_{M})=\eta(\{\phi_{1}, \phi_{2}\}_{M},\xi_{\{\phi_{1},\phi_{2}\}_{M}})$.
Rem.2.8 より $=[\eta(\phi_{1}, \xi_{\phi}、), \eta(\phi_{2}, \xi_{\phi_{2}})]=[\tilde{\delta}(\phi_{1}),\tilde{\delta}(\phi_{2})]$ . よって $\tilde{\delta}$ は Lie algebra
homomorphism. 一方 $\pi_{*}\tilde{\delta}(\phi)=\xi_{\phi}$ で $\beta_{\xi_{\phi}}=d\phi$ より図式は可換．QED

$\nabla$ を $\alpha$ に関する $L$ 上の共変微分としよう．
Proposition 2.11. $\mathcal{S}\in\Gamma(M;L),$ $\xi_{\phi}\in \mathfrak{a}$ とする．$\xi_{\phi}s=(\nabla_{\xi_{\phi}}+2\pi\sqrt{-1}\phi)s$ によ
り $\Gamma(M;L)$ は $\mathfrak{a}$一加群なる．
proof. 上の $s$ に対して $\tilde{s}\in C^{\infty}(L^{*})$ を $\tilde{s}(x)=s(\pi(x))/x$ で定義する．次が成り
立つ．

Lemma. $\eta(\phi, \xi_{\phi})\tilde{s}(x)=(\nabla_{\xi_{\phi}}+\overline{2\pi\sqrt{-1}}\phi)s(x)$

proof. [9] の Prop.3.4.2を参照
上の Lemma より

$[\eta(\phi_{1}, \xi_{\phi_{1}}), \eta(\phi_{2}, \xi_{\phi_{2}})]\tilde{s}=\eta(\phi_{1}, \xi_{\phi_{1}})(\eta(\phi_{2}, \xi_{\phi_{2}})\tilde{s})-1rightarrow 2$

$=\eta(\phi_{1}, \xi_{\phi_{1}})((\nabla_{\xi_{\phi_{2}}}+2\pi\sqrt{-1}\phi_{2})s)-1rightarrow 2$

$=(\nabla_{\xi_{\phi_{1}}}+2\pi\sqrt{-1}\phi_{1})(\nabla_{\xi_{\phi_{2}}}+2\pi\sqrt{-1}\phi_{2})s-1rightarrow 2$

$=[\nabla_{\xi_{\phi_{1}}}+2\pi\sqrt{-1}\phi_{1}, \nabla_{\xi_{\phi_{2}}}+2\pi\sqrt{-1}\phi_{2}]s.$
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一方

$[\eta(\phi_{1}, \xi_{\phi_{1}}), \eta(\phi_{2}, \xi_{\phi_{2}})]\tilde{s}=\eta(\{\phi_{1}, \phi_{2}\}_{M},\xi_{\{\phi_{1},\phi_{2}\}_{M}})\tilde{s}$

$=(\nabla_{[\xi_{\phi_{1}},\xi_{\phi_{2}}]}+2\overline{\pi\sqrt{-1}}\{\phi_{1}, \phi_{2}\}_{M})s$

$v$ を $v(\xi_{\phi})s=(\nabla_{\xi_{\phi}}+2\pi\sqrt{-1}\phi)s$ とすると上の議論から

$[v(\xi_{\phi_{1}}\overline{),\cdot v(}\xi_{\phi_{2}})]s=v([\xi_{\phi_{1}}\overline{\xi_{\phi_{2}}},])s.$

$\tilde{s}=0$ ならば $s=0$ より $v$ により $\Gamma(M;L)$ は $\mathfrak{a}$- 加群．QED
Remark 2.12. $\delta$ : $\mathscr{R}arrow$ End$(\Gamma(M;L))$ を $\delta(\phi)=\nabla_{\xi_{\phi}}+2\pi\sqrt{-1}\phi$ で定めると

$\Gamma(M;L)$ は $\mathscr{R}$一加群になり $\overline{\delta(\phi)s}=\tilde{\delta}(\phi)\tilde{s}$ となる．

Remark 2. 13. $\delta$ を $\mathscr{R}$ の前量子化という．Lie 群 $G$ の具体的なユニタリー表現を
構成する際にはさらに偏極という概念が必要となる．例えば $G$ を可解 Lie 群と
しその余随伴軌道を考える．$\mathscr{O}\in \mathfrak{g}^{*}/G$ とし $f\in \mathscr{O}$ とする．$X,$ $Y\in \mathfrak{g}$ に対し
$B_{f}(X, Y)=\langle f,$ $[X, Y]\rangle$ とする．$B_{f}$ に対する極大等方部分環の中である条件を

満たすものを偏極環という．$P^{+}(f, G)$ を $f$ における正偏極環全体の集合とする．
今 $\mathfrak{p}\in P^{+}(f, G)$ としたとき $\mathfrak{p}$ から部分群 $D$ が定まる．$f$ の固定群を $G(f)$ とす

る．$G(f)\subset D$ で $f$ が整という条件を満たすとき $G(f)$ の指標 $\sigma_{f}:G(f)arrow T$ は

$\hat{\sigma}_{f}$ : $Darrow T$ に一意的に拡張でき Hirbert 空間 $\mathscr{H}(f,\hat{\sigma}_{f}, \mathfrak{p}, G)$ 上のユニタリー表
現 $Ind_{D}^{G}\hat{\sigma}_{f}$ が定義出来る．この表現は偏極環 $\mathfrak{p}$ の取り方によらずまた $f\in \mathscr{O}$ の取

り方にもよらない．次の \S では $\delta$ による $G$ の $L$ の大域切断上への表現を考えるが
偏極を定義し具体的なユニタリー表現を構成するには $G$ の具体的な条件，たとえ
ば幕零であるとか指数型可解リー群であるか，が必要となる．

$(M,\omega)$ をシンプレクティック多様体とし $G$ を連結なリー群とする．$G$ の $M$ へ

の作用を $\sigma(g),$ $g\in G$ とする．$\forall_{g}\in G$ に対して $\sigma(g)^{*}\omega=\omega$ であるとき $\sigma$ を G-
シンプレクティック作用という．$\mathfrak{g}=$ Lie $G$ とする．$\forall x\in \mathfrak{g}\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対して面 (X) $\in \mathfrak{a}$

であるとき strongly G-シンプレクティック作用という．strongly G-シンプレク
ティック作用ならば G-シンプレクティック作用である．
Definition. $\sigma$ を $G$ の strongly G-シンプレクティック作用とする．次の図式を可換
にする Lie algebra homomorphism $\lambda$ : $garrow \mathfrak{R}$ を $d\sigma$ の持ち上げという．但し下の
完全列は (2.2) のものである．

$0arrow 0arrow \mathfrak{g}arrow^{id}\mathfrak{g}arrow 0$

$\lambda\downarrow d\sigma(X)\downarrow$ (2.7)

$0arrow \mathbb{R}arrow \mathscr{R}arrow \mathfrak{a}arrow 0$

Proposition 2.14. $H^{2}(\mathfrak{g};\mathbb{R})=0$ ならば $d\sigma$ の持ち上げは存在する．
proof. 線形写像 $\lambda:\mathfrak{g}arrow \mathscr{R}$ を (2.7) が可換になるように定義する．$x,\dot{y}\in \mathfrak{g}$ とす
ると

$\xi_{\lambda([x,y])}=d\sigma([x, y])=[d\sigma(x), d\sigma(y)]=[\xi_{\lambda(x)}, \xi_{\lambda(y)}]$
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$=\xi\{\lambda(x),\lambda(y)\}$ となる よって $\xi_{\lambda([x,y])-\{\lambda(x),\lambda(y)\}}=0$ . 今 $\mu(x, y)$ $:=\lambda([x, y])-$

$\{\lambda(x), \lambda(y)\}$ とおくと (2.7) の下段が完全列であることから $\mu(x, y)\in\wedge^{2}\mathfrak{g}$ となる．
今 $x,$ $y,$ $z\in \mathfrak{g}$ とすると

$d\mu(x, y, z)=\mu([x, y], z)-\mu([x.’ z], y)+\mu([y, z], x)$

$=\lambda([[x, y]], z)-\{\lambda([x, y]), \lambda(z)\}+cyc.$

$\mu(x, y)$ が定数であることに注意すると

$=\lambda([[x, y], z])-\{\{\lambda(x), \lambda(y)\}+\mu(x, y), \lambda(z)\}+cyc.$

$=\lambda([[x, y], z])+cyc.)-(\{\{\lambda(x), \lambda(y)\}, \lambda(z)\}+cyc\}+cyc)=0.$

よって $\mu$ はコサイクル．仮定より $\exists_{\mu_{0}}\in \mathfrak{g}^{*}$ が存在し $\mu(x, y)=d\mu_{0}(x, y)=$

$\mu 0([x, y])$ と書ける．$\tilde{\lambda}(x)=\lambda(x)-\mu 0(x)$ とすると

$\tilde{\lambda}([x, y])=\lambda([x, y])-\mu_{0}([x, y])=\{\lambda(x), \lambda(y)\}+\mu(x, y)-\mu_{0}([x, y])$

$=\{\lambda(x), \lambda(y)\}=\{\tilde{\lambda}(x)+\mu_{0}(x),\tilde{\lambda}(y)+\mu_{0}(y)\}=\{\tilde{\lambda}(x),\tilde{\lambda}(y)\}$ . QED
$\lambda$ を $d\sigma$ の持ち上げとする．すると次の図式を可換にする Lie algebra homo-

morphism $\tilde{\delta}\circ\lambda$ : $\mathfrak{g}arrow e(L, \alpha)$ が定義できる．

$0arrow 0arrow \mathfrak{g} arrow^{id}\mathfrak{g}arrow 0$

$\lambda\downarrow d\sigma\downarrow$

$0arrow \mathbb{R}arrow \mathscr{R} arrow \mathfrak{a}arrow 0$ (2.8)

$\Vert \delta\downarrow \Vert$

$0arrow \mathbb{R}arrow e(L, \alpha)arrow \mathfrak{a}arrow 0$

(2.8) の “積分型 “の次の定理を得る．
Theorem 2.15 ([9] Th.4.5.1 $p175$). $(M, \omega)$ をシンプレクティック多様体とし $[\omega]$

を整と仮定する．$(L, \alpha)\in \mathscr{L}_{c}(M, \omega)$ とする．また $\sigma$ を G-シンプレクティック作
用とする下の図式を可換にする Lie group homomorphism $\sigma_{L}$ : $Garrow E(L, \alpha)$ が

存在するための必要十分条件は
(i) $\sigma$ は strongly G-シンプレクティック作用である．
(ii) $d\sigma$ は持ち上げ $\lambda$ を持つ．

$1arrow 1arrow G arrow^{id}Garrow 1$

$\sigma_{L}\downarrow \sigma\downarrow$ (2.9)

$1 arrow \mathbb{T}arrow E(L, \alpha)arrow \mathscr{D}_{\ell}arrow 1$

但し下段は (2.1) の完全列である．
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3 シンプレクティック写像の持ち上げについて

$\omega,\omega’$ を $M$ 上のシンプレクティック構造として $[\omega],$ $[\omega’]$ は共に整であるものとす

る．$(L, \alpha),$ $(L’, \alpha’)$ を $M$ 上の接続付き直線束で $\tilde{\pi}^{*}\omega=-d\alpha,\tilde{\pi}^{\prime^{*}}\omega’=d\alpha’$ とする．

ここで $\tilde{\pi},\tilde{\pi}’$ は夫々 $L^{*},$ $L^{\prime*}$ から $M$ への射影である．$\ell=[(L, \alpha)]\in$ 観 $(M,\omega)$ ,
$\ell’=[(L’, \alpha’)]\in \mathscr{L}_{c}(M,\omega’)$ とする．

Proposition 3.1. $\varphi$ を $(M,\omega)$ から $(M, \omega’)$ へのシンプレクテイツク同相写像と

する．このとき $\exists_{\hat{\varphi}}$ : $Larrow L’$ diffeo が存在し次をみたす．
(i) $\hat{\varphi}^{*}\alpha’=\alpha$

(ii) 次の図式が可換になる．

$Larrow^{\varphi^{\hat{}}}L’$

$\pi\downarrow \pi’\downarrow$

$Marrow^{\varphi}M$

proof. $\varphi^{*}L’$ を $L’$ の $\varphi$ による引き戻しとする．$\tau$ : $\varphi^{*}L’arrow L’$ を $\varphi^{*}(p, u)=u$ で

定義する．ただし $p\in M,$ $u\in L_{\varphi(p)}’$ である．次の図式は可換である ( $\pi"$ は射影)

$\varphi^{*}L’arrow^{\tau}L’$

$\pi"\downarrow \pi’\downarrow$

$M arrow^{\varphi}M$

Lemma. $(L, \alpha)\sim(\phi^{*}L’,\tau^{*}\alpha)$

proof. 次が成り立つ

$d\tau^{*}\alpha’=\tau^{*}d\alpha’=\tau^{*}\tilde{\pi}^{\prime^{*}}\omega’=(\tilde{\pi}’\tau)^{*}\omega’$

$=(\varphi\tilde{\pi}")^{*}\omega’=\tilde{\pi}^{\prime/*}\varphi^{*}\omega’=\tilde{\pi}^{\prime/*}\omega.$

Th.2.2の平行移動関数 $Q_{\ell}(\gamma)$ は $\omega$ により値が決まり $\ell$ は $Q_{\ell}$ の値により定まるか
ら $(L, \alpha)\sim(\varphi^{*}L’, \tau^{*}\alpha’)$ .
この Lemma より下の図式を可換にする diffeo, $\eta$ : $Larrow\varphi^{*}L’$ が存在し

$\eta^{*}(\tau^{*}\alpha’)=\alpha$ をみたす．

$Larrow^{\eta}\varphi^{*}L’arrow^{\tau}L’$

$\pi\downarrow \pi"\downarrow \pi\downarrow$

$M id M arrow^{\varphi}M$

よって $\hat{\varphi}=\tau\circ\eta$ とすると $\hat{\varphi}$ : $Larrow L’$ は diffeo で $\hat{\varphi}^{*}\alpha’=(\tau\eta)^{*}\alpha’=\alpha$ . 図式の可
換性は明らか．QED
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$G$ を Lie群とし $(M, \omega),$ $(M, \omega’)$ を strongly G-シンプレクティック空間 (すなわ
ち $G$が strongly G-シンプレクティックに作用している多様体) とする．また $[\omega],$ $[\omega’]$

は共に整とする．$\sigma_{\omega},$ $\sigma_{\omega’}$ を $G$ の $(M,\omega),$ $(M,\omega’)$ への srongly G-シンプレクティッ
ク作用とし夫々の $E(L, \alpha),$ $E(L’, \alpha’)$ への持ち上げ $\sigma_{L},$ $\sigma_{L’}$ が存在すると仮定す

る．$\varphi$ : $(M, \omega)arrow(M, \omega’)$ をシンプレクティック同相写像とする．さらに $\forall_{g\in}G$

に対して $\varphi\sigma_{\omega}(g)=\sigma_{\omega’}(g)\varphi$ が成り立つと仮定する．今 $\ell=[(L, \alpha)]\in \mathscr{L}_{c}(M, \omega)$

とすると

$\lambda(g)=\varphi^{-1}\sigma_{\omega}^{-1}(g)\varphi\sigma_{\omega}(g)=id_{M}\in \mathscr{D}_{\ell}(M)$ .
よって $\lambda(g)=\sigma_{\omega}(e)\in$ Image $\sigma_{\omega}$ . となり Th.2.15より $\lambda$ の持ち上げ $\hat{\lambda}$ が存在する．

$\forall_{g\in G}$ について $\lambda(g)=$ id より $\hat{\lambda}(g)=m(g)\in \mathbb{T}$ . 今 $\hat{\lambda}(g)=\hat{\varphi}^{-1}\sigma_{L’}(g)^{-1}\hat{\varphi}\sigma_{L}(g)$

とおくと $\hat{\lambda}(g)=\lambda(g)=\vee$ id よってこうして定義した $\hat{\lambda}$ は $id_{M}$ の持ち上げだから
$\hat{\lambda}(g)=m(g)=e^{2\pi\sqrt{-1}\gamma(g)}\in \mathbb{T}$ . ここで $\gamma$ は $G$ の加法的指標すなわち $\gamma(g)\in \mathbb{R}$

で $\gamma(g_{1}g_{2})=\gamma(g_{1})+\gamma(g_{2})$. 今 $G$ の加法的指標 $\beta$ と $\beta’$ を $\alpha(g)=\beta(g)-\beta’(g)$ と

なるようにとる．Th 2.15において $\sigma$ の持ち上げ $\sigma_{L}$ の取り方は加法的指標の掛算
の自由度だけあった．従って上の $\sigma_{L},$ $\sigma_{L’}$ の代わりに $\tilde{\sigma}_{L}(g)=e^{2\pi\sqrt{-1}\beta(g)}\sigma_{L}(g)$ ,
$\tilde{\sigma}_{L’}(g)=e^{2\pi\sqrt{-1}\beta(g)}\sigma_{L’}(g)$ とおく と

$e^{2\pi\sqrt{-1}\gamma(g)}=e^{-2\pi\sqrt{-1}\beta’(g)}e^{2\pi\sqrt{-1}\beta(g)}\hat{\varphi}^{-1}\tilde{\sigma}_{L’}(g)^{-1}\hat{\varphi}\tilde{\sigma}_{L}(g)$ .

よって $\hat{\varphi}\tilde{\sigma}_{L’}(g)=\tilde{\sigma}_{L}(g)\hat{\varphi}$ for $\forall_{g\in G}$ をみたす．以上をまとめると
Theorem 3.2. $(M, \omega),$ $(M, \omega’)$ をシンプレクティック多様体とし $[\omega],$ $[\omega’]$ は共に

整とする．$[(L, \alpha)]\in\backslash \mathscr{L}_{c}(M,\omega),$ $[(L’, \alpha’)]\in \mathscr{L}_{c}(M, \omega’)$ とし $\sigma_{\omega},$ $\sigma_{\omega’}$ は夫々 $(M,\omega)$ ,
$(M, \omega’)$ 上の strongly G-シンプレクテイック作用で $E(L, \alpha),$ $E(L’, \alpha’)$ への持ち

上げを持つものとする．$\varphi$ : $(M, \omega)arrow(M, \omega’)$ をシンプレクティック同相写像と

し，任意の $g\in G$ #
$\grave{}$

こついて $\varphi\sigma_{\omega}(g)=\sigma_{\omega’}(g)\varphi$が成り立つものとする．このとき $\varphi$

の持ち上げ $\hat{\varphi}$ : $Larrow L’$ が存在し $\hat{\varphi}^{*}\alpha’=\alpha,\hat{\varphi}\sigma_{L}(g)=\sigma_{L’}(g)\hat{\varphi}$ for $\forall_{g}\in G$ をみた
すものが存在する．

$S_{\alpha}:=\Gamma(M;(L, \alpha)),$ $S_{\alpha’}=\Gamma(M, (L’, \alpha’))$ とする．$G$ の表現 $\rho_{\alpha}$ を $s(x)\in S_{\alpha}$

に対して $(\rho_{\alpha}(g)s)(x)=\sigma_{L}(g)s(\sigma_{\omega}(g)^{-1}x)$ で定義する．$\rho_{\alpha’}$ も同様に定義する．
$\Upsilon_{\varphi}$ : $S_{\alpha}arrow S_{\alpha’}$ を $(\Upsilon_{\varphi}s)(x)=\hat{\varphi}s(\varphi x)$ で定義する．
Proposition 3.3. $\Upsilon_{\varphi}$ は $\rho_{\alpha}$ と $\rho_{\alpha’}$ の間の intertwining operator である．
proof. $\Upsilon_{\varphi}$ は $\mathbb{C}$ 線形である．実際 $s_{1},$ $s_{2}\in S_{\alpha}$ とすると

$\Upsilon_{\varphi}(s_{1}+s_{2})(x)=\hat{\varphi}((s_{1}+s_{2})(\varphi(x)))=\hat{\varphi}(s_{1}(\varphi(x))+s_{2}(\varphi(x)))$

$=\hat{\varphi}s_{1}(\varphi(x))+\hat{\varphi}s_{2}(\varphi(x))=\Upsilon_{\varphi}(s_{1})(x)+\Upsilon_{\varphi}(s_{2})(x)$ .
よって $\Upsilon_{\varphi}(s_{1}+s_{2})=\Upsilon_{\varphi}(s_{1})+\Upsilon_{\varphi}(s_{2})$ を得る．$m\in \mathbb{C}$ に対して

$\Upsilon(ms(x))=\Upsilon_{\varphi}ms(x)=\hat{\varphi}ms(\varphi(x))=m\hat{\varphi}s(\varphi(x))=m\Upsilon_{\varphi}(s(x))$.

179



よって $\Upsilon_{\varphi}ms=m\Upsilon_{\varphi}s$ . 従って $\Upsilon_{\varphi}$ は $\mathbb{C}$ 線形．任意の $g\in G$ に対して

$\Upsilon_{\varphi}(\rho_{\alpha}(g)s(x))=\Upsilon_{\varphi}(\sigma_{L}(g)s(\sigma_{\omega}(g)^{-1}x)=\hat{\varphi}\sigma_{L}s(\varphi\sigma_{\omega}(g)^{-1}x)$

$=\sigma_{L’}(g)\hat{\varphi}_{\mathcal{S}}(\sigma_{\omega’}(g)^{-1}\varphi x)=\rho_{\alpha’}(g)\hat{\varphi}s(\varphi x)=\rho_{\alpha’}(g)\Upsilon_{\varphi}s(x)$.
よって $\Upsilon_{\varphi}\rho_{\alpha}(g)=\rho_{\alpha’}(g)T_{\varphi}$ for $\forall_{g}\in G$ が成り立つ．QED

4 戸田フローの inertwining operatorへの持ち上げ

$K=R\backslash U$ は $\mathfrak{k}=\{(\begin{array}{lll}0 to 0q O 00 t_{P} 0\end{array})|p,$ $q\in \mathbb{R}^{n-2}\}$ とすると $K=E_{n}+\mathfrak{k}$ と書け

る．$x=E_{n}+w\in K,$ $w\in \mathfrak{k}$ に対して $P$ の $K$ への作用 $\rho$ を $g\in P$ とすると

$\rho(g)x=E_{n}+\pi_{u}(Ad(g)w)$ (4.1)

で定義する．但し $\pi_{u}$ は $\mathfrak{g}$ から $u$ への射影．

Proposition 4.1. $\rho$ は $P$ の $K$ 上の作用になっている．

proof. まず $\rho(g)x\in K$ を示す．$\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n}$ の行列単位 $E_{i,j}$ に対してそのウエイトを

$wt(E_{i,j})=i-j$ で定義する．$wt(E_{n,1})=n-1$ となる．$A=\{I=(i,j)\in \mathbb{Z}^{2}\}1\leq$

$i\leq n-1,2\leq i\leq n\}$ とする．$(i,j)\in A$及び $2\leq k\leq n-1$ に対し $[E_{i,j}, E_{k,1}]=0$

or $wt([E_{i,j}, E_{k,1}])=i-j+k-1.$ $[E_{i,j}, E_{k,1}]\neq 0$ とする．$(i,j)\in A$ より
$i-j=n-\ell,$ $\ell=3,$

$\ldots,$ $2n-1$ と書ける．$i-j+k-1=n-1$ とすると $n-(i-j)=k.$
$2\leq k\leq n-1$ より $k=2$ のとき $i-j=n-2$. しかし $A\cap\{(i,j)|i-j=n-2\}=\phi.$

次に $k=3$ とすると $A\cap\{(i,j)|i-j=n-3\}=(n-1,2)$ . しかし $[E_{n-1,2}, E_{3,1}]$ は

$E_{n,1}$ という項を含みえない．以下 $k=4,$ $\ldots,$ $n-1$ としても同様に $[E_{i,j}, E_{k,1}]$ は

$E_{n,1}$ を項として含みえないことが分かる．同様に $(i,j)\in A$ のときも $[E_{i,j}, E_{n,k}]$ は

$E_{n,1}$ を項として含まないことが分かる．よって $\pi_{u}($Ad $gw)\in \mathfrak{k}$ . 従って $\rho(g)x\in K.$

次に $a,$ $b\in P$ とすると

$\rho(ab)x=E_{n}+\pi_{u}(Ad(ab)w)=E_{n}+\pi_{u}$($Ad$ $a($ $Ad$ $bw)$ )

$=E_{n}+\pi_{u}(Ad a(\pi_{u}(Adbw)+\mathfrak{p}))=E_{n}+\pi_{u}$ (Ad $a(\pi_{u}(Ad bw))$

$=\rho(a)(E_{n}+\pi_{u}(Ad bw))=\rho(a)(\rho(b)x)$ . QED

Remark. $\mathfrak{g}$ の $\mathfrak{p}-u$ 分解を使うため $\pi_{u}$ は $\pi_{t}$ に替えられない．
$K_{\phi}=K_{0}$ への $P$ の作用 $\rho_{0}$ を Prop.4.1で定義したものとする．$\rho_{0}$ を $\mathfrak{X}(G/P)$

全体へ拡張する．$\phi_{0,\sigma}$ を $K_{0}$ から $K_{\sigma}$ への座標変換とする．任意の $g\in G$ に対し
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て次の図式が可換となるように $\rho_{\sigma}(g)$ を定義する．

$\phi_{0\sigma}$

$K_{0}\cap K_{\sigma}arrow\phi_{0\sigma}(K_{0}\cap K_{\sigma})$

$\rho o(g)\downarrow \rho_{\sigma}(g)\downarrow$

$\phi_{0\sigma}$

$K_{0}\cap K_{\sigma}arrow\phi_{0\sigma}(K_{0}\cap K_{\sigma})$

$a,$ $b\in P$ とすると $x\in\phi_{0\sigma}(K_{0}\cap K_{\sigma})$ に対して

$\rho_{\sigma}(ab)x=\phi_{0\sigma}\rho_{0}(ab)\phi_{0\sigma}^{-1}x=\phi_{0\sigma}\rho_{0}(a)\rho_{0}(b)\phi_{0\sigma}^{-1_{X}}$

$(\phi_{0\sigma}\rho_{0}(a)\phi_{0\sigma}^{-1})(\phi_{0\sigma}\rho_{0}(b)\phi_{0\sigma}^{-1})x=\rho_{\sigma}(a)(\rho_{\sigma}(b)x)-\cdot$

よって $\rho_{\sigma}$ は $P$ の $\phi_{0\sigma}(K_{0}\cap K_{\sigma})$ 上の作用になっている．$\phi_{0\sigma}$ は $K_{\sigma}$ 上 open dense
だから任意の $g\in P$ について $\rho_{\sigma}(g)$ を $K_{\sigma}$ 上に解析的に拡張できる．それをあら
ためて $\rho_{\sigma}(g)$ と書こう．$a,$ $b\in P$ について

$\rho_{\sigma}(ab)|_{\phi_{0\sigma}(K_{0}\cap K_{\sigma})}=\rho_{\sigma}(a)\rho_{\sigma}(b)|_{\phi_{0\sigma}(K_{。}\cap K_{\phi})}$

であったから，これをそのまま $K_{\sigma}$ 上に拡張出来て $\rho_{\sigma}(ab)=\rho_{\sigma}(a)\rho_{\sigma}(b)$ とな

る．よって $\rho_{\sigma}$ は $P$ の $K$。上の作用になっている．今任意の $g\in P$ に対して
$\rho(g)$ : $\mathfrak{X}(G/P)arrow \mathfrak{X}(G/P)$ を $\rho(g)|_{K_{。}}=\rho_{\sigma}(g)$ で定義する．
Proposition 4.2. $\rho$ は $P$ の $\mathfrak{X}(G/P)$ 上の作用になっている．
proof. この定義が well-defined であることを見れば良い．$\sigma,$ $\tau\in \mathfrak{S}_{n}$ とし $x\in$

$K_{\sigma}\cap K_{\tau}$ とする．$K_{\sigma}\cap K_{\tau}\cap K_{0}=(K_{\sigma}\cap K_{0})\cap(K_{\tau}\cap K_{0})$ は $K_{\sigma}\cap K_{\tau}$ で $oPen$

dense. $\phi_{\sigma\tau}$ : $\phi_{0\sigma}(K_{0}\cap K_{\sigma}\cap K_{\tau})arrow\phi_{0\tau}(K_{0}\cap K_{\sigma}\cap K_{\tau})$ を $\phi_{\sigma\tau}=\phi_{0\tau}\phi_{0\sigma}^{-1}$ で定義
する．この $\phi_{\sigma\tau}$ を $K$。に解析的に拡張したものを $K_{\sigma}$ から $K_{\tau}$ への座標変換とし
同じ記号を使う．任意の $g\in P$ に対して

$\phi_{\sigma\tau}\rho_{\sigma}(g)=\phi_{0\tau}\phi_{0\sigma}^{-1}\rho_{\sigma}(g)=\phi_{0\tau}\phi_{0\sigma}^{-1}\phi_{0\sigma}\rho_{0}(g)\phi_{0\sigma}^{-1}$

$=\phi_{0\tau}\rho_{0}(g)\phi_{0\sigma}^{-1}=\phi_{0\tau}\rho_{0}(g)\phi_{0\tau}^{-1}\phi_{0\tau}\phi_{0\sigma}^{-1}=\rho_{\tau}(g)\phi_{\sigma\tau}\backslash \cdot$

よって $\phi_{\sigma\tau}\rho_{\sigma}(g)=\rho_{\tau}(g)\phi_{\sigma\tau}$ が $K_{\sigma}\cap K_{\tau}\cap K0$ 上成り立っ．$K_{\sigma}\cap K_{\tau}\cap K0$ は
$K_{\sigma}\cap K_{\tau}$ 上 open dense だから $K_{\sigma}\cap K_{\tau}$ 上 $\phi_{\sigma\tau}\rho_{\sigma}(g)=\rho_{\tau}(g)\phi_{\sigma\tau}$ が成り立つ．よっ
て $\rho(g)$ は任意の $g\in P$ について well-defined QED

$\Sigma\in \mathscr{F}_{Toda}$ に対し $\mathfrak{X}(G/P)$ 上の接続付き直線束 $(L, \alpha_{\Sigma})$ が定義された．$\mathfrak{X}(G/P)$
上のシンプレクティック構造 $\omega\Sigma$ が $\varpi^{*}\omega_{\Sigma}=d\alpha_{\Sigma}$ にょり定義される．ここで $\varpi$ は
$L$ から $\mathfrak{X}(G/P)$ への射影とする．以後直線束あるいはその部分束から $\mathfrak{X}(G/P)$ へ

の射影を $\varpi\ldots$ で表し $G/P$ あるいはその部分多様体から $\mathfrak{X}(G/P)$ への射影を $\pi\ldots$

で表わすことにする．$(L, \alpha_{\Sigma})$ の存在から $[\omega_{\Sigma}]$ は必然的に整で Th.2.1より次の完
全列を得る

$1arrow \mathbb{T}arrow E(L, \alpha_{\Sigma})arrow \mathscr{D}\ell_{\Sigma}arrow1$ (4.2)
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但し $\ell_{\Sigma}=[(L, \alpha\Sigma)]$ とする．さて Prop.4.2で定義した $P$ の作用が $\mathscr{D}_{\ell_{\Sigma}}(\mathfrak{X}(G/P))$

に属し $E(L, \alpha\Sigma)$ に持ち上げられることを示す．$\varpi^{-1}(K_{0})=$ Uo $\cross R\mathbb{C}$ であること

から任意の $u\in\varpi^{-1}(K_{0})$ は $u=[gP, m],$ $gP\in U_{0},$ $m\in \mathbb{C}$ と表わせる．今 $\rho 0$ が

$U_{0}$ への作用に持ち上がったとする．すなわち $P$ の作用で次の図式を可換にする
ものが定義できたとする．

$U_{0}arrow^{\rho\tilde {}0}U_{0}$

$\pi 0\downarrow \pi 0\downarrow$

$K_{0}arrow^{\rho 0}K_{0}$

このとき $\hat{\rho}_{0}$ を $\hat{\rho}_{0}(a)u=[\tilde{\rho}_{0}(a)gP, m]$ で定義すれば $\hat{\rho}_{0}$ は $\varpi^{-1}(K_{0})$ の $P$ の作用

$\downarrow$になる．$U_{0}\simeq R\cross K$ より $P$ の作用を $g=(\begin{array}{lll}p tu m0 Q v0 t_{0} q\end{array})\in P$ としたとき

$t_{c}\in R$ に対して $\rho_{1}(g)t_{c}=t_{(q/p)c},$ $\rho_{2}(g)$ を Prop.4.1で定義した $P$ の $K$ への作用

とすると $\tilde{\rho}_{0}(g)=\rho_{1}(g)\cross\rho_{2}(g)$ で定義する．以前と同じ手法で $\tilde{\rho}_{0}(g)$ を $P$ の作用

を $G/P$ 全体に拡張したものを $\tilde{\rho}(g)$ と書く．よって任意の $g\in P$ に対して diffeo
$\hat{\rho}(g)$ : $Larrow L$ が定義された．$\hat{\rho}(g)\in E(L, \alpha\Sigma)$ とするために $\hat{\rho}$ を $P$ のある部分群
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ に制限する．今

$P_{0}=\{(\begin{array}{lll}\pm l tu m0 Q v0 t_{0} \pm 1\end{array})\}\subset P$

.

とする．$\rho|_{P_{0},\tilde{\rho}}|_{P_{0},\hat{\rho}1_{P_{0}}}$ をあらためて $\rho,\tilde{\rho},\hat{\rho}$ と書く．$(L, \alpha\Sigma)$ に対し $\hat{\rho}(g)^{*}\alpha\Sigma=$

$\alpha_{\tilde{\rho}(g)\cdot\Sigma}$ . ところで $a$ 欧恥とすると $(p(gP), q(gP), \mu(gP))$ を $\Sigma$ の局所座標とした
とき $\tilde{\rho}(a)^{*}\mu(gP)=\mu(gP)$ .

$\backslash$

よって $\tilde{\rho}(a)\cdot\Sigma=\Sigma$ となり $\hat{\rho}(g)^{*}\alpha_{\Sigma}=\alpha_{\tilde{\rho}(g)\cdot\Sigma}=\alpha.$

$\mathfrak{p}_{0}=$ Lie $P0$ とする．

Proposition 4.3. 上で定義した $\rho$ が $\mathfrak{X}(G/P)$ への strongly $P_{0}$ -symplectic 作用
で $H^{2}(\mathfrak{p}_{0};\mathbb{R})=0$ とすると瑞の作用 $\rho:P_{0}arrow \mathscr{D}_{\omega}(\mathfrak{X}(G/P))$ の持ち上げ $\hat{\rho}$ : $P_{0}arrow$

$E(L,\alpha_{\Sigma})$ が存在する．
$\Sigma\in \mathscr{F}_{Toda}$ に対し戸田格子の Hamiltonian flow により $\mathfrak{X}(G/P)$ 上のシンプ

レクティック同相 $—t$ : $(\mathfrak{X}(G/P),\omega_{\Sigma})arrow(\mathfrak{X}(G/P),\omega_{\Psi_{t}\cdot\Sigma})$ が定義された 三 t を

誘導した $\Psi_{t}$ は diffeo. よって $\Psi_{t}U_{\sigma}\subset U_{\sigma}$ . 従つて $–t\subset K_{\sigma}$ for $\forall_{\sigma}\in \mathfrak{S}_{\sigma}.$

$\rho$ : $Garrow \mathscr{D}_{\ell}(\mathfrak{X}(G/P))$ を $\rho\Sigma$ と書こう．その持ち上げを $\hat{\rho}\Sigma$ と書こう．$\rho\Sigma$ は

$\mathfrak{X}(G/P)$ の座標変換で定義されるから次の図式は可換である．

$\mathfrak{X}(G/P)arrow^{---t}\mathfrak{X}(G/P)$

$\rho z(g)\downarrow \rho_{\Psi_{t}\cdot\Sigma}^{\downarrow\iota}$

$\mathfrak{X}(G/P)arrow^{-\overline{}-t}\mathfrak{X}(G/P)$
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よって Th32により三 t の持ち上げ $-\wedge-t-$ : $(L, \alpha_{\Sigma})arrow(L’, \alpha_{\Psi_{t}\cdot\Sigma}),$ $\alpha=\alpha_{\Psi_{t}\cdot\Sigma}\underline{\underline{\wedge}}*$

が存在し任意の $g\in P_{0}$ に対して

$\hat{\rho}_{\Psi_{t}\cdot\Sigma}(g)_{-t-t}^{-}=-\hat{\rho}\Sigma(g)\underline{\underline{\wedge}}\wedge$

をみたす．$\rho$ を \S 3で定義した $\rho\Sigma$ により誘導される瑞の $\Gamma(\mathfrak{X}(G/P);(L, \alpha_{\Sigma}))$ 上

の表現とすると Prop.3.3により $\rho\Sigma$ と $\rho_{\Psi_{t}\cdot\Sigma}$ の間の intertwining operator $\Upsilon_{E_{t}}$ が

定義される．以上をまとめると

Theorem. $\Sigma\in \mathscr{F}_{Toda}$ とする．このとき戸田格子の Hamiltonian$\acute{}$ flow による
シンプレクティック構造の軌道 $\{\omega_{\Psi_{t}\cdot\Sigma}|t\in \mathbb{R}^{n}\}$ に対し一つの瑞の表現の同値な
class $[(\rho\Sigma, \Gamma(\mathfrak{X}(G/P);L)]$ が対応する．
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