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概要

Length spectrum は，リーマン面上の素な閉測地線の長さの集合として定義される．Bogomolny-
Leyvraz-Schmit (1996) と Peter (2002) は，モジュラー群に関するリーマン面上の length spectrum
の重複度の 2乗和に関する漸近公式を導いた．本稿では，その漸近公式を任意のべき乗和および
任意の合同部分群に対して拡張できたので，その成果をまとめる．なお，本稿では証明を大幅に
省略したが，詳細は [8] を参照していただきたい．

1 導入

$H$ $:=\{x+y\sqrt{-1}, y>0\}$ を複素上半平面，$\Gamma$ を $vol(\Gamma\backslash H)$ が有限になるような $SL_{2}(\mathbb{R})$ の離散部分
群とする．Prim(r) を $\Gamma$ の素な双曲的共役類の集合，$N(\gamma)$ を $\gamma\in$ Prim(r) の固有値の大きいほうの
2乗とする．このとき，次の漸近式が成り立つ (素測地線定理，[20,9]).

$\pi_{\Gamma}(x):=\#\{\gamma\in$ Prim$(\Gamma)|N(\gamma)<x\}\sim$ li $(x)$ as $xarrow\infty$ . (1)

次に Tr $(\Gamma)$ を $\gamma\in$ Prim $(\Gamma)$ の $tr\gamma$ の集合，$mr(t)$ を $tr\gamma=t$ をみたす $\gamma\in$ Prim $(\Gamma)$ の個数．ここで，

$tr\gamma=N(\gamma)^{1/2}+N(\gamma)^{-1/2}, N(\gamma)^{1/2}=\frac{1}{2}(tr\gamma+\sqrt{(tr\gamma)^{2}-4})$ ,

なので，$\{(t, mr(t))\}_{t\in Tr(\Gamma)}$ を $\Gamma\backslash H$上の length spectrum とみなせる．また，素測地線定理 (1) は次
のように記述できる．

$\pi_{\Gamma}(x^{2})= \sum m_{\Gamma}(t)\sim 1i(x^{2})$ . (2)
$t\in Tr(\Gamma)t<x$

Length spectrum はリーマン面を特徴づけ，という観点から重要な研究対象である．というのも，
2つのコンパクトリーマン面において，length spectrum が一致することとラプラシアンのスペクト
ルが一致することは同値である，ということが知られている ([Huber]). 加えて，セルバ–グの跡公
式の幾何サイドが length spectrum で記述できることから，跡公式は length spectrum とラプラシア
ンのスペクトルの関係式を与えているといえる．
ラプラシアンの固有値と比べると，length spectrum は $2\cross 2$行列の跡で与えられるので，直感的に

わかりやすそうな感じがする．しかし実際には，わかっていることは必ずしも多くなく，モジュラー
群と同じ 2元生成のヘッケ三角形群に対してすら，length spectrum を初等的にあらわすことは今の
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ところできていない．また，その漸近的な挙動については，重複度 $m_{\Gamma}(t)$ が任意の $\Gamma$ について非有
界であること [15] や，素測地線定理から重複度の和が (2) とあらわされることが知られているが，
般的にこれ以上のことはわかっていない．実はこれに対しては，「length spectrum の漸近的な挙動に
は，一般的に何か法則性があるはずだが，まだわかつていない」のではなく，「 $\Gamma$ によって，挙動が違
う」 と指摘する研究者も少なくない．とくに，$\Gamma$ が数論的 (arithmetic) の場合には重複度が大きく，
そうでないときには重複度は小さい，と考えられており，この相違点は，ラプラシアンの固有値の分
布にも影響を与えている，ともいわれている [2,3,12,13] が，厳密な証明はまだまだ先のようである
([22, 12, 18, 6]).
本稿では，$\Gamma$ がモジュラー群およびその合同部分群であるとき $m_{\Gamma}(t)$ の増大度について調べる．モ
ジュラー群の場合には明らかに Tr$(SL_{2}(\mathbb{Z}))=\mathbb{Z}_{\geq 3}$ であり，合同部分群の場合にも Tr $(\Gamma)\subset \mathbb{Z}_{\geq 3}$ であ

ることはすぐにわかる．なので，これらの群に関する素測地線定理 (2) は整数に関する和として，次
のように書ける．

$\pi\Gamma(x^{2})=\sum_{3\leq t<x}m_{\Gamma}(t)\sim 1i(x^{2})$
. (3)

一般に，$mr(t)$ を初等的な対象を使って表すことは難しいが，合同部分群のときは $m_{\Gamma}(t)$ を不定値 2
元 2次形式の類数を用いて表せる ([17, 7], Proposition 2.1, 2.2). Bogomolny-Leyvraz-Schmit [3] や
Peter [14] は，古典的な解析数論における類数に関する研究成果やそこで用いられたアプローチを応
用し，$\Gamma=SL_{2}(\mathbb{Z})$ と整数 $r\geq 0$ について次の漸近公式を得た．

$\pi_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(2)}(x^{2};r):=\sum_{3\leq t<x}m_{SL_{2}(\mathbb{Z})}(t)m_{SL_{2}(\mathbb{Z})}(t+r)\sim c_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(2)}(r)1i_{2}(x^{3})$
. (4)

ここで，$h_{2}(x):=\int_{2}^{x}(\log t)^{-2}dt$ で，$c_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(2)}(r)$ は素数に関する積であらわされる定数である ([3, 14]).
さらに，Lukianov[ll] は合同部分群 $\Gamma_{0}(n)$ と不定値四元数環の単数群から得られる余コンパクトな $\Gamma$

に対して，同様の漸近公式を得た．実は，この漸近公式にあらわれる定数 $c_{\Gamma}^{(2)}(0)$ は，ラプラシアン
の固有値のばらつきを表す number variance に関する漸近式にあらわれる ([16, 11]) ことが知られ
ている．

本稿の主結果は以下のとおりである．

Theorem 1.1. $k\geq 2$ を整数，$r$ $:=(r_{1}, \cdots, r_{k})\in \mathbb{Z}^{k}$ とし，$\Gamma$ を $SL_{2}(\mathbb{Z})$ の合同部分群とする．この
とき，次が成り立つ．

$\pi_{\Gamma}^{(k)}(x^{2};r):=\sum_{3\leq t<x}m_{\Gamma}(t+r_{1})\cdots m_{\Gamma}(t+r_{k})\sim c_{\Gamma}^{(k)}(r)1i_{k}(x^{k+1})$
,

ここで，li$k(X)$ $:= \int_{2}^{x}(\log t)^{-k}dt$で，$c_{\Gamma}^{(k)}(r)$ は定数である (具体的な記述は Theorem 3.1で述べる).

2 合同部分群に関する length spectrum
自然数 $n\geq 1$ に対して，$\mathbb{Z}_{n}:=\mathbb{Z}/n\mathbb{Z},$

$\Gamma(n) :=Ker(SL_{2}(\mathbb{Z})^{proj}arrow SL_{2}(\mathbb{Z}_{n}))=\{\gamma\in SL_{2}(\mathbb{Z})|\gamma\equiv Imod n\},$

$\hat{\Gamma}(n) :=Ker(SL_{2}(\mathbb{Z})^{proj}arrow PSL_{2}(\mathbb{Z}_{n}))=\{\gamma\in SL_{2}(\mathbb{Z})|\gamma\equiv\alpha Imod n, \alpha^{2}\equiv 1mod n\},$
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とおく．本稿では，$\Gamma$ が $\hat{\Gamma}(n)\subset\Gamma\subset SL_{2}(\mathbb{Z})$ で，すべての $m<n$ に対して，$\Gamma\not\supset\hat{\Gamma}(m)$ であるとき，
$\Gamma$ を階数 $n$ の合同部分群という．

この節では，合同部分群に関する length spectrum を不定値 2元 2次形式を用いてあらわす．

2.1 2次形式とモジュラー群

まず，
$Q(x, y)=[a, b, c]:=ax^{2}+bxy+cy^{2}$

を係数 $a,$ $b,$ $c\in \mathbb{Z}(gcd(a, b, c)=1)$ をもつ 2元 2次形式とし，$D=D(Q):=b^{2}-4ac$ を $[a, b, c]$ の

判別式とする．$Q(x, y)=Q’((x, y)g)$ をみたす $g\in SL_{2}(\mathbb{Z})$ が存在するとき，2つの 2次形式 $Q$ と
$Q’$ が同値である $(Q\sim Q’)$ という．$h(D)$ を判別式 $D$ をもつ 2次形式の同値類の個数とする．判別
式 $D$ が正であるとき，ペル方程式 $t^{2}-Du^{2}=4$ の解 $(t, u)$ が無限に存在することが知られている．
$t^{2}-Du^{2}=4$ の $i$ 番目の正の解を $(tu)=(t_{j}(D), u_{j}(D))$ と書き，$\epsilon j(D)$ $:=(t_{j}(D)+uj(D)\sqrt{D})/2$

とおく．$\epsilon(D)=\epsilon_{1}(D)$ は $D$ の狭義の基本単数とよばれており，$\epsilon J(D)=\epsilon(D)^{j}$ をみたす．
2次形式 $Q=[a, b, c]$ とペル方程式の正の解 $(t, u)$ に対して，$SL_{2}(Z)$ の元

$\gamma(Q, (t, u));=(^{\frac{t+bu}{2}}au \frac{t-b-cu\eta 4}{2})\in SL_{2}(\mathbb{Z})$ . (5)

を定義する．逆に，$\gamma=(\gamma_{ij})_{1\leq i,j\leq 2}\in SL_{2}(Z)$ に対して，

$t_{\gamma}:=\gamma_{11}+\gamma_{22}, u_{\gamma}:=gcd(\gamma_{21}, \gamma_{11}-\gamma_{22}, -\gamma_{12})$ ,
$a_{\gamma}:=\gamma_{21}/u_{\gamma}, b_{\gamma}:=(\gamma_{11}-\gamma_{22})/u_{\gamma}, c_{\gamma}:=-\gamma_{12}/u_{\gamma}$ , (6)

$Q_{\gamma}:=[a_{\gamma}, b_{\gamma}, c_{\gamma}], D_{\gamma}:= \frac{t_{\gamma}^{2}-4}{u_{\gamma}^{2}}=b_{\gamma}^{2}-4a_{\gamma}c_{\gamma}$

とおく．(5) と (6) は，$SL_{2}(\mathbb{Z})$ の素な双曲類と原始的不定値 2元 2次形式の同値類の間の 1対 1の対
応を与えている ([17] と [5] の第 5章を参照). なので，$\Gamma=SL_{2}(Z)$ の場合の重複度 $m_{\Gamma}(t)$ は次のよ
うにあらわされる．

PrQposition 2.1. $t\geq 3$ を整数とすると，次が成り立っ．

$m_{SL_{2}(\mathbb{Z})}(t)= \sum_{u\in U(t),j_{t,u}=1}h(D_{t,u})$
,

ここで，$D_{t,u}$ $:=(t^{2}-4)/u^{2},$ $U(t)$ $:=\{u\geq 1|u^{2}|t^{2}-4, D_{t,u}\equiv 0,1mod 4\},$

$j_{t,u}:= \max\{j\geq 1|\epsilon_{j}(D_{t,u})=\frac{1}{2}(t+\sqrt{t^{2}-4})\}$

である．
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2.2 合同部分群の場合

Venkov-Zografの公式 [23] を使うと，次が成り立つことが分かる．

$\hat{m}_{\Gamma}(t);=\sum_{\gamma\in Prim(\Gamma)\dot{o}\geq 1}J$

$\gamma\in$Prim
$\sum_{(SL_{2}(\mathbb{Z})),j\geq 1}J$

$\underline{1}. = \underline{1}_{tr\chi_{\Gamma}(\psi)}$ , (7)

$t_{\gamma^{j}}=t t_{\gamma^{j}}=t$

ここで，$xr:=Ind_{\Gamma}^{SL_{2}(\mathbb{Z})}1$ である．$\Gamma$ が合同部分群である場合，$tr\chi_{\Gamma}(\gamma)$ は $(t_{\gamma}, u_{\gamma})$ にのみ依存するの
で，次が得られる．

Proposition 2.2. $n\geq 1$ と $t\geq 3$ を整数とし，$\Gamma$ を階数 $n$ の合同部分群とする．すると，次が成り
立つ．

$\hat{m}_{\Gamma}(t)=\sum\frac{1}{j_{t,u}}\omega_{\Gamma}(t, u)h(D_{t,u})$ , (8)
$u\in U(t)$

ここで，$0\leq\omega r(t, u)\leq[SL_{2}(\mathbb{Z}):\Gamma]$ である．

3 Theorem 1.1の証明

3.1 係数 $c_{\Gamma}^{(k)}(r)$ の表示

Theorem 1.1の係数 $c_{\Gamma}^{(k)}(r)$ は次のように記述できる．

Theorem 3.1. $t\geq 3$ を整数，$\Gamma$ を $SL_{2}(Z)$ の合同部分群，

$I_{\Gamma}(t);= \frac{\log(\frac{1}{2}(t+\sqrt{t^{2}-4}))}{\sqrt{t^{2}-4}}\hat{m}_{\Gamma}(t)$

とする．このとき，任意の $k\geq$ l, r: $=(r_{1}, \cdots, rk)\in \mathbb{Z}^{k-1}$ に対して，極限

$c_{\Gamma}^{(k)}( r) :=\lim_{xarrow\infty}\frac{1}{x}\sum_{3\leq t\leq x}I_{\Gamma}(t+r_{1})\cdots I_{\Gamma}(t+r_{k})$

が存在し，

$c_{\Gamma}^{(k)}( r)=\prod_{p}(\lim_{\downarrowarrow\infty}p^{l(k-1)}\sum_{m\in\mathbb{Z}_{p^{l}}}F_{\Gamma}(m+r_{1};p^{l})\cdots F_{\Gamma}(m+r_{k};p^{l}))$

が成り立つ．ただし，

$F_{\Gamma}(m;n):= \frac{\neq\{\gamma\in\Gamma(n)\backslash \Gamma(n)\Gamma|tr\gamma\equiv mmod n\}}{\#\Gamma(n)\backslash \Gamma(n)\Gamma}$

である．

“Theorem $3.1\Rightarrow$ Theorem 1.1”であることは容易にわかるので，以下，Theorem 1.1の代わりに
Theorem 3. 1を証明する．
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3.2 $I_{\Gamma}(t)$ を周期関数で近似する

Peter[14] はモジュラー群の場合に，$I_{SL_{2}(\mathbb{Z})}(t)$ を周期関数で近似し，その性質を使って $m_{SL_{2}(\mathbb{Z})}(t)$

の 2乗和に関する結果を得た．本稿では，その手法を踏襲する．なお，本節の算術関数に関する議論
については [19] を参照すると理解しやすい．
整数 $q\geq 1$ と算術関数 $f$ : $\mathbb{N}arrow \mathbb{C}$ に対して，セミノルム

$||f||_{q}:=( \lim xarrow\infty\sup\frac{1}{x}\sum_{1\leq n\leq x}|f(n)|^{q})^{1/q}$

を定義する．任意の $\epsilon>0$ に対して，$||f-h||_{q}<\epsilon$ をみたす周期関数 $h$ が存在するとき，関数 $f$ を
q-limit periodic function とよぶ．$\mathcal{D}^{q}$ を $q$-limit periodic functionの集合とすると，$||fi-f_{2}||_{q}=0$ な
る関数 $fi,$ $f_{2}$ を同一視することで，$\mathcal{D}^{q}$ はノルム $||*||_{q}$ をもつバナッハ空間になる．
ここで，周期関数の性質から，次の命題が成り立つことがわかる．

Proposition 3.2. $q\geq 1$ を整数，$fi,$ $\cdots,$ $f_{q}\in \mathcal{D}^{q}$ で，義は周期関数の列 $\{f_{ij}\}_{j\geq 1}$ によって近似さ

れる，つまり，$||f_{ij}-f_{i}||_{q}arrow 0(jarrow\infty)$ をみたすとする．このとき，$fi_{j},$ $\cdots,$ $f_{qj}$ は同じ周期 $N_{j}$

$\rho_{imN_{j}=\infty)}jarrow\infty$ をもつと考えてよい．すると，次が成り立っ．

$\lim_{xarrow\infty}\frac{1}{x}\sum_{1\leq t\leq x}f_{1}(t)\cdots f_{q}(t)=\lim_{jarrow\infty}N_{j}^{q-1}\sum_{m\in \mathbb{Z}_{N_{j}}}F_{1j}(m;N_{j})\cdots F_{qj}(m;N_{j})$ .

ここで，

$F_{ij}(m;N_{j}):= \lim_{xarrow\infty}\frac{1}{x}\sum_{N_{j}t\equiv mmod}f_{ij}(t)=\frac{1}{N_{j}}f_{ij}(m)1\leq t\leq x$

である 口

次に，$I_{\Gamma}$ が $q$-limit periodic であることを示す．$I_{\Gamma}$ の定義と類数公式から，

$I_{\Gamma}(t)= \sum_{u\in U(t)}\omega_{\Gamma}(t, u)u^{-1}L(1, D_{t,u})$

とあらわせる．ここで，$L(1, D_{t,u}):= \prod_{p}(1-(D_{t,v}/p)p^{-1})^{-1}$である．整数 $P\geq 2,$ $M\geq 1$ に対して，

$\beta_{\Gamma,P,M}(t):=\sum_{u\in U(t)}\omega_{\Gamma}(t, u)u^{-1}\prod_{p\leqP}(1-(D_{t,u}/p)p^{-1})^{-1}$

$p|u\Rightarrow p\leq Pord_{p}u\leq M$

とおく．$\Gamma=SL_{2}(\mathbb{Z})$ のとき，$\beta_{\Gamma,P,M}(t)$ は周期 $B_{P,M}$ $:=2^{2M+3} \prod_{2<p\leq p}p^{2M+1}$ をもつ関数である．
Peter [14] はすべての $q\geq 1$ に対して，$I_{SL_{2}(\mathbb{Z})}$ が $\beta_{SL_{2}(\mathbb{Z}),P,M}$ で近似できる $q$-limit periodic な関数で
あることを示した．

また，$\Gamma$ が階数 $n$ の合同部分群であるとき，$\omega_{\Gamma}(t, u)$ は有限群 $PSL_{2}(\mathbb{Z}_{n})$ の指標から得られている
ので，$\beta_{\Gamma,P,M}(t)$ は周期 $n^{2}B_{P,M}$ をもっ関数であることが分かる．このとき，モジュラー群に関する
Peter [14] の結果を使うと，合同部分群に関しても，任意の $q$ に対して，$I_{\Gamma}\in \mathcal{D}^{q}$ であることが分かる．
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Lemma 3.3. 任意の $q\geq 1$ に対して，

$||I_{\Gamma}-\beta_{\Gamma,P,M}||_{q}\ll P^{-\epsilon}+2^{-M}(\log P)^{2}$ as $P,$ $Marrow\infty$

をみたす定数 $\epsilon>0$ が存在する．

Proof. $\Gamma=SL_{2}(\mathbb{Z})$ のときは，Peter [14] の Lemma 3.1, Proposition 3.7, Corollary 4.2によって示さ

れている．あとは，$0\leq\omega r(t,u)\leq$ [SL2 $(\mathbb{Z}):\Gamma$] であることを利用すれば，合同部分群に対しても証
明できる 口

3.3 $I_{\Gamma}(t)$ の部分和

ここでは，Theorem 3.1にある $c_{\Gamma}^{(k)}(r)$ の表示を得るために，$I_{\Gamma}(t)$ の部分和に関する漸近式を求め
る．まず，チェボタレフ型素測地線定理を準備する．

Theorem 3.4. (チェボタレフ型素測地線定理，$[1Z21J)\Gamma_{1},$ $\Gamma_{2}$ を $SL_{2}(\mathbb{R})$ の離散部分群で，$vol(\Gamma_{1}\backslash H)<$

$\infty,$ $\Gamma_{1}\triangleright\Gamma_{2},$ $[\Gamma_{1} : \Gamma_{2}]<\infty$ をみたすとする．このとき，$[g]\in$ Coni $(\Gamma_{2}\backslash \Gamma_{1})$ に対して，

$\neq\{\gamma\in$ Prim$(\Gamma_{1})|\sigma(\gamma)\subset[g],$ $N( \gamma)<x\}\sim\frac{\#[g]}{\#\Gamma_{2}\backslash \Gamma_{1}}$ li $(x)$ (9)

が成り立つ．ここで，$\sigma$ : $\Gamma_{1}arrow\Gamma_{2}\backslash \Gamma_{1}$は自然な射影である．□

跡 $tr\gamma$ は共役関係で保存されるので，Theorem 3.4を使うと次の補題を得る．

Lemma 3.5. $N\geq 1$ を整数とし，$m\in \mathbb{Z}_{N},$ $\Gamma$ を $SL_{2}(Z)$ の合同部分群とする．このとき，次が成り
立つ．

$\lim_{xarrow\infty}\frac{1}{x} \sum_{3\leq t\leq x,t\equiv mmod N}I_{\Gamma}(t)=\frac{\#\{\gamma\in\Gamma(N)\backslash \Gamma\Gamma(N)|tr\gamma\equiv mmod N\}}{\neq\Gamma(N)\backslash \Gamma\Gamma(N)}.$

口

$N=p^{r},$ $\Gamma\Gamma(p^{r})=SL_{2}(\mathbb{Z})$ のとき，Lemma 3.5の右辺は次のような値をとる．

Lemma 3.6. $p=2,$ $r\geq 6$ のとき，次が成り立つ．

$\#\{\gamma\in SL_{2}(\mathbb{Z}_{2^{r}})|tr\gamma\equiv tmod 2‘\}$

$=\{\begin{array}{l}2^{2r-1} (2\nmid t) ,3. 2^{2r-2}, (4|t) ,3. 2^{2r-1}, (t\equiv 16t_{1}\pm 2mod 2^{r}, t_{1}\equiv 5mod 8,or t\equiv 2^{l}t_{1}\pm 2mod 2^{r}, t_{1}\equiv lmod8, l\geq 6:even),5. 2^{2r-2}, (t\equiv 16t_{1}\pm 2mod 2^{r}, t_{1}\not\equiv 5mod 8) ,3. 2^{2r-1}-2^{2r-l/2}, (t\equiv 2^{l}t_{1}\pm 2mod 2^{r}, t_{1}\not\equiv lmod 8, l\geq 6:even) ,3. (2^{2r-1}-2^{2r-(l+3)/2}) , (t\equiv 2^{l}t_{1}\pm 2mod 2^{r}, 2\nmid t_{1}, l\geq 3:odd) ,3. 2^{2r-1}-2^{\lfloor(3r-1)/2\rfloor}, (t\equiv\pm 2mod 2^{r}) .\end{array}$
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$p\geq 3,$ $r\geq 1$ のとき，次が成り立つ．

$\#\{\gamma\in SL_{2}(\mathbb{Z}_{p^{r}})|tr\gamma\equiv tmod p^{r}\}$

$=\{\begin{array}{ll}p^{2r-1}(p-1) , ((T/p)=-1) ,p^{2r-1}(p+1) , ((T/p)=1 or p^{l}||T, 2|l, (_{p}^{T}\urcorner/p)=1) ,p^{2r}+p^{2r-1}-2p^{2r-l/2-1}, (p^{l}||T, 2|l, (_{p}^{T}\urcorner/p)=-1) ,p^{2r}+p^{2r-1}-p^{2r-(\iota+1)/2}-p^{2r-(l+3)/2}, (p^{l}||T, 2\nmid l) ,p^{2r}+p^{2r-1}-p^{\lfloor(3r-1)/2\rfloor}, (T\equiv 0mod p^{r}) ,\end{array}$

ここで，$T:=t^{2}-4$である．口

3.4 Theorem 3.1の証明

Lemma 3.3から，任意の $q\geq 1$ に対して，$I_{\Gamma}\in \mathcal{D}^{q}$ であり，$I_{\Gamma}$ が $\beta_{\Gamma,P,M}$ で近似できることが分か

る．なので，Proposition 3.2を $f_{i}(t)=I_{\Gamma}(t+r_{i})$ に適用でき，$\{f_{ij}(t)\}_{j}=\{\beta_{\Gamma,P,M}(t+r_{i})\}_{P,M}$ とす
ることができる $($周期は $\{N_{j}\}_{j}=\{n^{2}B_{P,M}\}_{P,M})$ . なので，次が成り立つ．

$c_{\Gamma}^{(k)}( r,j):=N_{j}^{k-1}\sum_{m\in \mathbb{Z}_{N_{j}}}F_{1j}(m;N_{j})\cdots F_{kj}(m;N_{j})arrow c_{\Gamma}^{(k)}(r)$
as $jarrow\infty$ . (10)

次に $c_{\Gamma}^{(k)}(r,j)$ と

$\tilde{c}_{\Gamma}^{(k)}(r,j):=N_{j}^{k-1}\sum_{m\in \mathbb{Z}_{N_{j}}}F_{1}(m;N_{j})\cdots F_{k}(m;N_{j})$

を比較する．ここで，$F_{i}(m;N_{j}):=F_{\Gamma}(m+r_{i};N_{j})$ である．この 2つの定数の差は次のように評価で
きる．

$|c_{\Gamma}^{(k)}( r,j)-\tilde{c}_{\Gamma}^{(k)}(r,j)|\leq N_{j}^{k-1}\sum_{m\in \mathbb{Z}_{N_{j}}}\sum_{1\leq l\leq k}F_{1j}(m;N_{j})\cdots F_{l-1,j}(m;N_{j})$

$\cross|F_{lj}(m;N_{j})-F_{l}(m;N_{j})|F_{l+1}(m;N_{j})\cdots F_{k}(m;N_{j})$ . (11)

$F_{ij}$ と $\beta_{\Gamma,P,M}$ の定義から，

$N_{j}F_{i_{J}’}(m;N_{j})=\beta_{\Gamma,P,M}(t+r_{j})$

$\leq[SL_{2}(\mathbb{Z}):\Gamma](\prod_{p_{1}\leq P0}\sum_{\leq t\leq M}p_{1}^{-l})\sum_{p_{2}\leq P}(1-p_{2}^{-1})^{-1}\ll(bgP)^{2}$ (12)

である．互いに素な $n_{1},$ $n_{2}$ に対して，

$F_{i}(m;n_{1}n_{2})=F_{i}(m;n_{1})F_{i}(m;n_{2})$ (13)
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であり，有限個の $N$ を除いて $\Gamma\hat{\Gamma}(N)=SL_{2}(Z)$ なので，

$N_{j}F_{i}(m;N_{j}) \ll\prod_{p\leq P}\frac{p^{2M+1}\neq\{\gamma\in SL_{2}(\mathbb{Z}_{p^{2M+1}})|tr---m+r_{i}mod p^{2M+1}\}}{\#SL_{2}(\mathbb{Z}_{p^{2M+1}})}$

が成り立つ．Lemma 3.6と $\#SL_{2}(\mathbb{Z}_{p^{r}})=p^{3r-2}(p^{2}-1)$ であることから，

$N_{j}F_{i}(m;N_{j}) \ll\prod_{p\leq P}\frac{p^{2M+1}p^{4M+1}(p+1)}{p^{6M+1}(p^{2}-1)}=\prod_{p\leq P}(1-p^{-1})^{-1}\ll\log P$
(14)

である．方程式 (11) に (12), (14) と Lemma 3.3を適用すると，次を得る．

$|c_{\Gamma}^{(k)}( r,j)-\tilde{c}_{\Gamma}^{(k)}(r,j)|\ll(\log P)^{2k-2}\sum_{1\leq\iota\leq k}\sum_{m\in \mathbb{Z}_{N_{j}}}|F_{lj}(m;N_{j})-F_{l}(m;N_{j})|$

$\leq(\log P)^{2k-2}\sum_{1\leq t\leq ん}||fi_{j}-f_{l}||_{1}$

$\ll(\log P)^{2k-2}(P^{-\epsilon}+2^{-M}(\log P)^{2})arrow 0$ a$s$ $P,$ $Marrow\infty$ $(M\gg\log P)$ .
(15)

なので，$c_{\Gamma}^{(k)}( r)=\lim_{jarrow\infty}\tilde{c}_{\Gamma}^{(k)}(r,j)$ であることが分かる．あとは $F_{i}$ の乗法性 (13) を使うと，Theorem
3.1で与えられている $c_{\Gamma}^{(k)}(r)$ の素数に関する積としての表示式を得る．口

4 例

例として，$\Gamma=SL_{2}(\mathbb{Z}),$ $\Gamma_{0}(n),\hat{\Gamma}(n)$ の場合の $c_{\Gamma}^{(k)}(0)$ を計算する．

4.1 $\Gamma=SL_{2}(\mathbb{Z})$ の場合

このとき，明らかに $\Gamma\Gamma(p^{l})=SL_{2}(\mathbb{Z})$であり，$\#SL_{2}(\mathbb{Z}_{p^{r}})=p^{3r-2}(p^{2}-1)$である．また，$1\leq l\leq r-1$

に対して，

$\neq\{t\in \mathbb{Z}_{p^{r}}|(T/p)=1\}=p^{r-1}(p-3)/2,$

$\#\{t\in \mathbb{Z}_{p^{r}}|(T/p)=-1\}=p^{r-1}(p-1)/2,$

$\#\{t\in \mathbb{Z}_{p^{r}}|p^{l}||T, (Tp^{-l}/p)=1\}=p^{r-1}(p-1)$ ,

$\#\{t\in \mathbb{Z}_{p^{r}}|p^{l}||T, (Tp^{-l}/p)=-1\}=p^{r-1}(p-1)$ ,

$\#\{t\in \mathbb{Z}_{p^{r}}|T\equiv 0mod p^{r}\}=2.$

なので，これと Lemma 3.6を組み合わせて計算すると，Theorem 3.1から，

$c_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(2)}(0) \frac{1015}{-864}\prod_{p\geq 3}\frac{p^{2}(p^{3}+p^{2}-p-3)}{(p-1)^{2}(p+1)^{3}},$

$c_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(3)}(0) \frac{682495}{-428544}\prod_{p\geq 3}\frac{p^{8}+p^{7}+p^{6}-5p^{5}-5p^{3}-5p^{2}-p-1}{(p-1)^{2}(p+1)^{2}(p^{4}+p^{3}+p^{2}+p+1)}$
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を得る．なお，$c_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(2)}(0)$ は [3, 14] で得られたものと同一である．

4.2 $\Gamma=\Gamma_{0}(n)$ の場合

$n$ を奇数とし，$\Gamma_{0}(n)$ を $SL_{2}(\mathbb{Z})$ の合同部分群で，元 $\gamma$ が $n|\gamma_{21}$ をみたすものとする．このとき，$p|n$
のとき $\Gamma\Gamma(p^{r})=\Gamma_{0}(p^{\min(r,ord_{p}n)})$ で，そうでないとき $\Gamma\Gamma(p^{r})=SL_{2}(\mathbb{Z})$である．$[SL$2 $(\mathbb{Z})$ : $\Gamma_{0}(p^{N})]=$

$p^{N-1}(p+1)$ なので，$N\leq r$ のとき

$\#\Gamma(p^{r})\backslash \Gamma_{0}(p^{N})=p^{3r-N-1}(p-1)$

である．$\#\{\gamma\in\Gamma_{0}(p^{N})/\Gamma(p^{r})|tr\gamma\equiv tmod p^{r}\}$ は次で与えられる．

Lemma 4.1. $P^{N},P^{r}$ を素べき $(N\leq r)$ とし，$1\leq l\leq r-1$ とする．このとき，次が成り立つ．
$\#\{\gamma\in\Gamma(p^{r})\backslash \Gamma_{0}(p^{N})|tr\gamma\equiv t$ mod $p^{r}\}$

$=\{$

$2\check{p}^{2r+l/2-N-1},$
$(p^{l}||T, 0\leq l\leq N, 2|l, (_{p}^{T}\urcorner/p)=1)$ ,

$p^{2r-\lfloor(N+1)/2\rfloor}+p^{2r-\lfloor N/2\rfloor-1},$
$(p^{l}||T, l\geq N, 2|l, (_{p}^{T}\urcorner/p)=1)$ ,

$p^{2r-\lfloor(N+1)/2\rfloor}+p^{2r-\lfloor N/2\rfloor-1}-2p^{2r-l/2-1},$
$(p^{l}||T, l\geq N, 2|l, (_{p}^{T}\urcorner/p)=-1)$ ,

$p^{2r-\lfloor(N+1)/2\rfloor}+p^{2r-\lfloor N/2\rfloor-1}-p^{2r-(l+1)/2}-p^{2r-(l+3)/2},$ $(p^{l}||T, l\geq N, 2\nmid l)$ ,
$p^{2r-\lfloor(N+1)/2\rfloor}+p^{2r-\lfloor N/2\rfloor-1}-p^{\lfloor(3r-1)/2\rfloor},$ $(T\equiv 0)$ ,
$0$ , (otherwise).

口

$\Gamma=SL_{2}(Z)$ のときと同じように計算すると，次を得る．

$c_{\Gamma_{0}(n)}^{(2)}(0)= \frac{1015}{864}\prod_{p\geq 3p\nmid n}\frac{p^{2}(p^{3}+p^{2}-p-3)}{(p-1)^{2}(p+1)^{3}}\prod_{p^{N}||n}\frac{2p(Np^{2}-p-N)}{(p-1)^{2}(p+1)},$

$c_{\Gamma_{0}(n)}^{(3)}(0)= \frac{682495}{428544} \prod \frac{p^{8}+p^{7}+p^{6}-5p^{5}-5p^{3}-5p^{2}-p-1}{(p-1)^{2}(p+1)^{2}(p^{4}+p^{3}+p^{2}+p+1)}$

$p\geq 3p(n$

$\cross \prod\frac{p^{2}(p^{\lfloor(N-1)/2\rfloor}h_{1}(p)-2h_{2}(p))}{(p-1)^{3}(p+1)(p^{4}+p^{3}+p^{2}+p+1)}.$

$p^{N}||n$

ここで，

$h_{1}(p):=\{\begin{array}{ll}(p+1)(p^{6}+2p^{5}+5p^{4}+2p^{3}+5p^{2}+2p+1) , (2|N)2(4p^{6}+9p^{5}+14p^{4}+12p^{3}+14p^{2}+9p+4) , (2\nmid N) ,\end{array}$

$h_{2}(p):=\{\begin{array}{ll}(p+1)^{2}(p^{4}+3p^{3}+p^{2}+3p+1) , (2|N) ,2(p+1)(p+3)(p^{4}+p^{3}+p^{2}+p+1) , (2\nmid N)\end{array}$

である．なお，$n$ が平方因子をもたない場合の $c_{\Gamma_{0}(n)}^{(2)}(0)$ は [11] で得られたものと同一である．
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4.3 $\Gamma=\hat{\Gamma}(n)$ の場合

$n$ を奇数とする．$\Gamma=\hat{\Gamma}(n)$ に対して，$p|n$ のとき $\Gamma\Gamma(p^{f})=\hat{\Gamma}(p^{\min(r,ord_{p}n)})$ で，そうでないとき
rr$(p^{r})=SL_{2}(\mathbb{Z})$ である．また，$[SL_{2}(\mathbb{Z}):\hat{\Gamma}(p^{N})]=p^{3N-2}(p^{2}-1)/2$ なので，$N\leq r$ のとき

$\#\Gamma(p^{r})\backslash \hat{\Gamma}(p^{N})=2p^{3(r-N)}$

である．$\#\{\gamma\in\Gamma(p^{r})\backslash \hat{\Gamma}(p^{N})|tr\gamma\equiv tmod p^{r}\}$は次で与えられる．

Lemma 4.2. $P^{N},P^{r}$ を素べき $(N\leq r)$ とし，$1\leq l\leq r-1$ とする．このとき，次が成り立つ．
$\#\{\gamma\in\Gamma(p^{r})\backslash \hat{\Gamma}(p^{N})|tr\gamma\equiv tmod p^{r}\}$

$=\{\begin{array}{ll}p^{2r-N-1}(p-1) , ((T/p)=-1) ,p^{2r-N-1}(p+1) , ((T/p)=1 or p^{l}||T, 2|l, (_{i}^{\tau_{r}}/p)=1)) ,p^{2r-N}+p^{2r-N-1}-2p^{2r-l/2-1}, (p^{l}||T, 2|l, (_{p}^{T}\urcorner/p)=-1) ,p^{2r-N}+p^{2r-N-1}-p^{2r-(l+1)/2}-p^{2r-(l+3)/2}, (p^{l}||T, 2\nmid l) ,p^{2r-N}+p^{2r-N-1}-p^{\lfloor(3r-1)/2\rfloor}, (T\equiv 0) ,0, (t\not\equiv\pm 2mod p^{2N}) ,\end{array}$

ここで，$t\equiv\mp 2mod p^{2N}$ に対して，$T:=(t\pm 2)/p^{2N}$ である 口

$\Gamma=SL_{2}(\mathbb{Z})$ と同じように計算すると，

$c_{\hat{\Gamma}(n)}^{(2)}(0)= \frac{1015}{864}\prod_{p\geq 3dn}\frac{p^{2}(p^{3}+p^{2}-p-3)}{(p-1)^{2}(p+1)^{3}}\prod_{p^{N}||n}\frac{p^{2N-1}(p^{2}+p+1)}{2(p+1)},$

$c_{\hat{\Gamma}(n)}^{(3)}(0)= \frac{682495}{428544} \prod \frac{p^{8}+p^{7}+p^{6}-5p^{5}-5p^{3}-5p^{2}-p-1}{(p-1)^{2}(p+1)^{2}(p^{4}+p^{3}+p^{2}+p+1)}$

$p\geq 3dn$

$\cross\prod_{p^{N}||n}\frac{p^{4N-2}(p^{6}+p^{5}+4p^{4}+p^{3}+4p^{2}+p+1)}{4(p^{4}+p^{3}+p^{2}+p+1)}$

を得る．
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