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0. 序論

本稿では、講演で述べさせて頂いた次の問題に関する結果とその証明の方法についてより詳
しく記述する。
問題 重さが 2以上の場合に、 カスプ形式 $f$ と Eisenstein 級数 $G$ の Fourier係数の合同式

からそれらに伴う $L$ 関数の特殊値の (代数的部分の) 間に合同式が成り立つのか :

$a(n, f)\equiv a(n, G)(modp)\Rightarrow L(*, f)\equiv L(*, G)(modp)$ .

この問題の背景には特別なカスプ形式に伴う Galois 表現の岩澤主予想がある。 カスプ形式
と Eisenstein 級数の Fourier係数が合同という条件は、 Galois表現の言葉でいえば、カスプ形
式に伴う Galois 表現が剰余して可約という条件に対応する。そのため、 上の問題の応用とし
て、 このようなカスプ形式の $p$進 $L$ 関数と久保田-Leopoldt $p$ 進 $L$ 関数の 2つの積の間の合同
式を導くことができる。 その結果として、 このような特別なカスプ形式の岩澤主予想が $(p$幕
を除いて) 正しいということがわかる。 この結果は重さが 2の場合の Greenberg 氏及び Vatsal
氏の結果 [Gre-Vat] の部分的な一般化となる。

1章では、 カスプ形式 $f$ に伴う Galois表現 $\rho_{f}$ が剰余して可約な場合に、 $p$進カスプ形式と $p$

進パラボリックコホモロジーの関係を与える定理を紹介する (定理 1.4)。これは、整 $P$進 Hodge
理論を用いで証明される深い定理である。 Galois表現 $\rho_{f}$ が剰余して既約な場合は、 $k<p$及び
レベル $N$ が $p$ と素という仮定のもとで、 定数係数でない開多様体の p $|$進 Hodge理論を用いた
証明が知られている $[Fa-Jo]_{0}$ 定理 1.4により、カスプ形式の標準的周期 (Vatsal の意味 [Vat]
で $)$

$\Omega_{f}^{\alpha}$ が定義され、保型 $L$ 関数の特殊値をコホモロジー的かつ代数的に捉えることができる。
2章では，Stevens 氏の結果 [Ste2] の一般化を紹介する。具体的には、重さ $k\geq 2$ の一般の保

型形式に伴う 1-コサイクルを定義し、その性質を紹介する (命題 2.5)。重さが 2の場合には、
Stevens 氏は Schoenberg氏のコサイクルを用いて議論している。 また，Stevens 氏により， こ

のコサイクルが重さが一般の場合やHilbert 保型形式の場合にも構成できることが期待されて
$V\backslash$た $[Ste1]_{0}$

3章では、 Vatsal 氏の結果 [Vat] の一般化を紹介する。 これが本稿の主定理である。正規化
$(された重さ k\geq 2 の$ Hecke $固有カスプ形式 f=\sum_{n=1}^{\infty}a(n, f)\exp(2\pi inz)$ と重さ $k\geq 2$ の

Eisenstein級数 $G= \sum_{n=0}^{\infty}a(n, G)\exp(2\pi inz)$ が各 $n\geq 0$ に対し、 Fourier 係数の間の合同式
$a(n, f)\equiv a(n, G)(mod \varpi^{r})$ をみたすとき、保型 $L$ 関数の特殊値の間に合同式が成り立つこと
を紹介する (定理 3.1)。証明で重要なことは、保型形式 $G$ の $L$ 関数をコサイクル $\pi_{G}$ の像の線
形和で表すことにより、 定理 1.4に帰着させることである。
また、 この結果の応用として、 カスプ形式に伴う Galois 表現が剰余可約な場合の岩澤主予

想がある。 Vatsal 氏の合同式 [Vat] を用いることで、 Greenberg 氏と Vatsal 氏はある特別な楕
円曲線の岩澤主予想を証明している $[Gre-Vat]_{0}$ 同様のアイデアで、 定理 3.1及び、加藤氏の
岩澤主予想における結果 [Kato] を用いると、 次を示すことができる。

定理 0.1. 記号は上の通りとする。 1.4節で述べる条件 (RR-unr) 及び $\varphi$ を $p$ で分岐する偶指
標、 $\psi$ を $p$ で不分岐な奇指標であることを仮定する。 このとき、代数的岩澤 $\lambda$ 不変量と解析的
岩澤 $\lambda$ 不変量が一致する :

$\lambda_{f}^{alg}=\lambda_{f}^{ana1}.$

特に、 このような $f$ における岩澤主予想は $p$ 幕を除いて正しい。
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この定理の仮定は Greenberg 氏及び Vatsal 氏の結果 [Gre-Vat] と同等のものである。 この

定理については本稿ではこれ以上説明しない。 詳しくは、 [Hi] を参照。

注意 0.2. カスプ形式に伴う Galois 表現が剰余既約な場合は、適当な条件のもとで岩澤主予想
が正しいことが加藤氏 [Kato]. Skinner 氏と Urban 氏によって知られている。

記号本稿では、 $p$ は奇素数とする。 さらに、 自然数 $N\geq 4$ は $p$ と素であるとする。 有理数
体 $\mathbb{Q}$ の代数閉包及び、 $p$進数体 $\mathbb{Q}_{p}$ の代数閉包 $\mathbb{Q}_{p}$ を固定する。 また、 埋め込み

$\overline{\mathbb{Q}}\hookrightarrow\overline{\mathbb{Q}}_{p}\hookrightarrow \mathbb{C}$

を固定する。 $R$ を実数体 $\mathbb{R}$ の部分環とするとき、

$GL_{n}^{+}(R)=\{M\in GL_{n}(R)|\det(M)>0\}$

とおく。 $\mathfrak{H}=\{z\in \mathbb{C}| {\rm Im}(z)>0\}$ を上半平面とし、 $\mathfrak{H}^{*}=\mathfrak{H}\cup \mathbb{Q}\cup\{i\infty\}$ とおく。 $GL_{2}^{+}(\mathbb{Q})\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま
$\mathfrak{H}$ と $\mathfrak{H}^{*}$ に通常の分数変換によって作用する。本稿で興味のある合同部分群は次である。

$\Gamma_{0}(N)=\{\alpha=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in SL_{2}(\mathbb{Z})|c\equiv 0mod N\},$

$\Gamma_{1}(N)=\{\alpha=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in\Gamma_{0}(N)|a\equiv d\equiv 1mod N\}.$

$k$ を正の整数とする。 $\mathfrak{H}$ 上の関数 $f$ と $\gamma=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in GL$; $(\mathbb{R})$ に対し、 $\mathfrak{H}$ 上の関数 $f|\gamma$ を

$f|\gamma(z)=\det(\gamma)^{k-1}f(\gamma(z))(cz+d)^{-k}.$

で定義する。 $M_{k}(\Gamma_{1}(N), \mathbb{C})$ $($ resp. $S_{k}(\Gamma_{1}(N),$ $\mathbb{C}))$ を重さ $k_{\backslash }$ レベル $\Gamma_{1}(N)$ の保型形式 (resp.
カスプ形式) の空間とする。 $\epsilon:(\mathbb{Z}/N\mathbb{Z})^{\cross}arrow \mathbb{C}^{\cross}$ を modulo $N$ の Dirichlet 指標とする。 指標 $\epsilon$

付きの保型形式及びカスプ形式のなす空間を各々

$M_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathbb{C})=\{f\in M_{k}(\Gamma_{1}(N), \mathbb{C})|f|\gamma=\epsilon(d)f, \forall_{\gamma=}(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in\Gamma_{0}(N)\},$

$S_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathbb{C})=M_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathbb{C})\cap S_{k}(\Gamma_{1}(N), \mathbb{C})$

とおく。 $M_{k}(\Gamma_{1}(N), \mathbb{C})=\oplus_{\epsilon:(\mathbb{Z}/N\mathbb{Z})^{x}}arrow \mathbb{C}M_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathbb{C})$ の形に分解され、 これらの空間は
$\mathbb{C}[[\exp(2\pi iz)]]$ の部分空間とみなすことができる。 $\mathbb{C}$ の部分環 $A$ に対し、

$M_{k}(\Gamma_{1}(N), A)=M_{k}(\Gamma_{1}(N), \mathbb{C})\cap A[[\exp(2\pi iz)]],$

$S_{k}(\Gamma_{1}(N), A)=S_{k}(\Gamma_{1}(N), \mathbb{C})\cap A[[\exp(2\pi iz)]],$

$M_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, A)=M_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathbb{C})\cap A[[\exp(2\pi iz)]],$

$S_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, A)=S_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathbb{C})\cap A[[\exp(2\pi iz)]].$

とおく。 これらの空間は自然に Hecke加群となる。 また、保型性より、 $\epsilon(-1)\neq(-1)^{k}$ のとき
$M_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathbb{C})=0$ であることに注意する。
可換環 $R$ と非負な整数 $n$ に対し、 $L_{n}(R)=Sym_{R}^{n}(RX\oplus RY)$ を係数を $R$ とする 2変数 $X,$ $Y$

多項式の $n$ 次の斉次多項式全体とする。 半群 $\Sigma=GL_{2}(\mathbb{Q})\cap M_{2}(\mathbb{Z})$ の $L_{n}(R)$ への作用を

$\gamma\cdot P(X, Y)=P((X, Y)\det(\gamma)^{t}\gamma^{-1})$

で定める。 $R$ が $\mathbb{Q}$-代数のときは、 $\Sigma$ の $L_{n}(R)$ への作用を

$\gamma\star P(X, Y)=P((X, Y)^{t}\gamma^{-1})$
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で定める。 同様に、 $\mathbb{Q}$-代数に対し、 $GL_{2}^{+}(\mathbb{Q})$ の $L_{n}(R)$ への作用が定まり、それを $\star$ とかく。 以
下、 余因子行列を単に $\alpha^{\iota}=\det(\alpha)\alpha^{-1}$ とかく。 $SL_{2}(Z)$ 上では両者は一致していることに注意
する。

$\epsilon$ : $(\mathbb{Z}/N\mathbb{Z})^{\cross}arrow B^{\cross}$ を指標とし、

$\triangle=\{\alpha=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in M_{2}(\mathbb{Z})|\det(\alpha)\neq 0, c\equiv 0(mod N)_{b}.(d, N)=1\}$

とおく。 左 $R[\triangle]$ 加群 $L_{k-2}(\epsilon, R)$ を次で定義する : $L_{k-2}(\epsilon, R)$ を $R$加群としては $L_{k-2}(R)$ で

$R[\triangle]$ の左作用を $\gamma=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in\triangle$ に対し、

$\gamma\cdot P(X, Y)=\epsilon(d)\gamma\cdot P(X, Y)$

で定める。 これらを係数とする群コホモロジーは保型形式の空間と関係がある。

1. 保型形式とコホモロジーの関係

1.1. パラボリックコホモロジー-の定義．この節では、 次数 1の群コホモロジーとパラボリック
コホモロジーの定義を復習する。 これらは保型形式の空間と関係のあるコホモロジーである。

定義 Ll. $R$ を可換環、 $\Gamma<SL_{2}(\mathbb{Z})$ を合同部分群、 $M$ を左 $R[\Gamma]$ 加群とする。 $C’=C$’ $(\Gamma, M)$

を、 $i\geq 1$ のとき、 $\Gamma^{i}$ 上の関数で $M$ に値をとるもの全体とし、 $i=0$ のときは、 $M$ とする。 各
$i=0$ 、

$1$ に対し、 $d^{i}:C^{i}arrow C^{i+1}$ を

$d^{0}u(\gamma)=(\gamma-1)u(u\in M)$ ,

$d^{1}u(\gamma_{1}, \gamma_{2})=\gamma_{1}u(\gamma_{2})-u(\gamma_{1}\gamma_{2})+u(\gamma_{1})$

で定義する。 i-コサイクル全体及び i-コバウンダリー全体を各々

$Z^{i}(\Gamma, M)=ker(d^{\acute{\iota}}:C^{i}arrow C^{i+1})$ ,

$B^{i}(\Gamma, M)=$ im$(d^{i-1}:C^{i-1}arrow C^{i})$

とおく。 を係数とする $\Gamma$ 上のコホモロジー群は

$H^{i}(\Gamma, M)=Z^{i}(\Gamma, M)/B^{i}(\Gamma, \Lambda T)$

で定義される。
各カスプ $s\in \mathbb{P}^{1}(\mathbb{Q})=\mathbb{Q}\cup\{\infty\}$ に対して、 $\Gamma_{s}$ を $s$ の固定部分群

$\Gamma_{S}=\{\gamma\in\Gamma|\gamma s=s\}=\{\pm\pi_{s}^{m}\in\Gamma|m\in \mathbb{Z}\}$

とする。 但し、 $\pi_{S}$ はその生成元とする。 $Z(\Gamma)$ を $\Gamma\backslash \mathbb{P}^{1}(\mathbb{Q})$ の完全代表系とする。 これは有限集
合である。

$Z_{par}^{1}(\Gamma, M)=\{u\in Z^{1}(\Gamma, M)|u(\pi_{s})\in(\pi_{s}-1)M(^{\forall}s\in Z(\Gamma))\}$

とおく。 $M$ を係数とする $\Gamma$ 上のパラボリックコホモロジーは

$H_{par}^{1}(\Gamma, M)=Z_{par}^{1}(\Gamma, M)/B^{1}(\Gamma_{\dot{1}}M)$

で定義される。
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1.2. Hecke 作用素．この節では、 1.1節で定義した群コホモロジー上の Hecke 作用素の定義を
簡単に復習する。 詳しくは [Hida, 6.3節] を参照。

定義 1.2. $\Gamma=\Gamma_{0}(N)$ もしくは $\Gamma_{1}(N)$ とおく。 $\alpha\in GL_{2}^{+}(\mathbb{Q})$ に対し、 $\Gamma\alpha\Gamma=\coprod_{i}\Gamma\alpha_{i}$ に分解
する。 $M$ を序論で紹介した加群のいずれかとする。 $H^{1}(\Gamma, M)$ 上の作用素 $[\Gamma\alpha\Gamma]$ を次で定義
する : 各 $\gamma\in\Gamma$ に対し、 $\alpha_{i}\gamma=\gamma_{i}\alpha j$ をみたす $i$ と $\gamma_{i}\in\Gamma$ が定まる。 このとき、 コサイクル
$u$ : $\Gammaarrow M\in Z^{1}(\Gamma, M)$ に対し、 $v=u|[\Gamma\alpha\Gamma]$ を $v( \gamma)=\sum_{i}\alpha_{i}^{\iota}u(\gamma_{i})$ で定義する。 $[\Gamma\alpha\Gamma]$ は代表
元の取り方によらず、 $H^{1}(\Gamma, M)$ 上の作用を与える。 さらに、 $[\Gamma\alpha\Gamma]$ は $H_{par}^{1}(\Gamma., M)$ 上の作用を

自然に誘導する。各素数 $l$ に対し、 $\alpha=(\begin{array}{ll}1 00 l\end{array})$ のとき、 $[\Gamma\alpha\Gamma]$ を $T_{l}$ とかき、 これを Hecke 作

用素という。 同様に、 $N$ と素な素数 $l$ }こ対し、 $\alpha=(\begin{array}{ll}l 00 l\end{array})$ のとき、 $\langle l\rangle$ とかき、 diamond 作用

素という。 一般の正の整数に対しても、 これらの作用素が定義される。

1.3. 複素数体 $\mathbb{C}$ 上の Eichler-志村同型．この節では、古典的な場合の Eichler-志村同型の復
習をする。 この同型により、古典的な場合には、 カスプ形式の空間とパラボリックコホモロ
ジーの間の関係が与えられる。

定理 1.3 (Eichler-志村). 次の Hecke加群としての同型

$S_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathbb{C})\oplus S_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon,\mathbb{C})^{c}\cong H_{par}^{1}(\Gamma_{0}(N), L_{k-2}(\epsilon, \mathbb{C}))$

が存在する。 但し、 $S_{k}(\Gamma_{0}(N),\epsilon, \mathbb{C})^{c}=\{\overline{f(z)}|f(z)\in S_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathbb{C})\}$であり、一は複素共役
とする。 この同型射は具体的に与えられていて、例えば、 $f\in S_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathbb{C})$ に対応するコサ
イクノレは基点 $z_{0}\in \mathfrak{H}^{*}$ に対し、

$\omega_{f}(\gamma)=\int_{z0}^{\gamma z0}f(z)(X-zY)^{k-2}dz$

で表すことができる。 このコホモロジー類 $[\omega_{f}]$ は基点 zo $\in \mathfrak{H}^{*}$ によらない。

1.4: 整数環 $\mathcal{O}$ 上の Eichler一志村同型の類似に関する結果．この節では、 1.3節で述べた古典
的な Eichler-志村同型の $P$進類似を考える。整数環上では、 コホモロジーの振じれ部分が存在
しうるので一般には難しい。 しかし、 カスプ形式に伴う Galois 表現やカスプ形式の重さに関
して適当な条件をつけると、整 $p$ 進 Hodge 理論を用いてコホモロジーの振じれ部分がないこ
とやその階数も調べることができる。

$\mathcal{O}$ を $\mathbb{Q}_{p}$ 上の有限次拡大の整数環、 $\varpi$ を素元とする。カスプ形式 $f= \sum_{n}a(n, f)\exp(2\pi inz)\in$

$S_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathcal{O})$ を正規化された Hecke 固有関数とする。

$\rho_{f}$ : Gal $(\overline{\mathbb{Q}}/\mathbb{Q})arrow GL(T_{f})\simeq GL_{2}(\mathcal{O})$

を Deligne氏によって構成された $f$ に伴う Galois表現とする $([De1])$。これは次の性質をみたす。

(1) $\rho_{f}$ は素数 $l\nmid Np$ で不分岐である。
(2) Tr( $\rho_{f}$ (Frobt)) $=a(l, f)$ が素数 $l\nmid Np$ に対して成り立つ。
(3) $\det$ ( $\rho_{f}$ (Frobi)) $=\epsilon(l)l^{k-1}$ が素数 $l\nmid Np$ に対して成り立つ。

$\kappa$ を $\mathcal{O}$ の剰余体とする。 以下、 $f$ は $I\succ ordinary(つまり、 (p, a(p, f))=1)$及び剰余表現 $\overline{\rho}_{f}$ :
Gal $(\mathbb{Q}/\mathbb{Q})arrow GL_{2}(\kappa)$ が可約を仮定し、

(RR-unr) $\rho_{f}^{-}\sim(\begin{array}{ll}\varphi *0 \psi\end{array})$

と表したとき、 $\varphi,$ $\psi:G_{\mathbb{Q}}arrow\kappa^{\cross}$ のいずれかが $P$ で不分岐であることを仮定する。 これらの条
件をまとめて、 (RR-unr) とかく。
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定理 1.4. $k<p$及び (RR-unr) を仮定する。 $\mathfrak{M}_{f}$ を $T_{l}-al(f)$ 及び $\langle d\rangle-\epsilon(d)d^{k-2}$ で生成され
る End$o(S_{k}(\Gamma_{1}(N), \mathcal{O}))$ のイデアルとする。 このとき、 ある $\alpha\in\{\pm 1\}$ が存在し、各正の整数

$n$ に対し、
$\mathcal{O}/\varpi^{n}\simeq H_{par}^{1}(\Gamma_{1}(N), L_{k-2}(\mathcal{O}/\varpi^{n}))^{\alpha}[\mathfrak{M}_{f}],$

$\mathcal{O}\simeq H_{par}^{1}(\Gamma_{1}(N), L_{k-2}(\mathcal{O}))^{\alpha}[\mathfrak{M}_{f}]$

が成り立つ。但し、 $H_{par}^{1}(\Gamma_{1}(N), L_{k-2}(\mathcal{O}))^{\alpha}=\{\pi\in H_{par}^{1}(\Gamma_{1}(N), L_{k-2}(\mathcal{O}))|\pi|[\Gamma_{1}(N)j\Gamma_{1}(N)]=$

$\alpha(-1)^{k-1}\pi\}$ は複素共役 $i=(\begin{array}{ll}1 00-1 \end{array})$ による固有空間の $\alpha$ 部分とする。

この定理の主張は、 $f$ と Hecke 固有値がすべて同じコサイクル全体が整数環 $\mathcal{O}$ 上階数 1で
あり、 特にコホモロジーに振じれ部分がないことである。

注意 1.5. (1) 定理 1.3で述べた Eichler-志村同型と $q$ 展開原理を用いると、各 $\alpha\in\{\pm 1\}$ に
対し、 $\mathbb{C}\simeq H_{par}^{1}(\Gamma_{1}(N), L_{k-2}(\mathbb{C}))^{\alpha}[\mathfrak{M}_{f}]$ が成り立つ。 そのため、 この定理 1.4は古典的な
Eichler-志村同型の $P$進類似とみなせる。

(2) $f$ に伴う Galois 表現が剰余して既約な場合は、各 $\alpha\in\{\pm 1\}$ に対し、 定理 1.4の主張が
成り立つことが知られている。 これは重複度 1定理と呼ばれ、重さが 2の場合はWiles 氏
$[Wi1]$

、 重さが $k\geq 2$ の場合は Faltings 氏と Jordan 氏 [Fa-Jo] によって知られている。

この定理 1.4の証明の方針としては、定数係数の整 $p$ 進 Hodge 理論 ([Br],[Br-Me]) を用い
るために、 モジュラー曲線上の定数でない係数付きコホモロジーと久賀・佐藤多様体を特異点
解消した定数係数のコホモロジーの間の同型を構成することである。 エタールコホモロジーの
間の同型については、 $[De1]$

、
$[Sch2]_{\backslash }$ [Sch3] が参考になる。 de Rham コホモロジーの間の同型

については、 [Schl] が参考になる。 これらは体上での結果であるが、 $k<p$ を仮定すると、整
数環上でも正しいことがわかる。 このコホモロジーの問の比較ができると、 (RR-unr) の条件
のもとでフィルトレーションを調べることにより、定理 1.4を得ることができる。 詳しくは、
[Hi] を参照。

2. コホモロジーと保型 $L$ 関数の特殊値の関係

2.1. 保型 $L$ 関数の周期．この節では、定理 1.3と定理 1.4を用いて保型 $L$ 関数の周期をコホモ
ロジー的に定義する。 これによって、 保型 $L$ 関数の特殊値を代数的にも扱うことができる。

定義 2.1. 定理 1.4より、 生成元 $[\delta_{f}^{\alpha}]\in H_{par}^{1}(\Gamma_{1}(N), L_{k-2}(\mathcal{O}))^{\alpha}[\mathfrak{M}_{f}]\simeq \mathcal{O}$ がとれる。 このと

き、 $[\delta_{f}^{Q}]$ と $[\omega_{f}^{\alpha}]$ は $H_{par}^{1}(\Gamma_{1}(N), L_{k-2}(\mathbb{C}))^{\alpha}[\mathfrak{M}_{f}]\simeq \mathbb{C}$ の元とみなせる。 但し、 $[\omega_{f}^{\alpha}]$ は複素共役
による固有空間の $\alpha$ 部分への $\omega_{f}$ の像とする。 よって、 ある複素数 $\Omega_{f}^{\alpha}\in \mathbb{C}^{\cross}$ が存在して、

$[\omega_{f}^{\alpha}]=\Omega_{f}^{\alpha}[\delta_{f}^{\alpha}]$

とかける。 この複素数を (Vatsal 氏の意味 [Vat] で) 標準的周期という。 これは生成元 $[\delta_{f}^{\alpha}]$ の

選び方によるが、 $P$進単数を除いて一意に定まる。

2.2. 保型 $L$ 関数の Mellin 変換公式．この節では、 一般の保型形式に対し、Mellin 変換を定義
する。 保型形式 $h\in M_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon., \mathbb{C})$ と原始的 Dirichlet 指標 $\chi$ で導手 $m_{\chi}$ が $N$ と素なものを
とる。 これらに対し、

$(h \otimes\chi)(z)=\sum_{n=0}^{\infty}a(n, h)\chi(n)\exp(2\pi inz)$

とおく。 Dirichlet 級数

$\sum_{n=1}^{\infty}a(n, h)\chi(n)n^{-s}$
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は ${\rm Re}(s)>k$ で絶対収束し、全 $s$ 平面において有理型関数に解析接続される。 これを $L(h, \chi, s)$

とかく。 $\chi$ が自明な指標の場合は単に $L(h, s)$ とかく。

定義 2.2. Mellin 変換 $D(h, \chi, s)$ を

$D(h, \chi, s)=\int_{0}^{i\infty}(\overline{h\otimes\chi})(z)(X-zY)^{k-2}{\rm Im}(z)^{s-1}dz$

$= \sum_{j=0}^{k-2}(k -2j)i^{j+1} \Gamma(s+j)(\frac{1}{2\pi})^{s+j}L(h, \chi, s+j)X^{k-2-j}(-Y)^{j}$

で定義する。 但し、 $\tilde{h}(z)=h(z)-a(0, h)$ 及び $i=\sqrt{-1}$ とする。

積分値 $D(G, \chi, s)$ は ${\rm Re}(s)>k$ において絶対収束し、全 $s$ 平面に有理型関数に解析接続さ
れ、 $s=-(k-2),$ $\cdots,$ $-1,0$ 及び 2, 3, $\cdots,$

$k$ において 1位の極をもちうる。
我々は、保型 $L$ 関数 $L(h, \chi, s)$ の $s=1,$ $\ldots,$ $k-1$ での特殊値に興味がある。 これらの値は

Mellin 変換 $D(h, \chi, s)$ の $s=1$ での特殊値の各係数である。

2.3. コサイクルの定義及びその性質．2.2節で定義したMellin変換 $D(h, \chi, s)$ をコホモロジー的
に調べるために、重さ 2の場合には、Stevens氏はある特別なコサイクルを用いた $([Stel|,[Ste2])$

。

この節では、 そのコサイクルを重さについて一般化した定義を述べ、 Mellin 変換 $D(h, \chi, s)$ と
の関係を述べる。

定義 2.3. $h\in M_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathbb{C})$ とする。 $\alpha,$ $\beta\in GL_{2}^{+}(\mathbb{Q})$ 及び基点 $z0\in \mathfrak{H}$ に対し、

$\pi_{h,\beta}(z_{0}):GL_{2}^{+}(\mathbb{Q})arrow L_{k-2}(C)$

を

$\pi_{h,\beta}(z_{0})(\alpha)$

$= \int_{z0}^{\alpha z0}(h|\beta)(z)\beta\star(X-zY)^{k-2}dz$

$+ \int_{z0}^{i\infty}(\overline{h|\beta\alpha})(z)\beta\alpha\star(X-zY)^{k-2}dz-a(O, h|\beta\alpha)\int_{0}^{z0}\beta\alpha\star(X-zY)^{k-2}dz$

$- \int_{z0}^{i\infty}(\overline{h|\beta})(z)\beta\star(X-zY)^{k-2}dz+a(0, h|\beta)\int_{0}^{z0}\beta\star(X-zY)^{k-2}dz$

で定義する。 この右辺は絶対収束し、 基点 $z_{0}\in \mathfrak{H}$ の選び方によらないことがわかる。 そのた

め、 $\pi_{h,\beta}=\pi_{h,\beta}(z_{0})$ とかく。 また、 $\beta=(\begin{array}{ll}1 00 1\end{array})$ の場合は、 $\pi_{h,\beta}$ を単に $\pi_{h}$ とかく。

注意 2.4. $h$ がカスプ形式の場合は、 各 $\alpha\in GL_{2}^{+}(\mathbb{Q})$ 対し、

$\pi_{h}(z_{0})(\alpha)=\int_{i\infty}^{\alpha i\infty}h(z)(X-zY)^{k-2}dz$

となる。 さらに、 $h\in S_{k}(\Gamma_{1}(N), \mathbb{C})$ ならば、 $\pi_{h}\in Z_{par}^{1}(\Gamma_{1}(N), L_{k-2}(\mathbb{C}))$ である。 また、 $h\in$

$S_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathbb{C})$ ならば、 $\pi_{h}\in Z_{par}^{1}(\Gamma_{0}(N), L_{k-2}(\epsilon, \mathbb{C}))$ である。 これらは定理 1.3で述べた
Eichler-志村コサイクルである。

次に、 このコサイクルの性質を述べる。
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命題 2.5. (1) $h\in M_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathbb{C})$ 及び $\chi$ を原始的 Dirichlet 指標で導手 $m_{\chi}$ が $N$ と素とす
る。 $b_{1},$

$\cdots,$ $b_{\phi(m_{\chi})}\in \mathbb{Z}$ を $\{\overline{b}_{1}, \cdots, \overline{b}_{\phi(n\iota_{\chi})}\}=(\mathbb{Z}/m_{\chi}\mathbb{Z})^{\cross}$ をみたすものとする。 但し、 $\phi\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま

Euler 関数とする。 このとき、

$\tau(\overline{\chi})D(h, \chi, 1)=-\sum_{i=1}^{\phi(m_{\chi})}\overline{\chi}(b)(_{0}^{1} -\frac{b_{i}}{1m_{\chi}})\star\pi_{h,(\begin{array}{ll}1 b_{\dot{i}}0 m_{\chi}\end{array})}( \sigma)$ ,

が成り立つ。 但し、 $\tau(\overline{\chi})=\sum_{j=1}^{\phi(m_{\chi})}\overline{\chi}(b_{j})-\exp(2\pi ib_{j}/m_{\chi})$ は X の Gauss 和とする。
(2) (i) $h\in M_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathbb{C})$ と素数 $l$ に対し、 $h’=h|T\iota=\lambda(l, h)h$ とおく。 このとき、

$[\pi_{h’}]=\lambda(l, h)[\pi_{h}]$ が成り立つ。
(ii) $G\in M_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathcal{O})$ を Hecke 固有関数とし、 $\lambda(n, G)$ を $T_{n}$ の固有値とする。 $r$ を

非負な整数とする。 $k<p+1,$ $a(O, G)\equiv 0(mod \varpi^{r})$及び $\pi c(\Gamma_{0}(N))\subset L_{k-2}(\epsilon, \mathcal{O})$

を仮定する。 このとき、 各 $n$ に対し、

$\pi c|T_{n}=\lambda(n, G)\pi c$

が $L_{k-2}(\epsilon, \mathcal{O}/\varpi^{r})$ の中で成り立つ。
(3) $S$ を次の性質をみたす素数からなる集合とする。

(i) $m$ は $(m,pN)=1$ をみたす。
(ii) $(p, cd)=1$ をみたす各整数の組 $(c, d)$ に対し、 $S\cap\{d+cpNr|r\in \mathbb{Z}\}\neq\phi$ をみたす。
このような集合 $S$ に対し、 $\mathfrak{X}_{S}$ を Dirichlet 指標 $\chi$ で導手 $m_{\chi}$ が $S$ に属するもの全体とす
る。 $G\in M_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathcal{O})$ が次の性質をみたすとする。
$(a)k<p+1,$
$(b)$ 各 $\alpha\in SL_{2}(\mathbb{Z})$ に対し、 $a(O, G|\alpha)\in \mathcal{O},$

$(c)$ 各 $\chi\in \mathfrak{X}_{S}$ に対し、 $\tau(\overline{\chi})D(G, \chi, 1)\in L_{k-2}(\epsilon, \mathcal{O}[\grave{\chi}])$ ,
$(d)\pi c(\sigma)\in L_{k-2}(\epsilon, \mathcal{O})$ .
このとき、

$\pi_{G}(\Gamma_{0}(N))\subset L_{k-2}(\epsilon, \mathcal{O})$

が成り立つ。

注意 2.6. 命題 2.5(3) は Stevens 氏の結果 [Ste2, 定理 1.3] の部分的な一般化である。 これによ
り、 コサイクルの像を保型 $L$ 関数の特殊値で決定することができる。

注意 2.7. $\tilde{\varphi},\tilde{\psi}$ を仮定 (RR-unr) で与えた指標の持ち上げとする $(i=1,2)$ 。 Eisenstein 級数
$G=G(\tilde{\varphi},\tilde{\psi})\in M_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathcal{O})$ で

$L(G, s)=L(s,\tilde{\psi})L(s-k+1,\tilde{\varphi})$

をみたすものをとる。 このような指標から持ち上げた Eisenstein級数に対し、 $(p, m_{\psi})=1$ の

とき、 命題 2.5(3) の仮定がみたされる。．

3. 主定理及び証明の概略

3.1. 主定理．本稿の主定理を述べる。

定理 3.1. $r$ を正の整数とする。 $k$ を正の整数で $k<p$ をみたすとする。 $f= \sum_{n=0}^{\infty}a(n, f)$

$\exp(2\pi inz)\in S_{k}(\Gamma_{0}(N), \epsilon, \mathcal{O})$ を正規化された Hecke 固有カスプ形式で $P$-ordinary とする。 さ
らに次の 2つを仮定する

(1) $N$ と素な素数 $l$ で $a(l, f)\not\equiv\epsilon(l)+l^{k-1}(mod \varpi^{r})$ をみたすものが存在する。
(2) Eisenstein級数 $G\in M_{k}(Fo(N), \epsilon, \mathcal{O})$ で命題 2.5(3) の仮定及び、 各 $n\geq 0$ に対し、保型形
式の Fourier係数の問の合同式 $a(n, f)\equiv a(n, G)(mod \varpi^{r})$ をみたすものが存在する。
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このとき、 ある $p$進単数 $u\in \mathcal{O}^{\cross}$ が存在し、任意の原始的 Dirichlet 指標 $\chi$ で導手 $m_{\chi}$
が $pN$ と

素なものに対し，各々の Mellin 変換の特殊値 $\tau(\overline{\chi})\frac{D(f,\chi,1)^{\alpha}}{\Omega_{f}^{\alpha}}$ , $\tau(\overline{\chi})D(G, \chi, 1)^{\alpha}$ が $L_{k-2}(\epsilon, \mathcal{O}[\chi])$

に属し、 次の合同式

$\tau(\overline{\chi})\frac{D(f,\chi,1)^{\alpha}}{\Omega_{f}^{\alpha}}\equiv u\tau(\overline{\chi})D(G, \chi, 1)^{\alpha}(mod \varpi^{r})$

が成り立つ。但し、 $\alpha=\epsilon\chi(-1)$ とする。 また、 上の記号の定義については下記の命題-定義 3.3
を参照。

特に主定理より、保型 $L$ 関数の特殊値の間の合同式が得られたことになる。

注意 3.2. Dirichlet 指標 $\chi$ の導手 $m_{\chi}$ が $P$ で割れる場合には、 この等式は $Y=0$ とすれば正し
いことが同様の証明により確認できる。 つまり、 $s=1$ での保型 $L$ 関数の特殊値の間の合同式
を導くことができる。岩澤主予想への応用のためには、導手 $m_{\chi}$ が $p$ で割れる場合の合同式が
必要となる。

3.2. 定理 3.1の証明の概略．この節では主定理の証明の概略を説明する。以下、 記号は 3.1節
と同じとし、 $m=m_{\chi}$ とおく。命題 2.5(1) の式を定理 3.1の仮定を用いて具体的に計算すると、
次の命題を得る。

命題-定義 3.3. 命題 2.5(1) で述べた各 $b_{i}$ に対し、 $a_{i}$ , ci, $h\in \mathbb{Z}$ を

$\gamma_{b_{i}}=(\begin{array}{ll}a_{i} b_{i}p^{h}c_{i}p^{h}N m\end{array})\in\Gamma_{0}(N)$

及び $p^{h}\in\varpi^{r}\mathcal{O}$ をみたすようにとる。

(1) 定理 3.1の条件 (2) を仮定する。 このとき、 $L_{k-2}(\epsilon, \mathcal{O}/\varpi^{r}[\chi])$ において、 合同式

$\phi(m)$

$\sum_{i=1}\overline{\chi}(b_{i})\pi_{G}^{\alpha}(\gamma_{b}\dot{.})$

$=- \frac{1}{2}(1+\alpha\chi(-1)(\begin{array}{ll}1 00 -1\end{array})) \bullet\tau(\overline{\chi})D(G, \chi, 1)$

$= \frac{\tau(\overline{\chi})}{2}\sum_{j=0}^{k-2}(k -2j)(1+ \alpha\epsilon\chi(-1)(-1)^{j})j!(\frac{1}{2\pi i})^{j+1}L(G, \chi_{\dot{1}}j+1)X^{k-2-j}Y^{j}$

が成り立つ。 この右辺を $\tau(\overline{\chi})D(G, \chi, 1)^{\alpha}$ とおく。
(2) 定理 3.1の条件 (1) を仮定する。 このとき、 $L_{k-2}(\epsilon, \mathcal{O}/\varpi^{r}[\chi])$ において、合同式

$\phi(m)$

$\sum_{i=1}\overline{\chi}(b_{i})\delta_{f}^{\alpha}(\gamma_{b_{i}})$

$=- \frac{1}{2}(1+\alpha\chi(-1)(\begin{array}{ll}1 00 -1\end{array})) \cdot\tau(\overline{\chi})\frac{D(f,\chi,1)}{\Omega_{f}^{\alpha}}$

$= \frac{\tau(\overline{\chi})}{2}\sum_{j=0}^{k-2}(k -2j)(1+ \alpha\epsilon\chi(-1)(-1)^{j})j!(\frac{1}{2\pi i})^{j+1}\frac{L(f,\chi,j+1)}{\Omega_{f}^{\alpha}}X^{k-2-j}Y^{j}$

が成り立つ。 この右辺を $\tau(\chi)\frac{D(f,\chi,1)^{\alpha}}{\Omega_{f}^{\alpha}}$ とおく。
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注意 3.4. (1) $|$ま定理 3.1の条件 (2) の仮定より、 $G$ の定数項が modulo $\varpi^{r}$ で消えていることか
ら従う。

(2) では、定理 3.1の条件 (1) の仮定のもとで、Greenberg氏と Stevens氏による議論 [Gre-Ste,
補題 6. $9.b]$ によって、 $\omega_{f}^{\alpha}/\Omega_{f}^{\alpha}(\Gamma_{0}(N))\subset L_{k-2}(\epsilon,\mathcal{O}[\chi])$ となることを用いてぃる。

この命題を用いて主定理を証明する。
定理 1.4及び命題 2.5(2) より、 ある $p$進単数 $u\in \mathcal{O}^{\cross}$ が存在し、

$[ \frac{\omega_{f}^{\alpha}}{\Omega_{f}^{\alpha}}]=u[\pi_{G}^{\alpha}]$

とかける。 つまり、 ある $Q(X, Y)\in L_{k-2}(\epsilon, \mathcal{O}/\varpi^{r})$ が存在し、

$\frac{\omega_{f}^{\alpha}}{\Omega_{f}^{\alpha}}-u\pi_{G}^{\alpha}=d^{0}Q(X, Y)$

の形にかける。但し、 $d^{0}$ は定義 1.1で与えたものとする。また、 $\gamma$bi,の定義より、物の $L_{k-2}(\epsilon, \mathcal{O}/\varpi^{r})$

への作用は
$\gamma_{b_{i}} \bullet P(X, Y)\equiv\epsilon(m)P(mX, m^{-1}Y)(mod \varpi^{r})$

で与えられる。 特に、 この作用は $b_{i}$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ依存しないことに注意する。 このとき、 指標 $\chi$ が非自

明ならば、

$\tau(\overline{\chi})\frac{D(f,\chi,1)}{\Omega_{f}^{\alpha}}-u\tau(\overline{\chi})D(G, \chi, 1)^{\alpha}\alpha(mod \varpi^{r})$

$= \sum_{i=1}^{\phi(m)}\overline{\chi}(b_{i})(\gamma_{b_{i}}-1)\bullet Q(X, Y)$

$= \sum_{i=1}^{\phi(m)}\overline{\chi}(b_{i})\{Q(mX, m^{-1}Y)-Q(X, Y)\}$

$=0$

が成り立つ。 以上より、主定理が得られた。
謝辞最後になりましたが、講演の機会を与えて下さった皆様に感謝を述べたい。 また、本稿

で紹介した結果を導くにあたり、 お世話になった辻雄先生に感謝を述べたい。 特に、 定理 1.4
が得られたのは、 辻先生のアイデアや助言のおかげである。
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