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1 概要

Zagier は 1977年ごろに、 ラマンヌジャンのデルタ関数 $\triangle$ の 4次対称 $L$ 関
数の 5つの 「臨界点」 における具体的な値を数値的に予想した。 その後、 こ

れを検証した人はいなかったと思われるが、今回、 周期の部分の定数倍を
除いて、 この予想を証明した。 もっと具体的に言うと、臨界点は 5つあるの
で、 これらの 4つの比を考えると、 これらはすべて Zagier が予想した数値
通りであったというのが、 具体的な定理の中身である。 この証明のために
は、ベクトル値のジーゲル保型形式の構成、 その標準 $L$ 関数の計算、および
pullback formula に使用する微分作用素の構成などが必要になる。 ついでに
Kim-Ramakrishnan-Shahidi lifting とそうでないものの固有値の合同の例を
–っ上げておく。

2 Zagier の予想
$H_{n}$ を $n$ 次のジーゲル上半空間とする。 $f$ をウェイトが $k$ の $\Gamma_{1}=SL_{2}(\mathbb{Z})$

のカスプ形式で、ヘッケ固有関数とする。 $f( \tau)=\sum_{n=1}^{\infty}a(n)q^{n}(a(1)=1,$

$q=exp(2\pi i\tau),$ $\tau\in H_{1})$ に対して、

$1-a(p)p^{-s}+p^{k-1-2s}=(1-\alpha_{p}p^{-s})(1-\beta_{p}p^{-s})$

で $\alpha_{p},$
$\beta_{p}$ を定める。 $f$ の $m$ 次対称 $L$ 関数というのは

$L(s, f, Sym(m))=\prod_{p:\rho rime}\prod_{i=0}^{m}(1-\alpha_{p}^{m-i}\beta_{p}^{i}p^{-s})^{-1}$

とおいて定義される関数である。 これはもちろん十分大きな $s$ では収束する
が、 全 $s$ 平面への解析接続と関数等式は、大きな $m$ については今でもわかっ
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ていないようである。 一般に適当によい $L$ 関数については、 $L$ 関数の臨界
値 (critical values) というのが Deligne によって定義されており、 これにつ
いては適当な超越元と代数的数の積であると予想されている。 どこの値が臨
界値と呼ばれるかというのは、 当該の $L$ 関数のガンマ因子で決まっている
概念なので、 少なくとも $L$ 関数の関数等式が予想できなければ臨界値につ
いて論じることはできない。 Deligne が以上のような予想を述べたのは 1977
年あたりのようである。 以下では主として $f$ が．Ramanujan のデルタ関数

$\triangle(\tau)=q\prod_{n=1}^{\infty}(1-q^{n})^{24}=\sum_{n=1}^{\infty}\tau(n)q^{n}$

である場合を扱う。 実際には、 Zagier $\iota$ま 1976 年ごろに $L(s, \triangle, Sym(m))$ の

特殊値を $m\leq 4$ について近似計算をしていた。 $m=1,2$ については、 特殊
値の計算の実行の仕方はあったが、 $m=3,4$ については、 よくわからないの
で、近似値を具体的な有理数と $\triangle$ の Petersson 内積の値で解釈するには、何
らかの Anzatz が必要であったのであろう。 Deligne の論文 $[3|$ &こは、 Zagier
が 3次と 4次の対称 $L$ 関数の実験に関係して、 それをきちんと解釈する予
想を切望していて、 これがそもそも予想を述べる大きな動機の一つだったと
いう経緯が書かれている。
その後 $m=3$ の場合は、水本信一郎により、Klingen Eisenstein series な

どを用いて、 具体的に臨界値が計算され、 Zagier の予想は確認された。 しか

し $m=4$ のときは、不明のままであった。
さて、 そもそも出発点の Zagier の予想を述べておこう。

Conjecture 2.1 (Zagier [17]) 臨界点 $s=24,26,28,30,32$ について、次
の公式が成り立つはずである。

$(2\pi)^{-3s+33}\Gamma(11)^{-1}\Gamma(s)\Gamma(s-11)L(s, \triangle, Sym(4))=c(s)2^{33}(\triangle, \triangle)^{3}.$

ここで $c(s)$ は次の表で与えられる定数である。

また Petersson 内積を次のように定義している。

$( \triangle, \triangle)=\int_{SL_{2}(\mathbb{Z})\backslash H_{1}}|\triangle(\tau)|^{2}y^{10}dxdy.$
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ただし、 $*$ の部分は、実は彼の論文では、 34981ではなくて 34891と書か
れているが、後者は $34891=23\cross 37\cross 41$ と合成数になってしまうから、 こ

れは明らかにミスプリである。 2011年の Arbeitstagung でこれを指摘した
ところ、 Zagier によれば、残っている当時のノートに記された計算自身はも
ちろん正しくて、書き写すのを間違えたらしいとのことであった。

3 主結果

意味の説明は後回しにして、 まず主張から述べる。
$n$ 次ジーゲル上半空間を $H_{n},$ $n$ 次ジーゲルモジュラー群 $Sp(n, \mathbb{Z})$ を $\Gamma$

。

と書く。 記号 $A_{k,j}(\Gamma_{2})$ で、 2次のウエイトが $\det^{k}Sym(j)$ であるようなベ
クトル値ジーゲル保型形式のなす $\mathbb{C}$ 上のベクトル空間を表す。すなわち、
$\tau\in H_{2},$ $u=(u_{1}, u_{2})$ を変数のベクトルとするとき、 $A_{k,j}(\Gamma_{2})$ の元というの
は、 $H_{2}$ 上の正則関数を係数に持つ $u$ の $i$ 次斉次多項式 $F(\tau, u)$ であって、

$F(\gamma\tau, u)=\det(c\tau+d)^{k}F(\tau_{\dot{}}u(c\tau+d)) (\gamma\in\Gamma_{2})$

となるもののことである。 このうちでジーゲル $\Phi$ 作用素で消えるものを
ジーゲルカスプ形式とよび、その空間を $S_{k,j}(\Gamma_{2})$ と書くが、 $k$ が奇数ならば

$A_{k,j}(\Gamma_{2})=S_{k,j}(\Gamma_{2})$ である。また $j$ が奇数ならば、 $A_{k,j}(\Gamma_{2})=0$ である。 $k\geq 5$

ならばこれらの次元公式は対馬により知られている。特に $\dim S_{13,10}(\Gamma_{2})=2$

である。

Theorem 3.1 あるジーゲルカスプ形式 $F\in S_{13,10}(\Gamma_{2})$ で $s=24,26,28,$
30, 32のすべてについて

$(2\pi)^{33-3s}\Gamma(11)^{-1}\Gamma(s)\Gamma(s-11)L(s, \triangle, Sym(4))=c(s)(F, F)$ .

となるものが存在する。 ここで $c(s)\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま Zagier の予想で与えられたものと同
じ数を表す。

ここでのポイントは $F$ が $s$ のとる 5つの数に無関係にひとつ定まってい
るということである。 なぜジーゲル保型形式がでてくるかという説明はあと
でするが、 Zagier の予想との違いは $(\triangle, \triangle)^{3}$ が $(F, F)$ におきかわっている
ことである。言い換えると、 $(\triangle, \triangle)^{3}=(F, F)$ がわかれば Zagier の予想が完
全に証明されたことになるが、 これを証明する手段はよくわからない。
もっと一般に、 次のようなことが言える。
ヘッケ固有関数 $f\in S_{k}(SL_{2}(Z))$ の固有値全体が有理数体上生成する体を

$\mathbb{Q}(f)$ と書こう。

Theorem 3.2任意のヘッケ固有関数 $f\in S_{k}(\Gamma_{1})$ に対して、 $f$ のみによる

定数 $c(f)$ が存在して、 $L(l, f, Sym(4))/\pi^{-3k+3l+3}c(f)\in \mathbb{Q}(f)$ が任意の $2k\leq$

$l\leq 3k-4$ となる偶数 $l\ovalbox{\tt\small REJECT}$こついて成立する。
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この定理は、 1変数保型形式からベクトル値ジーゲル保型形式へのリフ
トに関する Ramakrishnan-Shahidi の定理 [16] とベクトル値ジーゲル保型形
式の特殊値に関するの小島教知の結果の単純な系であるが、 これに比較する
と Theorem 3.1の証明は、具体的な数字が出ている点で、はるかに面倒であ
る。抽象的な結果だけ考える人はこういう計算を軽視する傾向があるが、内
容の実質的な深さが違うというべきだと思う。

Theorem 3.1の証明はつぎのような部分 (1), (2), (3) からなっている。
(1) Kim-Ramakrishnan-Shahidi lifting: Ramakrishnan-Shashidi [16] はヘッ
ケ固有関数 $f\in S_{k}(\Gamma_{1})$ からヘッケ固有関数になるベクトル値ジーゲル保型
形式 $F$ でウェイトが $\det^{k+1}Sym(k-2)$ であるものへのリフトが存在して、

$L(s, f, Sym(3))=L(s, F, Sp)$ ,

となることを主張している。 ここで $Sp$ はスピノール $L$ 関数を意味している。
このようなリフトの存在は Kim-Shahidi がスカラー値の時に予想していた。
実は伊吹山はベクトル値の実験を通じて、一般に離散群は岩堀部分群にとれば
よいことと、ベクトル値の場合のウェイトの対応を実験結果とともに予想した
プレプリント [7] を書いていた。 この

$\check{}$7
$\circ$

レフ
$\circ$

リントは Ramakrishnan-Shahidi
の論文にも引用されている。特に $\triangle$ に対しては、 リフトされた側のジーゲ
ル保型形式は $A_{13,10}(\Gamma_{2})=S_{13,10}(\Gamma_{2})$ に属する。 なお、重要な注意として、彼
らの定理はガロア表現などを通じて証明されており、 実際に具体的に保型形
式を構成して見せたわけではないので、 これは存在定理である。 したがって、
彼らの論法によって、 もとの内積とリフトされた側の内積の関係などがわか
るとは到底思えない。 またもとのフーリエ係数でリフトされた側のフーリエ
係数がどう書けるかも全く分かっていない。 ここはかなり欲求不満を感じる
ところである。 より構成的な別証明があるとよいのだが。以前にたとえば逆
定理を用いて証明できないかを考えたことがあるのだが、ベクトル値である
ことや、 リフトされた保型形式の (自然に定義される) Koecher-Maass 級数
をそのまま計算すると消えるらしいことなどから、十分な手掛かりが得られ
なかった。 残念ながら今のところ別証明はよくわからない。
次の結果は、 なぜか [16] には書かれていないようだが、記号を上の通り

として、彼らの定理の単純な系として得られる。

$L(s, f, Sym(4))=L(s-22, F, St)$ .

ここで翫はスダンダード $L$ 関数を表す。 よって問題は $\triangle$ に対応する $F$ を
具体的に与え、その臨界点 $s=2,4,6,8,10$ での $L(s, F, St)$ を計算するこ
とにある。
さて、 普通の論文ではあまり丁寧に書けないので、 この機会にここに登

場する $L$ 関数について、少し復習しておく。 定義は $\alpha_{0,p},$ $\alpha_{1,p},$ $\alpha_{2,p}$ を各素数
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$P$ におけるいわゆる佐武パラメーターとするとき、 次のようになる。

$L(s, F, Sp)= \prod_{p}[(1-\alpha_{0,p}p^{-s})(1-\alpha_{0,p}\alpha_{1,p}p^{-s})(1-\alpha_{0_{i}p}\alpha_{1,p}p^{-s})(a-\alpha_{0,p}\alpha_{1,p}\alpha_{2,p}p^{-s})]^{-}$

$L(s, F, Sp)= \prod_{p}[(1-p^{-s})(1-\alpha_{1}p^{-s})(1-\alpha_{1}^{-1}p^{-s})(1-\alpha_{2}p^{-s})(1-\alpha_{2}^{-1}p^{-s})]^{-1}$

ここで、佐武パラメータの定義は $L$ 関数の正規化をどうとるかで少しずれる
が、 ここでは関数等式は $F\in S_{k,j}(\Gamma_{2})$ に対して、 $Sp$ で $sarrow 2k+j-2-s,$
$St$ で $sarrow 1-s\}$こ対して成立するようにとっている。 標準 $L$ 関数のガンマ
因子は、 小島教知 [15] により与えられており、 $F\in S_{k,j}(\Gamma_{2})$ に対しては

$\Gamma_{\mathbb{R}}(s)\Gamma_{\mathbb{C}}(s+k+j-1)\Gamma_{\mathbb{C}}(s+k-2)$

である。 ただしここで $\Gamma_{\mathbb{R}}(s)=\pi^{-s/2}\Gamma(s/2),$ $\Gamma_{\mathbb{C}}(s)=2(2\pi)^{-s}\Gamma(s)$ さ
て、 $f\in S_{k}(\Gamma_{1})$ の佐武パラメータを $\alpha_{p},$

$\beta_{p}$ として、 リフトされた先の
$S_{k+1,k-2}(\Gamma_{2})$ と比較すると、 (ワイル群の作用などの対称化を無視すれば)
$\alpha_{0.p}=\alpha_{p}^{3},$ $\alpha_{0}\alpha_{1}\alpha_{2}=\beta_{p}^{3},$ $\alpha_{0}\alpha_{1}=\alpha_{p}^{2}\beta_{p},$ $\alpha_{0}\alpha_{2}=\alpha_{p}\beta_{p}^{2}$ となるから標準 $L$ 関数
の $p$ 因子は

$(1-p^{-s})(1-(\alpha_{p}/\beta_{p})p^{-s})(1-(\beta_{p}/\alpha_{p})p^{-s})(1-(\alpha_{p}/\beta_{p})^{2}p^{-s})(1-(\beta_{p}/\alpha_{p})^{2}p^{-s})$

であり、 $s$ を $s-2k+2$ に変えると $\alpha_{p}\beta_{p}=p^{k-1}$ に注意して

$(1-\alpha_{p}^{4}p^{-s})(1-\alpha_{p}^{3}\beta_{p}p^{-s})(1-\alpha_{p}^{2}\beta_{p}^{2}p^{-s})(1-\alpha_{p}\beta_{p}^{3}p^{-s})(1-\beta_{p}^{4}p^{-s})$

となる。 よって、 $L(s-2k+2, F, St)=L(s, f, Sym(4))$ となる。 ちなみに、
対称 $m$ 次 $L$ 関数のガンマ因子と関数等式は、 [17] にでている予想としては
次のとおりである。
ガンマ因子:

$\gamma_{m}(s)=\{\begin{array}{ll}(2\pi)^{-rs}\prod_{\nu=0}^{r-1}\Gamma(s-v(k-1)) if m=2r-1\pi^{-s/2}\Gamma(\frac{s}{2}-[\frac{r(k-1)}{2}])\gamma_{2r-1}(s) if m=2r.\end{array}$

関数等式は $sarrow(k-1)m+1-\mathcal{S}$ である。 特に $m=4$ ならば、 $\gamma_{4}(s)=$

$\pi^{-5s/2}\Gamma((s-2k+2)/2)\Gamma(s)\Gamma(s-k+1)$ , 関数等式は $sarrow 4k-3-s$ で成り
立つはずである。 これはもちろん上のジーゲル保型形式の関数等式と整合し
ている。

(2) 臨界点 $s$ での $L(s, F, St)$ の計算には小島教知 [15] の公式を用いる。
これはスカラー値の 4次のアイゼンシュタイン級数を微分作用素でずらして、
その後、 2つの 2行 2列の対角ブロックへの制限をとったものが、ベクトル
値保型形式のテンソルでかけ、その係数が標準 $L$ 関数の臨界値になるという
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結果である。
(3) この (2) の計算で、対角ブロックへの制限に対して保型性を保つような
微分作用素の一般論、およびその具体的な作用素の構成を用いる。 実質上は
この部分の計算が最も複雑である。

以上の計算を実際に実行するには、次のようなことが必要になる。
(i) $S_{13,10}(\Gamma_{2})$ の基底とそのフーリエ係数．
(ii) 次数 4のウェイト $l=4,6,8,10,12$ のスカラー値アイゼンシュタイン級
数の具体的なフーリエ係数．
(iii) $E_{l}$ に対する微分作用素 $\mathcal{D}$ で $\mathcal{D}E_{l}$ を (2,2) 行列 2つの対角ブロックに制
限すると $S_{13,10}(\Gamma_{2})$ の元のテンソルでかけるようなものの構成。

これらについて、若干説明する。 ベクトル値ジーゲル保型形式の構成法
はいろいろあるが、一番一般的な方法は球関数つきの 2次形式のテータ関数
で与えるやりかたである。今は $\Gamma_{2}$ に関する保型形式を求めようとしている
ので、 2次形式はレベルが 1のもの (even unimodular lattice) であれば何で
もよいわけだが、現実問題として (やってみればわかるが) Es lattice 以外
のものをとっても計算が面倒になるだけで、実際的ではない。 そこで lattice
は $E_{8}$ をとることに決めて、球関数をいろいろ動かしてみる。 ここで面倒な
のは、 球関数をいい加減に選ぶと、構成されたテータ関数は往々にしてゼロ
になることである。 原理的に言えば $E_{8}$ の自己同型群で不変な球関数から探
せばよいのだが、 自己同型群は非常に大きいし、たとえ不変なものが探せた
としても、 ゼロになるかどうかを前もって予想するのはかなり難しい。 よっ

てこの部分は計算機で計算してみてゼロにならないことを確かめるという実
験的な方法に頼ることになる。 (テータ関数でいつでも書けるかどうかとい
うのは、 basis problem に関する Boecherer の判定法があって、 ウェイトが
十分大きければかけるはずではあるが、 実際に見つけるのは別問題である。)
しかし、 何にしても今は $\dim S_{13,10}(\Gamma_{2})=2$ なので、構成はあまり困難では
ない。 実際には次のようにする。 まず $E_{8}$ lattice というのは

$E_{8}= \{(x_{i})_{1\leq i\leq 8};2x_{i}\in \mathbb{Z}, \sum_{i=1}^{8}x_{i}\in 2\mathbb{Z}, x_{i}-x_{j}\in \mathbb{Z}\}$

で与えられる。複素ベクトル $x=(x_{i}),$ $y=(y_{i})\in \mathbb{C}^{8}$ に対して、 内積を普
通に $(x, y)= \sum_{i=1}^{8}$ xiyi と定義する。 ベクトノレ $a,$

$b\in \mathbb{C}^{8}$ で $(a, a)=(b, b)=$

$(a, b)=0$ となるものをとる。 $\tau\in H_{2}$ に対して、 $\tau=(\begin{array}{ll}\tau_{11} \tau_{12}\tau_{12} \tau_{22}\end{array})$ と書く。 整

数 $i\geq 0$ と $v\geq 0$ ひとつ固定する。 各 $0\leq i\leq j$ に対して $H_{2}$ 上の関数を

$(x, a) (x, b)^{\nu}$

$\theta_{a,b,i}(\tau)=\sum_{x,y\in E_{8}}(x, a)^{j-i}(y, a)^{i}(y, a)$ $(y, b)$
$exp(2\pi i[n(x)\tau_{11}+2(x, y)\tau_{12}+(y, y)\tau_{22})$

191



と定義する。 このときよく知られているように (たとえば Freitag の本参照)

$f_{a,b}( \tau, u)=\sum_{i=0}^{j}(\begin{array}{l}ji\end{array})\theta_{a,b,i}(\tau)u_{1}^{j-i}u_{2}^{i}$

とおくとん，b $\in$ Ak,$j(F_{2})$ となる。 我々の場合には、

$a_{1} = (2,1, i, i, i, i, i, 0)$

$a_{2} = (1, -1, i, i, 1, -1, -i, i)$

$b_{1} = (3,2i, i, i, i, i, i, 0)$

$b_{2} = (1, i, -1, i, 1, i, -i, 1)$

とおき、 $j=10,$ $\nu=9$ に対して $fi_{3,10a}:=f_{a1a}2,$ $fi_{3,10b}:=f_{b_{1},b_{2}}$ を上のよう
に定義すると、 これが $S_{13,10}(\Gamma_{2})$ の基底になる。 $\triangle$ からここへはリフトが 1
次元分あるはずだが、 この像は、 たとえば 2での Hecke 作用素 $T(2)$ を作用
させてその固有値を見れば、直ちにわかる。実際には、ヘッケ固有関数は次
の 2つで与えられる。

$F_{13,10a}=(3677f_{13,10a}+120147f_{13,10b})/(2^{2}\cross 23\cross 21800833)$ ,
$F_{13,10b}=(-107841f_{13,10a}+21791f_{13,10b})/(2\cross 19\cross 23\cross 21800833)$ .

これらのオイラー因子は、 たとえば 2では

$H_{2}(s, F_{13,10a})$ $=$ $1-84480T+10611589120T^{2}-84480\cdot 2^{33}T^{3}+2^{66}T^{4}$

$= (1+49152T+2^{33}T^{2})(1-133632T+2^{33}T^{2})$ ,
$H_{2}(s, F_{13_{\}}10b})$ $=$ $1+52800T-889978880T^{2}+52800\cdot 2^{33}T^{3}+2^{66}T^{4},$

であるのが、 簡単にわかる。 $\triangle(\tau)=q-24q^{2}+\cdots$ と比較して、

$\alpha_{2}^{3}+\alpha_{2}^{2}\beta_{2}+\alpha\beta_{2}^{2}+\beta_{2}^{3}=(\alpha+\beta)^{2}-2\cdot 2^{11}(\alpha+\beta)=24^{3}+2^{12}\cdot 24=84480$

から $F_{13,10a}$ が $\triangle$ からのリフトであり、 もう一方は違うということがわかる。
ちなみに、 普通リフトがあると、 リフトとリフト以外の間の固有値の合

同が成立することが多い。今の場合はリフトとリフトでないものが一つずつ
あるので $F_{13,10a}$ と $F_{13,10b}$ の固有値の間には、 きれいな合同が成り立つとう
れしい。 実際、 次の定理のように合同はある。
一般にヘッケ固有関数 $F\in A_{k,j}(\Gamma_{2})$ に対して、ヘッケ作用素 $T(n)$ の $F$

での固有値を $\lambda(n, F)$ と書こう。

Theorem 3.3記号を上の通りとして、任意の自然数 $n$ に対して

$\lambda(n, F_{13,10a})\equiv\lambda(n, F_{13,10b})mod 13$

となる。
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この定理において、 13というのは大きな特徴的な素数というわけではない
し、 また特に何かの $L$ 関数の特殊値の因子に出てくるわけでもないので、そ
の点では非常に面白いとは言えないかもしれないが、合同があること自身に
は意味があると思うので、 記載しておく。
以上で、 $F_{13,10a},$ $F_{13,10b}$ のフーリエ係数などは計算機でかなり計算できる。

これは一種の組合せ計算であるから、 プログラムを組むのは容易でもかなり
時間のかかる計算であり、単純というわけではない。

(2) アイゼンシュタイン級数のフーリエ係数については、 すぐ結果の
出る完全に closed な公式は存在しないが、苦労すれば計算機で計算が実行で
きる程度のことはわかっている。 たとえば [12] と見ればよい。 この計算につ
いては省略するが、 2倍のサイズのアイゼンシュタイン級数を対角ブロック
に制限するというのは、単なる保型形式の構成法としても意味があると言え
るであろう。 (そのようにして新しい保型形式を求めた人はほとんどいない
けれども。) アイゼンシュタイン級数の pullback formula というのは、 おお
ざっぱに言って次のような形である。

$( \mathcal{D}_{l,(k,j)}E_{l})(\begin{array}{ll}Z_{1} 00 Z_{2}\end{array})= \sum_{i}c_{l}(F_{i})F_{i}(Z_{1}, u)\otimes F_{i}(Z_{2}, v)$ .

我々の場合に即して左辺を説明すれば、 $E_{l}$ はウェイト $l$ (偶数) の 4次のア
イゼンシュタイン級数であり、 $Z_{i}\in H_{2}$ である。 $\mathcal{D}$ は $H_{4}$ の関数上の定数
係数線形正則微分作用素であり、作用の結果を上のように対角ブロックに制
限すると $H_{2}$ 上の保型形式でウェイトが $\det^{k}Sym(j)$ のもののテンソルにな
るもの。 ただし、 ここで $k\geq l$ であり、 $\mathcal{D}$ は $l$ と $(k, j)$ の組に対して (定
数倍を除いて) 一意的に決まっている。 さて、 このような微分作用素をとれ
ば、 $A_{k,j}(\Gamma_{2})$ の基底を $\{F_{i}(\tau, u)\}$ とすると君 $(Z_{1}, u)\otimes F_{j}(Z_{2}, v)$ (テンソル

の区別をわかりやすくするために右では $u$ のかわりに $v$ を用いた) という
形の式の線形結合になるのは明らかである。 しかし、 さらに瓦 $(\tau, u)$ をヘッ
ケ固有関数とすると、 実は $F_{i}\otimes F_{j}(i\neq j)$ は必要なく、 同じもののテンソ
ル $F_{i}\otimes F_{i}$ の線形結合で書けることがわかっている。 さて、 問題は係数であ
る。 係数 $c_{l}(F_{i})$ は具体的に書ける初等的な量と $L(l-2, F_{i}, St)$ の積でかけて
いる。 以上は、 スカラー値では Boecherer, ベクトル値では小島教知の結果で
ある。
さて、 以上の pullback formula を我々の場合に適用するメリットは次の

点にある。 我々が知りたいのは $F_{13,10a}$ の標準 $L$ 関数の臨界値である。 上
で瓦 $=F_{13,10a}$ とするときに、 臨界値はいろいろあるから、 $l-2$ がこの臨
界値をわたるようにするには、 $l$ をいろいろ動かす必要がある。 具体的には
$l-2=2,4,6,8,10$ と取る必要がある。 しかしターゲットの保型形式はいつ
でも $S_{13,10}(\Gamma_{2})$ の元であるから、微分作用素も 5種類用意しなければならな
い。 $S_{13,10}(\Gamma_{2})$ は 2次元であるから、上で右辺は 2つのテンソルの和であり、
作用素もフーリエ係数も全部具体的にわかっているとするならば、 線形結合
の係数を求めることができるはずである。 これが我々の計算方針である。
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(3) 次に微分作用素の説明をしよう。 話を少し一般的にして、 2つの

有界対称領域 $\triangle,$ $D$ があって、 自然な埋め込み $\triangle\subset D$ があるとする。 こ $arrow$

で自然なというのは、左の正則自己同型群 (の一部) が右に自然に含まれる
ような状況を考えている。 つまり $Aut(\triangle)\subset Aut(D)$ としている。 我々があ
とで適用したいのは $\triangle=H_{2}\cross H_{2、}D=H_{4}$ の場合であるが、それはとも
かく、 一般に、 $D$ の普通の保型因子は制限すれば $\triangle$ の保型因子にもなり、
これはいわゆる modular embedding である。 このときは単に $D$ の保型形式
を $\triangle$ に制限すれば、 これも保型形式になる。 しかし我々はもう少し一般的
な次のような状況を考える。 $\mathbb{C}$ 上の有限次ベクトル空間 $V$ に対して、 $\triangle$ の

$V$-valued な保型因子」$\Delta\in GL$ (V) を考え、 また $D$ の $\mathbb{C}$-valued な保型因子
$J_{D}$ を考えよう。 これらの保型形式で $D$ 上のスカラー値正則関数、または $\triangle$

上の $V$ 値正則関数上への作用が自然に定まる。 (十分一般の保型因子ならば、
これはいわゆる正則離散系列表現である。) この作用 $|_{J_{D}}[g]$ または $|_{j_{\triangle}}[g]$ を

$g\in Aut(\triangle)$ に制限して考える。 さらに $V$-valued な定数係数線形正則微分作
用素 $\mathbb{D}$ で、 任意の $g\in Aut(\triangle)\subset Aut(D)$ , に対しては次の次式が可換にな
るものを考える。

$Hol(D, \mathbb{C})arrow^{\mathbb{D}}Hol(D, V)arrow^{{\rm Res}_{.}}Hol(\triangle, V)$

$|_{J_{D}}[g]\downarrow \downarrow|_{J_{\triangle}}[g]$

$Hol(D, \mathbb{C})arrow^{D}Hol(D, V)\underline{{\rm Res}}Hol(\triangle, V)$

ここで $Hol(X, Y)$ は $X$ 上の $Y$ valued な正則関数のなす空間をあらわす。
この図式は、離散群の取り方は関係せず、単に実 Lie 群のあいだの性質をあ
らわしている。 この作用素は正則離散系列の制限による分解の写像などを具
体的に与える写像 (intertwining operator) ともいえる。 特に適当な $Aut(\triangle)$

の離散群で左の縦の矢印が単位写像と同一ならば、右端の縦の矢印でもそう
であるから、 これは保型形式を別の保型因子を持つ保型形式にうつしている
ことになる。 (ちなみに Boecherer はこの図式の真ん中の部分の上から下へ
の自然な写像を考えて、それとも可換な作用素を考えている。 これは定数係
数ではないし、我々のものよりも一層複雑であるが、 iterate できるという利
点があり、 しばしば使われている。 ここではこれは直接は利用しない。)
このような微分作用素の一般的な特徴づけは、 $(\triangle, D)$ がジーゲル上半空

間の直積からなっているときは、 [5] に述べられている。 これは微分作用素
を適当な多変数 $Q$ に各座標の偏微分を代入して構成するときに、 $Q$ がある
種の不変性を持った多重調和関数で与えられることを主張するものである。
このような微分作用素の存在や重複度は古典群の分岐則で記述できる。 (も
ちろん古典群の分岐則自身が具体的に求めるのは難しいという困難はある。)
この理論は、 このような微分作用素を構成する具体的な手段をも与えている
が、 実際のその計算を実行するのはそう容易ではない。
以上のような微分作用素は少なくとも次の 3つの点で面白いと思われる。

(1) 新しい特殊関数論の源泉になりうる。たとえば $\triangle=H_{1}\cross H_{1},$ $D=H_{2}$ の場
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合は、対応する不変調和多項式は、本質的に Legendre 多項式や Gegenbauer
多項式にほかならない。 このような方向の一般化や関係するホロノミー系の
理論などは [11], [10] などにある。
(2) この微分作用素を適用することで、与えられたジーゲル保型形式から、 $arrow$

れ以外の方法では構成の難しい新しいジーゲル保型形式を構成することがで
きる。 ([1], [8])
(3) Pullback formula に適用して、 $L$ 関数の特殊値の計算に使える。 (e.g. [13],
[4] $)$

ここではもちろん (3) が関係している。
最近、 $\triangle=H_{n}\cross H_{n},$ $D=H_{2n}$ の場合には、 このような微分作用素のあ

る種の新しい closed formula を得ているのだが、一見単純に見える公式とい
うのと実際の計算に使える公式というのはまた話が別である。実際にここで
必要な作用素を求めた時はこのような公式はなかったし、 この公式により計
算が容易になるかどうかは保証の限りではないので、 これについては今は述
べない。 ここでは $\mathcal{D}_{l,(13,10)}$ の求め方の実際について、簡単に触れるだけにし
て、 きわめて複雑な具体形について興味のある方は、すでに存在しているプ
レプリントをみてもらうことにする。具体的には次のようなことを考える。

$2\cross 2l$ の行列 $X,$ $Y$ (成分は変数) を考え、 $u=(u_{1}, u_{2}),$ $v=(v_{1}, v_{2})$ も変数
とする。 これらの多項式 $P(X, Y, u, v)$ で、 $u,$ $v$ についてはそれぞれ 10次同
次式として、 かつ次の条件を満たすものを求めたい。

(1) $P(AX, BY, u, v)=\det(AB)^{13-l}P(X, Y, uA, vB)$ $A,$ $B\in GL_{2}(\mathbb{C})$

(2) $P(Xh, Yh.u, v)=P(X, Y, u, v)$ $h\in O(d)$

(3) $\triangle_{i,j}(X)P=\triangle_{ij}(Y)P=0$ $(1\leq i\leq 2)$ .

ここで $X=(x_{i\nu}),$ $Y=(y_{i\nu})$ に対して

$\triangle_{ij}(X)=\sum_{\nu=1}^{2l}\frac{\partial^{2}}{\partial x_{i\nu}\partial x_{j\nu}} \triangle_{ij}(Y)=\sum_{v=1}^{2l}\frac{\partial^{2}}{\partialy_{i\nu}\partial y_{j\nu}}$

とおいた。 (3) の条件は $X,$ $Y$ のそれぞれについて多重調和という条件である。
条件 (2) と古典的な不変式の基本定理により $P(X, Y, u, v)=Q(R, S, T, u, v)$
$(R=XtX, S=YtY, T=XtY)$ となるような多項式 $Q$ が存在する。 これ
に対して

$\mathcal{D}_{l,(13,10)}=Q(\frac{\partial}{\partial Z_{1}}, \frac{\partial}{\partial Z_{2}}, \frac{\partial}{\partial Z_{12}}, u, v)$

とおけばこれが求める微分作用素である。 このような微分作用素が定数倍を
除き一意的なのは、 [5] の一般論である。 ここで $Z\in H_{4}$ に対して、

$Z=(z_{ij})=(\begin{array}{ll}Z_{1} Z_{12}tZ_{12} Z_{2}\end{array})$
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$(Z_{i}\in H_{2}, Z_{12}\in M_{2}(\mathbb{C}))$ とし、

$\frac{\partial}{\partial Z}=(\frac{1+\delta_{ij}\partial}{2\partial z_{ij}})=(t(\frac{\frac{\partial}{\partial Z_{1}\partial}}{\partial Z_{12}}) \frac{\partial}{}\frac{\partial Z_{12}\partial}{\partial Z_{2}})$

によって $\frac{\partial}{\partial Z_{i}}$ などを定義した。次に、具体的に $P$ を求める方法であるが、条件

(1) より、 $R,$ $S,$ $T$ の多項式としての次数はわかる、 $(A, B)\in GL(2)\cross GL(2)$

の作用は、 $AR^{t}A,$ $BS^{t}B,$ $AT^{t}B$
、

$uA,$ $uB$ となるが、 これは 2次対称テンソル
とか標準表現とかであって、 さらにこれらの対称テンソルないしはテンソル
を取ったものが、 $R,$ $S,$ $T,$ $u,$ $v$ の成分の多項式上への表現として実現されてい
ることになる。 この表現の分解の様子や次元などは指標の計算をすればわか
るので、条件 (1) を満たす多項式の次元は確定できる。また少し考えるとその
基底も構成できる。 そうはいっても、 これはなかなか面倒で $(k,j)=(13,10)$
について、 $l=4,6,8,10,12$ のときに、 それぞれ、 このような多項式の次元
は 465,270,134,51,11である。さて、条件 (3) によれば、これらの線形結
合で $X,$ $Y$ それぞれについて多重調和なものは 1次元しかないはずである。
この条件は線形な条件であるから連立一次方程式を解けば、答が得られる。
もちろん手で計算できるような方程式ではなく計算機でも慎重にやらないと
答がでない。 しかも線形結合の係数は相当複雑である。 しかしとにかくこれ
を実行することができて、 その具体的な形と $E\iota$ のフーリエ係数を用いれば
必要なデータが手に入り、 pullback formula の係数および標準 $L$ 関数の臨界
値が求まる。
もちろん同様の方法で 2次ベクトル値ジーゲル保型形式の臨界値は他の

場合でも原理的には計算可能であり、実際に数値の計算ができるかどうかは、
どの程度面倒をいとわないかどうか (と計算機の能力) のみにかかっている。

以上の内容について、 詳しくはプレプリント [9] を参照されたい。
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