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概要

ノイズを受けた大域結合リミットサイクル振動子系の階層構造を縮約理論に基づいて解析
し，この大自由度力学系の作る集団ダイナミクスをマクロな位相変数のみで記述する集団位相
記述法を定式化する．特に，集団ダイナミクスを定量的に特徴付ける集団位相感受関数と集団
位相結合関数の公式を導出する．そして，大域結合電気化学振動子系に対して具体的な計算結
果を示すと共に，個々の振動子はすべて同相結合している状況でも集団間では逆相同期になり
得ることを例証する．最後に，集団位相記述法のいくつかの一般化について簡潔に述べる．

1 はじめに

大域結合振動子系の作る集団リズムは最も重要な同期現象のひとつである [1,2]. 現実の世界の
多くのリズム現象はミクロな振動子の結合系によって作られる集団リズムであるため，集団振動し
ている大域結合振動子集団の間のマクロな同期現象も注目されてきた [3, 4]. 近年，Ott-Antonsen
仮説 [5-7] の導入により，この方向の理論研究は数多くなされている．本稿では，ノイズを受けた
大域結合振動子系が作る集団リズムをマクロな位相変数のみで記述する集団位相記述法について
概説する [8-12]. 位相方程式および集団位相方程式の導出方法については付録で詳しく説明する．

2 大域結合振動子系の階層構造と集団位相記述

次の方程式で記述されるノイズを受けた大域結合リミットサイクル振動子集団の結合系を考える:

$\dot{X}_{j}^{(\sigma)}(t)=F(X_{j}^{(\sigma)})+\frac{1}{N}\sum_{k=1}^{N}G(X_{j}^{(\sigma)}, X_{k}^{(\sigma)})+\sqrt{D_{0}}\xi_{j}^{(\sigma)}(t)+\epsilon_{p}p_{\sigma}(t)+\frac{\epsilon_{g}}{N}\sum_{k=1}^{N}G_{\sigma\tau}(X_{j}^{(\sigma)}, X_{k}^{(\tau)})$ .

(1)
ここで，$X_{j}^{(\sigma)}(t)$ は集団 $\sigma$ に属する振動子 $j$ の時刻 $t$ における状態を表す．式 (1) の右辺の各項は，
各振動子のダイナミクス，集団内における振動子間の相互作用，各集団・各振動子・各成分ごとに
独立な白色ガウスノイズ (ノイズ強度 $D_{0}\geq 0$), 集団内の振動子に対して共通な外カ (共通外カの
強さ $\epsilon_{p}\geq 0)$ , 集団間における振動子間の相互作用 (集団間の結合強度 $\epsilon_{g}\geq 0$ ) をそれぞれ表す．ま
た，各集団の振動子数 $N$ は十分に大きいとする．

ここにおいて，個々の振動子に対する摂動 $(i.e., G, \sqrt{D_{0}}\xi_{j}^{(\sigma)}, \epsilon_{p}p_{\sigma}, \epsilon_{g}G_{\sigma\tau})$ が十分小さい場合
には，式 (1) を次のような方程式に位相縮約することができる (付録 A参照)[1,2,8,9]:

$\dot{\phi}_{j}^{(\sigma)}(t)=\omega+\frac{1}{N}\sum_{k=1}^{N}\Gamma(\phi_{j}^{(\sigma)}-\phi_{k}^{(\sigma)})+\sqrt{D}\xi_{j}^{(\sigma)}(t)+\epsilon_{p}Z(\phi_{j}^{(\sigma)})\cdot p_{\sigma}(t)+\frac{\epsilon_{g}}{N}\sum_{k=1}^{N}\Gamma_{\sigma\tau}(\phi_{j}^{(\sigma)}-\phi_{k}^{(\tau)})$ .

(2)
ここで，$\phi_{j}^{(\sigma)}(t)\in[0,2\pi)$ は集団 $\sigma$ に属する振動子 $j$ の時刻 $t$ における位相であり，右辺の各項 $l2,$

各振動子の振動数，集団内の相互作用，独立な白色ガウスノイズ (実効的なノイズ強度 $D$), 各集団
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の共通外力，集団間の相互作用をそれぞれ表す．特に，$Z$ は位相感受関数と呼ばれ，位相記述におい
て最も基本的な量である [1,2]. また，$\Gamma$ と $\Gamma_{\sigma\tau}$ は位相結合関数と呼ばれ，これも重要である [1,2].
大域結合系は振動子数が無限大の極限 $(i.e., Narrow\infty)$ において平均場理論が厳密に成り立ち，

Langevin型の位相方程式 (2) は，集団 $\sigma$ に対する一体の位相分布関数 $f^{(\sigma)}(\phi, t)$ が従う次のよう

な非線形 Fokker-Planck 方程式に書き直すことができる [1-3, 8-12]:

$\frac{\partial}{\partial t}f^{(\sigma)}(\phi, t)=-\frac{\partial}{\partial\phi}[\{\omega+\int_{0}^{2\pi}d\phi’\Gamma(\phi-\phi’)f^{(\sigma)}(\phi’, t)\}f^{(\sigma)}(\phi, t)]+D\frac{\partial^{2}}{\partial\phi^{2}}f^{(\sigma)}(\phi, t)$

$- \epsilon_{p}\frac{\partial}{\partial\phi}[Z(\phi)f^{(\sigma)}(\phi, t)]\cdot p_{\sigma}(t)-\epsilon_{g}\frac{\partial}{\partial\phi}[\int_{0}^{2\pi}d\phi’\Gamma_{\sigma\tau}(\phi-\phi’)f^{(\tau)}(\phi’, t)f^{(\sigma)}(\phi, t)].$

(3)

ここで，一体の位相分布関数は次のように規格化されている: $\int_{0}^{2\pi}d\phi f^{(\sigma)}(\phi, t)=1$ . 式 (3) 右辺の
第 1項と第 2項は集団 $\sigma$ のダイナミクスを表し，第 3項と第 4項は各集団の共通外力と集団間の
相互作用をそれぞれ表す．また，$\epsilon_{p}=\epsilon_{g}=0$ において，各集団は集団振動しているとする [1, 2].
各集団に対する摂動 $(\epsilon_{p}$ と $\epsilon_{g})$が集団内の結合に比べて十分小さい場合には，非線形 Fokker-Planck

方程式 (3) を次のような方程式へさらに位相縮約することができる (付録 $B$ 参照) [8-12]:

$\ominus(\sigma)(t)=\Omega+\epsilon_{p}\zeta(\Theta^{(\sigma)})\cdot p_{\sigma}(t)+\epsilon_{g}\gamma_{\sigma\tau}(\Theta^{(\sigma)}-\Theta^{(\mathcal{T})})$ . (4)

ここで，$\Theta^{(\sigma)}(t)\in[0,2\pi)$ は集団 $\sigma$ に対するマクロな位相 (集団位相と呼ぶ) であり，$\Omega$ は集団振動

数である．また，式 (4) のように，集団振動を集団位相のみで記述することを集団位相記述と呼んで
いる．そして，集団位相感受関数 $\zeta$ は個々の位相感受関数 $Z$ を用いて次のように表される [2,9, 12]:

$\zeta(\Theta^{(\sigma)})=\int_{0}^{2\pi}d\varphi Z(\varphi+\Theta^{(\sigma)})k_{0}(\varphi)$ . (5)

同様に，集団位相結合関数 $\gamma_{\sigma\tau}$ は個々の位相結合関数 $\Gamma_{\sigma\tau}$ を用いて次のように書ける [2, 10, 12]:

$\gamma_{\sigma\tau}(\Theta^{(\sigma)}-\Theta^{(\tau)})=\int_{0}^{2\pi}d\varphi\int_{0}^{2\pi}d\varphi’\Gamma_{\sigma \mathcal{T}}(\varphi-\varphi’+\Theta^{(\sigma)}-\Theta^{(\tau)})k_{0}(\varphi)f_{0}(\varphi’)$ . (6)

ここにおいて，$\epsilon_{p}=\epsilon_{g}=0$ の非線形 Fokker-Planck方程式 (3)における時間周期解 $f_{0}(\varphi)$ とその左ゼ

ロ固有関数 $u_{0}^{*}(\varphi)$ を用いて，重み関数は次のように与えられる [8-12]: $k_{0}(\varphi)=-f_{0}(\varphi)du_{0}^{*}(\varphi)/d\varphi.$

以上のような大域結合リミットサイクル振動子系の階層構造は表 1のようにまとめることができ
る．式 (2) および式 (4) の導出方法については，付録 A および付録 B においてそれぞれ述べる．

表 1: ノイズを受けた大域結合リミットサイクル振動子系の階層構造．

interacting groups of globally coupled noisy limit-cycle oscillators $X_{j}^{(\sigma)}(t)$

$\downarrow$ lst phase reduction
interacting groups of globally coupled noisy phase oscillators $\phi_{j}^{(\sigma)}(t)$

$\downarrow$ mean-field theory
coupled nonlinear Fokker-Planck equations $f^{(\sigma)}(\phi, t)$

$\downarrow$ 2nd phase reduction
coupled collective phase oscillators $\Theta^{(\sigma)}(t)$
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3 大域結合電気化学振動子系の集団位相感受関数と集団位相結合関数

集団振動の実験系として重要である大域結合電気化学振動子系の数理モデル [13,14] を用いて，集
団位相感受関数 (5) と集団位相結合関数 (6) を実際に計算する．電気化学振動子モデルは次のよう
に書くことができる: $X=(X, Y),$ $F=(F_{X}, F_{Y}),$ $G=G_{\sigma\tau}=(Gx, 0),$ $\xi=(\xi x, 0),$ $p=(px, 0)$ .
ここにおいて，$F_{X},$ $F_{Y},$ $G_{X}$ の具体的な表式は次の通りである [13,14]:

$F_{X}(X)= \frac{v-X}{r}-(\frac{C_{h}\exp(0.5X)}{1+C_{h}\exp(X)}+a\exp(X))(1-Y)$ , (7)

$F_{Y}(X)= \frac{1}{s}(\frac{\exp(0.5X)}{1+C_{h}\exp(X)}(1-Y)-\frac{bC_{h}\exp(2X)}{cC_{h}+\exp(X)}Y)$ , (8)

$G_{X}(X, X’)= \frac{K}{r}(X’-X)$ . (9)

参考文献 [14] に従い，パラメタは次の値に固定する: $a=0.3,$ $b=0.00006,$ $c=$ 0.001, $C_{h}=1600,$

$s=0.O1,$ $r=20.0,$ $v=15.0,$ $K/r=0.0025$ . この電気化学振動子のリミットサイクル解 $X_{0}(\phi)$ ,
位相感受関数 $Z_{X}(\phi)$ , 位相結合関数 $\Gamma(\phi)$ を図 1に示す．
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図 1: 電気化学振動子．(a) リミットサイクル軌道 $X_{0}(\phi)$ . $(b)$ リミットサイクル解の波形 $X_{0}(\phi)$ .
(c) 位相感受関数 $Z_{X}(\phi)$ . (d) 位相結合関数 $\Gamma(\phi)$ . 電気化学振動子のパラメタは次の通りである:
$a=0.3,$ $b=0.00006,$ $c=$ 0.001, $C_{h}=1600,$ $s=0.O1,$ $r=20.0,$ $v=15.0$ . このとき，自然振動数
は $\omega\simeq 0.45$ であり，振幅方向の Floquet 指数は $\lambda\simeq-0.23$ である．結合パラメタ $K/r=0.0025.$
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図 2: 大域結合電気化学振動子集団．(a) 集団振動解 $f_{0}(\varphi)$ . (b) 右ゼロ固有関数 $u_{0}(\varphi)$ . (c) 左ゼ

ロ固有関数 $u_{0}^{*}(\varphi)$ . $(d)$ 重み関数 $k_{0}(\varphi)$ . 結合パラメタ $K/r=0.0025$ , ノイズ強度 $D_{0}=0.00025.$

$\Theta$ $\Theta$

図 3: 大域結合電気化学振動子集団．(a) 個々の位相感受関数 $Z_{X}(\Theta)$ と集団位相感受関数 $\zeta_{X}(\Theta)$ .
(b) 個々の位相結合関数 $\Gamma(\Theta)$ と集団位相結合関数 $\gamma(\Theta)$ . 個々の位相結合関数 $\Gamma(\Theta)$ は同相結合

(引力的な位相結合) であるが，集団位相結合関数 $\gamma(\Theta)$ は逆相結合 (斥力的な位相結合) である．
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図 4: 大域結合電気化学振動子集団の結合系．(a) 集団位相差の時間発展．(b) 漸近状態における
個々の振動子のスナップショット．各集団の振動子数 $N=10000$ , 集団間の結合強度 $\epsilon_{g}=0.02.$

ノイズ強度 $Do=0.00025$ における大域結合電気化学振動子集団の集団振動解ん $(\varphi)$ , 右ゼロ
固有関数 $u_{0}(\varphi)=df_{0}(\varphi)/d\varphi$ , 左ゼロ固有関数 $u_{0}^{*}(\varphi)$ , 重み関数 $k_{0}(\varphi)$ を図 2に示す．加えて，大
域結合電気化学振動子集団の集団位相感受関数 $\zeta_{X}(\Theta)$ と集団位相結合関数 $\gamma(\Theta)$ を図 3に示す．
図 3(b) において，$\Theta=0,$ $\pm\pi$ における傾きからわかるように，個々の位相結合関数は同相結合 (i.e.,
$\Gamma’(0)<0$ & $\Gamma’(\pm\pi)>0)$ であるが，集団位相結合関数は逆相結合 $(i.e., \gamma’(0)>0 \ \gamma’(\pm\pi)<0)$

である．これは個々の位相結合関数はすべて同相結合であるにもかかわらず，集団振動間の位相差
は逆相同期になることを意味している．
ここにおいて，大域結合電気化学振動子集団の結合系に対する直接数値計算の結果を図 4に示

す．各集団の振動子数は $N=10000$ であり，集団間の結合強度は $\epsilon_{g}=0.02$ である．また，各振動
子集団の集団位相 $\Theta^{(\sigma)}(t)$ は秩序変数に関する次のような式を用いて数値計算する [8-12]:

$\frac{1}{N}\sum_{j=1}^{N}e^{i\phi_{j}^{(\sigma)}(t)}\simeq\int_{0}^{2\pi}d\phie^{i\phi}f^{(\sigma)}(\phi, t)\simeq\int_{0}^{2\pi}d\phi e^{i\phi}f_{0}(\phi-\Theta^{(\sigma)}(t))=R_{0}e^{i\Theta^{(\sigma)}(t)}$ . (10)

ここで，$R_{0}= \int_{0}^{2\pi}d\varphi e^{i\varphi}f_{0}(\varphi)\in \mathbb{R}$ である．図 4(a) は集団位相差の時間発展であり，図 4(b) は漸
近状態における個々の振動子のスナップショットである．確かに，集団振動間の位相差は逆相同期
する $(i.e., |\Theta^{(1)}-\Theta^{(2)}|=\pi)$ . また，個々の振動子のスナップショットも集団ごとに分離している．

4 おわりに

個々の振動子がすべて同相結合している状況における集団間の逆相同期現象は，集団位相結合関
数の型 (同相結合か逆相結合か) として理解することができる．これについては参考文献 [lO] にお
いて詳細に解析している (参考文献 [8] も参照). Ott-Antonsen仮説 [5-7] を応用した参考文献 [11]
においては，「ノイズはないが振動数は不均一な場合」を解析しており，本稿や参考文献 [lO] のよ
うな「ノイズはあるが振動数は均一な場合」との類似点および相違点も議論している．加えて，本
稿で概説した集団位相記述法は次のような一般化をしている: 非局所結合系 [8], 興奮性素子系 [12],
熱対流系 [15]. 特に，最近は，地球流体への応用を目指し，振動対流の位相記述法 [15] を研究して
いる．また，反応拡散系におけるリミットサイクル解の位相記述法 [16], 振動子ネットワークにお
ける完全位相ロック状態の位相記述法 [17-20], などの研究もあることを注意しておく．位相記述
法 [1,2] にはまだまだいろいろな可能性が残されているように思われる．
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A 常微分方程式で記述されるリミットサイクル振動子の位相縮約

式 (1) から式 (2) を導出するのに使われる位相縮約法を参考文献 [12] に基づいて詳しく述べる．

実際に，式 (1) から式 (2) を導出する過程については，参考文献 [1,2,8,91を参照していただきたい．

A. 1 時間周期解と Floquet型の線形演算子

次のような常微分方程式で記述される単一のリミットサイクル振動子を考える:
$\ovalbox{\tt\small REJECT}(t)=F(X)$ (Al)

時間周期解 $X_{0}(\phi)$ は次のように表すことができる:

$X(t)=X_{0}(\phi) , \dot{\phi}(t)=\omega$ . (A2)

ここで，$\phi$ が位相であり，$\omega$ が振動数である．式 (A2) を式 (Al) に代入すると，時間周期解 $X_{0}(\phi)$

は次の方程式を満たすことがわかる:

$\omega\frac{d}{d\phi}X_{0}(\phi)=F(X_{0}(\phi))$ . (A3)

ここで，時間周期解からのずれ $u(\phi, t)$ を次のように考える:

$X(t)=X_{0}(\phi)+u(\phi, t)$ . (A4)

式 (A4) を式 (Al) に代入して，$u(\phi, t)$ について線形化する:

$\frac{\partial}{\partial t}u(\phi, t)=\hat{L}(\phi)u(\phi, t)$ . (A5)

このとき，線形演算子 $\hat{L}(\phi)$ は次のように与えられる:

$\hat{L}(\phi)u(\phi)=[\hat{J}(\phi)-\omega\frac{\partial}{\partial\phi}]u(\phi)$ . (A6)

ここで，$j(\phi)$ は次のように与えられる Jacobi 行列である:

$\hat{J}(\phi)=\frac{\partial F(X_{0}(\phi))}{\partial X_{0}(\phi)}$ . (A7)

線形演算子 $\hat{L}(\phi)$ は $\phi$ を通して時間周期的なため Floquet型である．ここにおいて，次のような内
積を定義する:

$[u^{*}( \phi), u(\phi)]=\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}d\phi u^{*}(\phi)\cdot u(\phi)$ . (A8)

そして，線形演算子 $\hat{L}(\phi)$ の随伴演算子を次のように導入する:

$[u^{*}(\phi),\hat{L}(\phi)u(\phi)]=[\hat{L}^{*}(\phi)u^{*}(\phi), u(\phi)]$ . (A9)

部分積分により，随伴演算子 $\hat{L}^{*}(\phi)$ は次のように与えられることがわかる:

$\hat{L}^{*}(\phi)u^{*}(\phi)=[\hat{J}^{*}(\phi)+\omega\frac{\partial}{\partial\phi}]u^{*}(\phi)$ . (A10)

ここで，$j*(\phi)$ は Jacobi 行列の転置行列である:

$\hat{J}^{*}(\phi)=\hat{J}(\phi)^{T}$ . (All)
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A.2 Floquetゼロ固有関数

以下の計算では左右の Floquetゼロ固有関数のみが必要であり，それらは次のように与えられる:

$\hat{L}(\phi)U_{0}(\phi)=[\hat{J}(\phi)-\omega\frac{d}{d\phi}]U_{0}(\phi)=0$ , (A12)

$\hat{L}^{*}(\phi)U_{0}^{*}(\phi)=[\hat{J}^{*}(\phi)+\omega\frac{d}{d\phi}]U_{0}^{*}(\phi)=0$ . (A13)

式 (A3) を $\phi$ で微分することで確かめられるように，右ゼロ固有関数 $U_{0}(\phi)$ は次のように書くこ
とができる:

$U_{0}( \phi)=\frac{d}{d\phi}X_{0}(\phi)$ . (A14)

右ゼロ固有関数 (A14) との内積 (A8) を用いて，左ゼロ固有関数 $U_{0}^{*}(\phi)$ は次のように規格化する
ことができる:

$[U_{0}^{*}( \phi), U_{0}(\phi)]=\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}d\phi U_{0}^{*}(\phi)\cdot U_{0}(\phi)=1$ . (A15)

ここにおいて，次のような等式が成り立つことに注意する:

$\frac{d}{d\phi}[U_{0}^{*}(\phi)\cdot U_{0}(\phi)]$

$=U_{0}^{*}( \phi)\cdot\frac{dU_{0}(\phi)}{d\phi}+\frac{dU_{0}^{*}(\phi)}{d\phi}\cdot U_{0}(\phi)$

$= \frac{1}{\omega}[U_{0}^{*}(\phi)\cdot\hat{J}(\phi)U_{0}(\phi)-\hat{J}^{*}(\phi)U_{0}^{*}(\phi)\cdot U_{0}(\phi)]$

$=0$ . (A16)

よって，左ゼロ固有関数 $U_{0}^{*}(\phi)$ は次のように各位相ごとに規格化することができる:

$U_{0}^{*}(\phi)\cdot U_{0}(\phi)=1$ . (A17)

A.3 摂動を受けたリミットサイクル振動子

以上のことをふまえて，次のような常微分方程式で記述される摂動を受けた単一のリミットサイ
クル振動子を考える:

$\dot{X}(t)=F(X)+\epsilon p(t)$ . (A18)

摂動 $\epsilon p(t)$ は十分に小さいとして，次のような射影を考える:
$\dot{\phi}(t)=U_{0}^{*}(\phi)\cdot X(t)$

$=U_{0}^{*}(\phi)\cdot[F(X)+\epsilon p(t)]$

$\simeq U_{0}^{*}(\phi)\cdot[F(X_{0}(\phi))+\epsilon p(t)]$

$=U_{0}^{*}( \phi)\cdot[\omega\frac{d}{d\phi}X_{0}(\phi)+\epsilon p(t)]$

$=U_{0}^{*}(\phi)\cdot[\omega U_{0}(\phi)+\epsilon p(t)]$

$=\omega+\epsilon U_{0}^{*}(\phi)\cdot p(t)$ . (A19)
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よって，位相方程式は次のように書くことができる:

$\dot{\phi}(t)=\omega+\epsilon Z(\phi)\cdot p(t)$ (A20)

ここにおいて，位相感受関数 $Z(\phi)$ は左ゼロ固有関数 $U_{0}^{*}(\phi)$ に一致する:

$Z(\phi)=U_{0}^{*}(\phi)$ . (A21)

また，式 (A13) から，左ゼロ固有関数 $U_{0}^{*}(\phi)$ は次のアジョイント方程式に従うことがわかる:

$\omega\frac{d}{d\phi}U_{0}^{*}(\phi)=-\hat{J}^{*}(\phi)U_{0}^{*}(\phi)$ . (A22)

以上，位相方程式の導出を参考文献 [12] に基づいて述べた．位相記述法の別の定式化やその様々な
応用例については参考文献 [1,2] に詳しく解説されている．

$B$ 非線形 Fokker-Planck方程式で記述ざれる集団振動の位相縮約

式 (3) から式 (4) を導出するのに使われる位相縮約法を参考文献 [12] に基づいて詳しく述べる．

実際に，式 (3) から式 (4) を導出する過程については，参考文献 [8-12] を参照していただきたい．

B. 1 時間周期解と Floquet型の線形演算子

次のような単一の非線形 Fokker-Planck方程式を考える:

$\frac{\partial}{\partial t}f(\phi, t)=-\frac{\partial}{\partial\phi}[\{v(\phi)+\int_{0}^{2\pi}d\phi’\Gamma(\phi, \phi’)f(\phi’, t)\}f(\phi, t)]+D\frac{\partial^{2}}{\partial\phi^{2}}f(\phi, t)$. (Bl)

式 (3) における単一の方程式は次の場合に相当する: $v(\phi)=\omega,$ $\Gamma(\phi, \phi’)=\Gamma(\phi-\phi’)$ . 式 (Bl) の
時間周期解 $f_{0}(\phi, \Theta)$ は次のように表すことができる:

$f(\phi, t)=f_{0}(\phi, \Theta) , \dot{\Theta}(t)=\Omega$ . (B2)

ここで，$\Theta$ が集団位相であり，$\Omega$ が集団振動数である．式 (B2) を式 (Bl) に代入すると，時間周期
解 $f_{0}(\phi, \Theta)$ は次の方程式を満たすことがわかる:

$\Omega\frac{\partial}{\partial\Theta}f_{0}(\phi, \Theta)=-\frac{\partial}{\partial\phi}[\{v(\phi)+\int_{0}^{2\pi}d\phi’\Gamma(\phi, \phi’)f_{0}(\phi’, \Theta)\}f_{0}(\phi, \Theta)]+D\frac{\partial^{2}}{\partial\phi^{2}}f_{0}(\phi, \Theta)$. (B3)

ここで，時間周期解からのずれ $u(\phi, \Theta, t)$ を次のように考える:

$f(\phi, t)=f_{0}(\phi, \Theta)+u(\phi, \Theta, t)$ . (B4)

式 (B4) を式 (Bl) に代入して，$u(\phi, \Theta, t)$ について線形化する:

$\frac{\partial}{\partial t}u(\phi, \Theta, t)=\hat{L}(\phi, \Theta)u(\phi, \Theta, t)$ . (B5)

このとき，$\ovalbox{\tt\small REJECT} fF_{/}^{\nearrow\prime}ffi_{\backslash }^{\backslash}g\neq\hat{L}(\phi, \Theta)$ は次のように書くことができる:

$\hat{L}(\phi, \Theta)u(\phi, \Theta)=[j(\phi, \Theta)-\Omega\frac{\partial}{\partial\Theta}]u(\phi, \Theta)$ . (B6)
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ここで，$j(\phi, \Theta)$ は次のように与えられる:

$j( \phi, \Theta)u(\phi, \Theta)=-\frac{\partial}{\partial\phi}[v(\phi)u(\phi, \Theta)]-\frac{\partial}{\partial\phi}[u(\phi, \Theta)\int_{0}^{2\pi}d\phi’\Gamma(\phi, \phi’)f_{0}(\phi’, \Theta)]$

$- \frac{\partial}{\partial\phi}[f_{0}(\phi, \Theta)\int_{0}^{2\pi}d\phi’\Gamma(\phi, \phi’)u(\phi’, \Theta)]+D\frac{\partial^{2}}{\partial\phi^{2}}u(\phi, \Theta)$ . (B7)

線形演算子ゐ $(\phi, \Theta)$ は $\Theta$ を通して時間周期的なため Floquet 型である．ここにおいて，次のよう
な内積を定義する:

$[u^{*}( \phi, \Theta, u(\phi, \Theta)]=\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}d\Theta\int_{0}^{2\pi}d\phi u^{*}(\phi, \Theta)u(\phi, \Theta)$ . (B8)

そして，線形演算子 $\hat{L}(\phi, \Theta)$ の随伴演算子を次のように導入する:

$[u^{*}(\phi, \Theta),\hat{L}(\phi, \Theta)u(\phi, \Theta)]=[\hat{L}^{*}(\phi, \Theta)u^{*}(\phi, \Theta), u(\phi, \Theta)]$ . (B9)

部分積分により，随伴演算子か $(\phi, \Theta)$ は次のように与えられることがわかる:

$\hat{L}^{*}(\phi, \Theta)u^{*}(\phi, \Theta)=[j^{*}(\phi, \Theta)+\Omega\frac{\partial}{\partial\Theta}]u^{*}(\phi, \Theta)$. (B10)

ここで，$j*(\phi, \Theta)$ の具体的な表式は次のようになる:

$j*( \phi, \Theta)u^{*}(\phi, \Theta)=v(\phi)\frac{\partial}{\partial\phi}u^{*}(\phi, \Theta)+[\int_{0}^{2\pi}d\phi’\Gamma(\phi, \phi’)f_{0}(\phi’, \Theta)]\frac{\partial}{\partial\phi}u^{*}(\phi, \Theta)$

$+ \int_{0}^{2\pi}d\phi’\Gamma(\phi’, \phi)f_{0}(\phi’, \Theta)\frac{\partial}{\partial\phi’}u^{*}(\phi’, \Theta)+D\frac{\partial^{2}}{\partial\phi^{2}}u^{*}(\phi, \Theta)$ . (Bll)

B.2 Floquetゼロ固有関数

以下の計算では左右の Floquetゼロ固有関数のみが必要であり，それらは次のように与えられる:

$\hat{L}(\phi, \Theta)u_{0}(\phi, \Theta)=[j(\phi, \Theta)-\Omega\frac{\partial}{\partial\Theta}]u_{0}(\phi, \Theta)=0$ , (B12)

$\hat{L}^{*}(\phi, \Theta)u_{0}^{*}(\phi, \Theta)=[j^{*}(\phi, \Theta)+\Omega\frac{\partial}{\partial\Theta}]u_{0}^{*}(\phi, \Theta)=0$ . (B13)

式 (B3) を $\Theta$ で微分することで確かめられるように，右ゼロ固有関数 $u_{0}(\phi, \Theta)$ は次のように書く
ことができる:

$u_{0}( \phi, \Theta)=\frac{\partial}{\partial\Theta}f_{0}(\phi, \Theta)$ . (B14)

右ゼロ固有関数 (B14) との内積 (B8) を用いて，左ゼロ固有関数 $u_{0}^{*}(\phi, \Theta)$ は次のように規格化する
ことができる:

$[u_{0}^{*}( \phi, \Theta), u_{0}(\phi, \Theta)]=\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}d\Theta\int_{0}^{2\pi}d\phi u_{0}^{*}(\phi, \Theta)u_{0}(\phi, \Theta)=1$ . (B15)
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ここにおいて，次のよう等式が成り立つことに注意する:

$\frac{\partial}{\partial\Theta}[\int_{0}^{2\pi}d\phi u_{0}^{*}(\phi, \Theta)u_{0}(\phi, \Theta)]$

$= \int_{0}^{2\pi}d\phi[u_{0}^{*}(\phi, \Theta)\frac{\partial}{\partial\Theta}u_{0}(\phi, \Theta)+u_{0}(\phi, \Theta)\frac{\partial}{\partial\Theta}u_{0}^{*}(\phi, \Theta)]$

$= \frac{1}{\Omega}\int_{0}^{2\pi}d\phi[u_{0}^{*}(\phi, \Theta)j(\phi, \Theta)u_{0}(\phi, \Theta)-u0(\phi, \Theta)j^{*}(\phi, \Theta)u_{0}^{*}(\phi, \Theta)]$

$=0$ . (B16)

よって，左ゼロ固有関数 $u_{0}^{*}(\phi, \Theta)$ は次のように各集団位相ごとに規格化することができる:

$\int_{0}^{2\pi}d\phi u_{0}^{*}(\phi, \Theta)u_{0}(\phi, \Theta)=1$. (B17)

B.3 摂動項を持つ非線形 Fokker-Planck方程式

以上のことをふまえて，次のような摂動項を持つ単一の非線形 Fokker-Planck 方程式を考える:

$\frac{\partial}{\partial t}f(\phi, t)=-\frac{\partial}{\partial\phi}[\{v(\phi)+\int_{0}^{2\pi}d\phi’\Gamma(\phi, \phi’)f(\phi’, t)\}f(\phi, t)]+D\frac{\partial^{2}}{\partial\phi^{2}}f(\phi, t)$

$- \epsilon\frac{\partial}{\partial\phi}[Z(\phi)f(\phi, t)]\cdot p(t)$ (B18)

摂動 $\epsilon p(t)$ は十分に小さいとして，次のような射影を考える:

$\dot{\Theta}(t)=\int_{0}^{2\pi}d\phi u_{0}^{*}(\phi, \Theta)\frac{\partial}{\partial t}f(\phi, t)\simeq\Omega-\epsilon\int_{0}^{2\pi}d\phi u_{0}^{*}(\phi, \Theta)\frac{\partial}{\partial\phi}[Z(\phi)f_{0}(\phi, \Theta)]\cdot p(t)$. (B19)

上の式変形で，次の等式を用いた．$\int_{0}^{2\pi}d\phi u_{0}^{*}(\phi, \Theta)_{\partial i}^{\partial}fo(\phi, \Theta)=\Omega\int_{0}^{2\pi}d\phi u_{0}^{*}(\phi, \Theta)uo(\phi, \Theta)=\Omega.$

よって，集団位相方程式は次のように書くことができる:

$\dot{O}-(t)=\Omega+\epsilon\zeta(\Theta)\cdot p(t)$ . (B20)

ここにおいて，集団位相感受関数 $\zeta(\Theta)$ は次のように与えられる:

$\zeta(\Theta)=\int_{0}^{2\pi}d\phi Z(\phi)[f_{0}(\phi, \Theta)\frac{\partial}{\partial\phi}u_{0}^{*}(\phi, \Theta)]$ . (B21)

また，式 (B13) から，左ゼロ固有関数 $u_{0}^{*}(\phi, \Theta)$ は次のアジョイント方程式に従うことがわかる:

$\Omega\frac{\partial}{\partial\Theta}u_{0}^{*}(\phi, \Theta)=-j^{*}(\phi, \Theta)u_{0}^{*}(\phi, \Theta)$ . (B22)

以上，集団位相方程式の導出を参考文献 [12] に基づいて述べた．付録 B の式変形は付録 A の式変
形と一対一で対応していることに注意したい．非線形 Fokker-Planck方程式は偏微分方程式であ
り，力学系としては無限次元力学系である．つまり，偏微分方程式 (無限次元力学系) の時間周期解
も常微分方程式 (有限次元力学系) の時間周期解と同様に位相縮約できる場合がある．実際，熱対流
系の時間周期解 (つまり振動対流) に対する位相記述法を定式化できることがわかつている [15].
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