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1 導入

蔵本モデルに代表される結合位相振動子系については数多くの研究が報告されてきたが (例

えば [1] を参照), 各振動子間の相互作用としては，主に二体間のものだけが考慮されてきた．
その一方で，神経系のシナプス結合などにおいては，三体以上の間でなされる複雑な相互作用

の存在が知られている．そのような多体間の相互作用を持つ系では，より複雑な現象の発生が

予想される [2]. この問題は，解析的な取り扱いの困難さなどもあってほとんど研究されてこ
なかったが，脳神経系のような現実の系に関連してだけでなく，数理的な観点からも興味深

い問題と思われる．そこで本論では，多体相互作用が力学系に及ぼす影響の一端を理解するた

めに，自己連想記憶として働く結合振動子系に三体相互作用を導入し，その影響を議論する．

自己連想記憶系は神経回路の理論で長く研究されてきた力学系モデルで，結合系の特定の状態

パターンを点アトラクタとして記憶することで，不完全なパターン (初期条件) から正しいパ

ターンを復元するモデルである．今回，三体相互作用の導入によって，それらの点アトラクタ

それぞれが「連続的」な構造を持つアトラクタの群れに変化するという興味深い結果が得られ

た．本論の次の通りである．まず第 2節で三体相互作用を含む自己連想記憶の結合振動子モ

デルを導入し，第 3節でモデルの典型的な挙動とアトラクタ構造について考察する．その後

第 4節で，関連する神経科学の実験事実を踏まえて，モデルの持つ「連続的」なアトラクタ構

造が持ちうる機能的意義について議論し，第 5節で結論を述べる．
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2 モデル

まず出発点として，以下の二体相互作用のみを含む結合位相振動子系を考える:

$\frac{d\phi_{i}}{dt}=\omega_{i}+\sum_{j\neq i}^{N}J_{ij}\sin(\phi_{j}-\phi_{i}+\beta_{ij})$ . (1)

上式で $\phi_{i}$ は位相変数で，$2\pi$ の変動が一振動周期に対応する．また $\omega_{i}$ は振動子 $i$ の自然振動

数である．以下では簡単のために $\omega_{i}$ が $i$ によらず一定値をとる場合を考えるが，$\omega_{i}$ が狭い範

囲で分布する場合でも，得られる現象はほぼ同じであることを確認している．上式の右辺第 2

項は振動子間の結合を表しているが，その中のパラメータ $J_{ij}$ および $\beta_{ij}$ を

$J_{ij}=|C_{ij}|, \beta_{ij}=\arg C_{ij}, C_{ij}=\sum_{\mu=1}^{P}e^{i(\theta_{i}^{\mu}-\theta_{j}^{\mu})}$ (2)

と定める．ここで $\theta_{i}^{\mu}$ は，振動子 $i$ の $\mu$ 番目の記憶パターンを表す．上記のように結合を定め
ることで，($\mu$ でインデックス付けされた) $P$ 個の振動子の状態 $\phi_{i}=\theta_{i}^{\mu}+$ const., $\forall i$ がそれ

ぞれ別個の点アトラクタとなる [3, 4]. ここで，系全体の状態としては $\phi_{1}-\phi_{2}$ などの位相差

のみが本質的で，全ての位相変数が一様に並進しても結合には影響しないことに注意する．こ
の系のアトラクタ構造を，位相の並進対称性を省いて模式的に図示したのが図 la である．つ

まり，適当な初期条件から出発すると，系の状態は式 (2) で指定した $P$ 個の位相差パターン

のうちのいずれかに漸近する (図では $P=2$ 個のパターンのうち，$\mu=1$ 番目のものに漸近
している). この作用は，不完全なパターン (初期条件) から特定の記憶パターン $(\theta_{i}^{\mu})$ を想起

していると見なせるため，神経科学との機能的アナロジーから自己連想記憶と呼ばれる．結合
パラメータを決める式 (2) は，神経科学におけるシナプス学習則である Hebb 則を，位相を持
つ周期発火状態の系に拡張したものに対応している [5,6].

本論では，この自己連想記憶系に三体相互作用を導入した以下の系について検討する:

$\frac{d\phi_{i}}{dt}=\omega_{i}+\sum_{j,k\neq i}^{N}J_{ij}\sin(\phi_{j}-\phi_{i}+\beta_{ij})J_{ik}\cos(\phi_{k}-\phi_{i}+\beta_{ik})$ . (3)

この系は，各振動子 $i$ への入力が他の二つの振動子 $j,$ $k$ の状態に依存して決まるような純粋な

三体相互作用のみを含み，かつ含まれるフーリエモードを最低次に限定した比較的単純な結合

の形を考えている．なお，この系において Hebb 則 (2) を適用する際のパターン数を $P=1$

個とすると，先行研究 [2] で検討された高い対称性を持つ系と等価となる．以下では，三体相
互作用の導入によりアトラクタ構造がどのように変化したかについて述べ，その機能的意義に
ついて議論する．
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図 1 (a) ランダムな位相パターンを $P=2$ 個記憶させた連想記憶モデルのアトラクタ構

造の模式図．ラスター図では，$\phi_{i}=2n\pi(n\in Z)$ となる時刻に点を表示している．この場
合，各パターンに対応する二つの点アトラクタが存在し，系の状態は常にそのどちらかに
漸近する．その結果，対応する秩序パラメータ $R^{\mu}$ の値は 1へと近づく．(b) 三体相互作
用を導入した系 (式 (3)) のアトラクタ構造の模式図．(a) での点アトラクタ $(R^{\mu}\approx 1)$ に

加え，パターンが部分的に変化した $(R^{\mu}<1)$ 多数の点アトラクタが存在する．これらは
$Narrow\infty$ の極限では，$R^{\mu}$ の値について稠密に存在する．(c) 神経科学で提唱された連続的
なライン・アトラクタの模式図．線状のアトラクタに沿って，神経細胞の発火頻度が変化
する構造を持つ．

3 結果

三体相互作用を導入した系を様々な初期状態から時間発展させると，図 la に示したよう

な，記憶パターンに一致する状態の点アトラクタの他に，数多くの定常状態が存在することが

わかる．そこで，それらの定常状態がどのような状態であるかを特徴づけるため，系の状態

{ $\phi$議と各パターン $\{\theta_{i}^{\mu}\}_{i}$ との相関の大きさを表す同期度パラメータを

$R^{\mu}= \frac{1}{N}|\sum_{i=1}^{N}e^{i(\phi_{i}-\theta_{i}^{\mu})}|(\mu=1, \ldots, P)$ (4)

と定義する．$R^{\mu}$ は，系全体の状態と $\mu$ 番目のパターンとの相関を表し，$0$ (無相関) から 1

(一致) までの値を取る (例えば図 la に示した点アトラクタでは，$R^{\mu}\approx 1$ となっている).

ランダムな位相パターンを $P=2$ 個記憶させた三体相互作用系を様々な初期条件のもとで

走らせると，様々な定常状態に至る．そこで定常状態での $R^{1}$ の値を見ると，ある範囲で分布
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することがわかる $($図 $2a)$ . 図では縦軸が最終状態における $R^{1}$ の値に対応し，図中の “$UB$”

と “$LB$ ” で示した点の間の区間で，様々な値を取っていることがわかる．この結果は，この
範囲の $R^{1}$ の値に対応する非常に多数の点アトラクタが存在することを示している．同様の結
果は $R^{2}$ についても確認できる．より詳細な数値的検討の結果，振動子数 $N$ が大きい極限で

は，これらの点アトラクタがさらに $R^{\mu}$ の区間内に稠密に存在することも確認できる．このよ
うに $Narrow\infty$ で区間内に稠密にアトラクタ点群が並ぶ状況を，以降は「連続的」 とカッコ付

きで表現することにする．数学的には連続でないのにも関わらずこのように表現する理由は，
次節で議論するような連続値の符号化という機能を実現する観点からは，可算無限程度の点が
あれば実際上十分であると考えられるからである．以上より，この系には多数の点アトラクタ
が存在し，それらを対応する $R^{\mu}$ の値で並べたとすると，「連続的」に並ぶ一続きの構造を持
つことがわかった (図 lb). 記憶パターン数 $P$ を 2から増やし，同様の検証を行った結果を
図 $2b$ に示した．ここでは図 $2a$ で示した区間の両端 $UB,$ $LB$ に対応する点のみをプロットし

ている．記憶パターン数 $P$ を増加しても，系のサイズ $N$ が十分大きければある $R^{\mu}$ の区間で

稠密にアトラクタが存在すると思われる．すなわち，「連続的」なアトラクタ構造は，記憶さ
せたパターンのそれぞれについて $R^{\mu}$ のある区間をカバーする形で存在する．

これらの結果は系への弱い摂動 (雑音，結合パラメータや自然振動数の分布) に対して構造

安定であることも数値的に確認している．また，同様の現象が周期発火する神経細胞モデルに

適当な形の三体相互作用を導入した結合系でも再現できることも確認した．つまり，縮約され
た位相振動子モデルに特有の現象ではなく，摂動を含む現実的な系でも同様の現象は実現され
うる．

$N=300,$ $LB$ –
$N=300,$ $UB$ –
$N=500,$ $LB$ –
$N=500,$ $UB$ –

$0$ 0.$01$ 0. $02$ 0. $03$ 0.04
$P/N$

$0$ 0. $2$ 0. $4$ 0. $6$ $0.s$

$R_{|n|t}^{l}$

図 2 (a) 三体相互作用を導入した系 (式 (3)) を，様々な初期条件で数値計算した結果．
横軸に初期のパターン 1との相関 $R_{init}^{1}$ と，縦軸に十分時間が経った定常状態における値
$R^{1}fina1$ を示す．二体相互作用のみの系と対照的に，$R^{1}fina1$ はある範囲 (図中 $LB$ から $UB$ ま
で $)$ において連続的に見える様々な値を取る．(b) 記憶パターン数 $P$ を増やした場合の，
秩序パラメータの値で見たアトラクタの存在領域．$N=300,500$ で，それぞれ 5回の試行
の結果をプロットしている．$UB,$ $LB$ はそれぞれ，アトラクタの存在領域 (図 a も参照)

での $R^{1}fina1$ の最大値と最小値である．
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4 議論

ここまで，三体相互作用を導入した自己連想記憶モデルでは，記憶させたパターンの個数に

応じた「連続的」なアトラクタ群が生じることを見た．ここでは，このようなアトラクタ構造

が担いうる神経科学的機能について，対応する実験事実を踏まえながら考察する．動物の神経

回路において，連続的なアトラクタを活用してアナログ情報を保持していることを示唆する報

告が多数なされている [7, 8]. 例えば Aksay らの金魚を用いた実験研究では，Area I と呼ば

れる神経核に存在する上位運動ニューロンの発火頻度が，眼球の水平方向位置 (角度) と比例

することが報告された [7]. この事実は，眼球位置というアナログ情報が，神経回路において
発火率で符号化されていることを示唆している．眼球位置の情報は，神経系に内在する雑音に

対してもある程度安定に保持されており，この安定性が眼球位置を一定に保つのに必要である

ことも指摘されている．このような神経回路によるアナログ情報の安定な保持を説明する為

に，理論的な観点から，力学系としての神経回路に中立安定な連続的アトラクタ群 (ライン

アトラクタ) が存在するという仮説が提唱された [9] (図 lc). これは，系の状態が連続的な
ライン・アトラクタ上のどこにあるかによってアナログ情報を表現し，アトラクタの安定性に

より外乱の影響を抑えているという仮説である．この仮説に基づき，ラインアトラクタを実

現する様々な神経回路モデルが提唱されている [10-12]. これらは全て，ラインアトラクタ
に沿って神経細胞の発火率が連続的に変化する，発火率符号化に基づくアナログ情報保持を説

明するものである．これらに対し，本論で検討したモデルにおいては，同等の機能を持つ「連

続的」なアトラクタ群が存在し，それらに沿って神経細胞スパイク列の時間的情報である同期

度が変化した．すなわち，神経回路にある種の多体相互作用を導入することにより，複数のア

ナログ量を時間的符号化するという機能が備わる可能性を示唆している．このような時間的

符号化を実証する実験報告は現時点で存在しないが，既存のものを含めた多細胞のスパイク列

データを解析する上で，発火率以外に，多細胞間のスパイクの時間的情報に注目する視点の重

要性を示唆する結果であると言える．

5 結論

本論では，結合振動子系における多体相互作用の影響を調べるため，従来研究されてきた自

己連想記憶系のモデルに三体相互作用を導入したモデルを検討した．その結果，Hebb 学習則

により記憶させたパターンのそれぞれに対応するアトラクタ群が生じ，それらが同期度パラ

メータで見て「連続的」に並ぶ構造 (図 lb) を持つことを示した．これは神経科学において

提唱されているラインアトラクタと同等のアナログ値保持という機能が，従来と異なる時間

的符号化によっても実現されうることを示唆しており，多体相互作用の持つ機能的意義の一つ
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として興味深い．
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